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CX^MPENDIUM 


der 


höheren  Mathematik. 


Von 

ADAM  (bitter  von  BURG, 

k.  k.  Htfirierang-SFufch ,  Oiroctor  des  k.  k.  polytechDiwhen  lostitutes  lu  Wien ,  ordentl. 
öflffnti.  Professor  der  Mecbaaik  nod  Maschlnonlehre  au  diesem  Institute,  cmer.  Professor 
«ler  Eleiiien(ar-  iiod  höberen  Hatheiiiatik ,  Ritter  des  kaiserl.  österr.  Leopold-,  so  wie 
oehrerer  anderer  liolier  Orden,  wirklicliem  Mltg-iied  der  kaiserl.  Acadeniie  der  Wissen» 
scbaften  in  Wien,  so  wie  mehrerer  anderer  g-eiebrten  Gesellsebafien,  Acadeniien 

und  Vereine. 


Zweite,  sehr  vennehrte  und  yerbesserte  Aoflage. 


Mit  vier  Kupfertafeln. 


WIEN. 

Druck  uiul  Vcrlujc  von  Carl  Gci-uJU. 

1851. 


N  ■•  «  j.«  1.  i.T  t!  1  . ;   <: 
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Seiner  Excellenz 


dem  Hoohgebornen   Herrn 


Leo  Grafen  von 

THUN-HOHENSTEIN, 

k.  k.  wirUichem  geheimen  Batb  und  Kfimmerer,  k.  k.  Minister  des  Cnltna 
und  Unterrichtes ,  Ehrendirector  der  k.  k.  Universit&t  in  Lemberg,  Ehren- 
mitglied der  kÖnigL  böhmischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften ,  der  ge- 
lehrten Gesellschaft  in  Krakan,  Ehrenmitglied  des  Taubstummen  -  Instituts, 
wirkendem  Mitglied  der  Gresellschaft  des  Taterlftndischcn  Museums ,  stiften- 
dem und  beitragendem  Mitglied  der  Gesellschaft  patriotischer  Kunstfreunde, 
Vorsteher  und  wirklichem  Mitglied  des  Vereines  zum  Wohle  entlassener 
Zftchtlinge ,  stiftendem  Mitglied  des  Vereines  zum  Wohle  hilfsbedürftiger 
Kinder  in  Prag,  Mitglied  des  Schutzvereines  fQr  ans  Stra^  nnd 
Verwahmngsorten  entlassener  Personen  in  Wien  &c» 


in  aller  Ehrfurcht 


gewidmet 


vom  Verfasser. 


427685 


Euer  Excellenz! 


r 


▼V  enn  ich  mir  erlaabe,  Ew.  Excellenz  das 
vorliegende  Lehrbuch,  welches  besonders  fiir 
höhere  technische  Lehranstalten  bestimmt,  und 
dafür  auch  als  vollkommen  geeignet  bereits  an- 
erkannt ist,  in  dieser  neuen,  vermehrten  und 
verbesserten  Auflage  ehrfurchtsvoll  zuzueignen; 
80  geschieht  diess  einzig,  um  Ew.  Excellenz  die 
Dankbarkeit  und  Verehrung,  welche  ich  mit 
allen  jenen  theile,  denen  die  grosse  Lebensfrage 
unseres  neu  constituirten  Eaiserstaates :  Volks- 
unterricht und  höhere  Ausbildung,  warm  und 
lebhaft  am  Herzen  liegt,  und  deren  schwieriger 


Lösung  sich  Ew.  Excellenz  mit  unermüdeter  und 
bewunderungswürdiger  Thätigkeit  so  erfolgreich 
hingeben,  auch  öffentlich  aussprechen  und  an 
den  Tag  legen  zu  können. 

Der  ich  in  aller  Ehrfurcht  verharre  als 


Euer  Excdlenz 


gehorsamster  Diener 

A«  R.  V.  Barg* 


Vorrede. 


tbchon  bei  der  Ausarbeitung  meines  grossem 
Lehrbuches  (,,  Ausführliches  Lehrbuch  der  hohem 
Mathematik.'*  Wien  1833,  in  drei  Banden^  beschäf- 
tigte mich  die  Frage:  ob  es  nicht  vielleicht  zweck- 
mässig -w&re,  meinen  Schülern  auch  einen  kurzen 
und  gedrängten  Abriss,  d.  h;  ein  Compendium 
der  hohem  Mathematik,  dieses  aber  streng  nur  so 
weit  ausgedehnt  in  die  Hand  zu  geben,  als  es  gerade 
fttr  meine  Vorträge,  welche  binnen  eines  Schuljah- 
res beendet  sein  müssen,  mit  Voraussetzung  der 
Elemente  und  mit  Rücksicht  auf  die  Anforderungen 
von  Seite  meiner  Herren  Collegen,  denen  ich  vor-  und 
iß  die  Hände  arbeiten  soll,  nothwendig  ist  Ich  würde 
mich  aber  schwerlich  jetzt  schon  dieser  keinesweges 
ganz  leichten  Aufgabe  unterzogen,  und  die  Vorarbei- 
ten zur  Herausgabe  des  (im  oben  angezogenen  Wer- 
kej  versprochenen  Lehrbuches  der  Mechanik  ausge- 
setzt und  unterbrochen  haben,  wenn  ich  nicht  von 
mehreren  achtbaren  Männern  hiezu  wiederholt  wäre 
aufgefordert  worden.     Ob  ich  jedoch  hierin  den  Er- 


vni 


Wartungen,  die  man  vielleicht  zu  hegen  berechtigt 
ist,  entsprochen,  und  die  Absicht  —  das  Studium 
der  nun  zum  Grundpfeiler  aller  Naturwissenschaften 
gewordenen  hohem  Mathematik  noch  mehr  zu  er- 
leichtem ,  durch  Bearbeitung  dieses  Compendiums  er- 
reicht habe  —  muss  ich  dem  billigen  ürtheile  der 
Sachverständigen  und  vorzüglich  denjenigen  tiber- 
lassen, welche  sich  desselben  als  Leitfaden  bei  öffent- 
lichen Vorlesungen  bedienen  wollen.  So  viel  darf 
ich  indess  jetzt  schon  sagen,  dass  ich  es  an  red- 
lichem Fleisse  und  der  nöthigen  Aufmerksamkeit, 
dieses  Buch  ftlr  den  beabsichtigten  Zweck  so  nützlich 
und  brauchbar  als  möglich  einzurichten,  durchaus 
nicht  habe  fehlen  lassen. 

Obschon  ich  femer  bei  der  Ausarbeitung  dieses 
Leitfadens  durchgehends  das  oben  genannte  grössere 
Werk  zum  Grunde  gelegt  und  mich  überall  dort,  wo 
es  sich  um  eine  weitere  Ausführung  oder  Anwendung 
der  vorgetragenen  Sätze,  oder  um  eine  fernere  Er- 
läuterung derselben  durch  noch  mehrere  Beispiele 
handelt,  auf  dasselbe  bezogen  habe,  um  denjenigen, 
welche  Zeit  und  Lust  besitzen,  sich  in  dieser  Wis- 
senschaft weiter  auszubilden  oder  später  noch  meh- 
reres  nachholen  wollen,  dazu  die  Gelegenheit  zu 
verschaffen ;  so  wird  man  dennoch  bei  einer  nähern 
Vergleichung  finden ,  dass  .  ich  mich  nicht  bloss  wie- 
derholt oder  ausgeschrieben,  sondern  den  Vortrag 
hin  und  wieder  durch  Einführung  von  deutlicheren 
und  bündigeren  Beweisen  und  Substituirung  anderer 
Entwickelungen  geändert,  und  mich  dadurch  hoffent- 
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lieh  dem  vorgesteckten  Ziele  —  in  diesen  die  grösst- 
mögUche  Klarheit  und  Deutlichkeit  zu  bringen  — 
wieder  um  Einen  Schritt  genähert  habe.  Unter  meh- 
reren Fällen  der  Art  erlaube  ich  mir  hier  bloss  auf 
den  neuen  Beweis  für  die  Existenz  der  Wurzeln  ei- 
ner hohem  Gleichung  in  §.  154  und  auf  die  conse- 
quentere  und  deutlichere  Entwickelung  der  Berüh- 
rungen der  Curven  von  doppelter  Krümmung  in  den 
§§.  746  bis  749  hinzuweisen.  In  Beziehung  auf  die  Be- 
handlung die  krummen  Linien  muss  ich  bedauern, 
dass  der  Druck  dieses  Lehrbuches  bereits  zu  weit 
vorgerückt  war,  um  die  beiden  kürzlich  erschienenen 
originellen  und  sehr  beachtenswerthen  Werke:  „iVi>- 
vae  iheoriae  linearum  curvarum  originariae  et  vere 
scieniificcie  specimina  quinque  primaJ^  Auetore  Carola 
Chr.  Fried.  Krause.  Edidit:  Professor  H.  Schröder 
Monachii  anno  MDCCCXXXV.  und  yyNeue  Curven- 
lehre  von  Adolf  Peters,*^  Dresden  1835,  hier  noch, 
wie  ich  gewünscht  hätte,  mit  benützen  zu  können. 

Auch  in  der  Trigonometrie,  deren  Elemente  ich 
hier  mit  aufaehmen  musste,  weU  mein  Vortrag  damit 
beginnen  soll,  und  in  welcher  ich  mich  hinsichtlich 
der  weitem  Ausführung,  der  Ableitung  und  Zusam- 
menstellung der  Formeln  auf  das  im  Jahre  1826  her- 
ausgegebene „Handbuch  der  geradlinigen  und  sphä- 
rischen Trigonometrie"  in  der  Voraussetzung  beziehe, 
dadurch  zum  Selbststudium  der  übrigen,  ausser  dem 
Bereich  dieser  Elemente  liegenden  Sätze,  die  aber 
eben  so  interessant  als  wichtig  und  leicht  sind,  anzu- 
eifern,  habe  ich   hoffentlich  zum  Nutzen  dieser  Wis-. 


senschaft  den  Vortrag  hin  und  wieder  ebenfalls  nicht 
unbedeutend  verändert 

Noch  muss  ich  die  Bemerkung  beifiigen,   dass 
ich  hier  in  der  Bezeichnung  der  Potenzen  der  Sinus, 
Cosinus,  Logarithmen  u.  s.  w.  von  jener  in  meinen 
frühem  Werken  abgewichen,  und  statt  sirl'x^  co^x, 
log^  X  u.   8.  w.    sofort    sin  et  ^   cosaf^^    logof   u.    s.  f. 
schreibe.    So  schwer  mir  auch  die  Aenderung  dieser 
zur  Gewohnheit  gewordenen  älteren  Schreibart  wurde, 
so  glaubte  ich  dennoch  der  Consequenz  diese  Opfer 
schuldig  zu  sein,    und  diess  um  so   mehr,    als  ich 
mich  überzeugte,  dass  unter  dieser  letztem  Schreib 
art   die  Deutlichkeit  keinesweges  zu  leiden  brauche 
denn    soll  z.  B.  —  was   übrigens  fast  niemals   vor 
kommt  —  vom  Winkel  sf  der  Sinus,  Cosinus  u.  s.  w 
genommen  werden,  so  kann  man  diesen  Winkel  ein 
klammem    und   schreiben:  sin(af)f  C08(af)   u,    s.   w 
Auf  dieselbe  Weise  schreibe  ich  nun  auch,  in  Ueber 
einstimmung  mit  der  Bezeichnung  der  Potenzen,  bei 
den  übrigen  Grössen    logaf  für   die   n^  Potenz   von 
logx.  und  log(af^)  für    den  Logarithmus  von  af;    ob- 
gleich man  dann  genöthigt  ist,  um  z.  B.  die  n**  Potenz 
von  log(a'-\-b)  auszudrücken,  zu  schreiben:  [log(a-\-b)'y. 
Immer  scheint  es  aber  so  besser  und  folgerichtiger  als 
log'^(a-{-b)  zu  setzen,  indem  nach  der  in  der  Differen- 
tialrechnung üblichen  Bezeichnungsart  z.  B.  log^x  nicht 
{log  3c)^j  sondern  log  log  x  bedeuten  müsste.    Zugleich 
spricht    auch  noch,   obschon    diese  Eigenschaft    nur 
eine  untergeordnete  ist,  die  typographische  Schönheit 
fftr  diese   letztere  hier   gewählte  Bezeichnungsweise, 
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indem  es  gewiss  ein  Uebelstand  ist,  wenn  man  z.  B. 
für  sinaf"^  schreibt:  siri^'^x^  und  dadurch  den  Win- 
kel X  so  weit  von  der  Sylbe  sin  trennet  Endlich  ist 
diese  hier  eingeführte  Bezeichnungsart  in  der  That 
nicht  mehr  ganz  neu,  und  wird  diese  von  mehreren 
sowohl  deutschen  als  französischen  und  englischen 
Geometem  bereits  angewendet,  obschon  auch  in  eben 
so  vielen  der  neuesten  Werke,  wie  z.  B.  in  Poissons 
Mechanik,  noch  die  ältere  Schreibart  beibehalten  ist 

Da  diess  in  der  höhern  Mathematik,  welcher  die 
formelle  Bildung  durch  das  Studium  der  Elementar- 
mathematik vorausgegangen  seyn  soll,  gestattet  ist; 
80  habe  ich  nur  im  Anfange,  oder  wo  es  mir  am 
dienlichsten  schien,  nach  der  Eaclid sehen  Methode 
den  Satz  vorausgeschickt  und  dann  den  Beweis  dafür 
folgen  lassen,  während  ich  im  Uebrigen  nach  der  weit 
angenehmeren,  lehrreicheren  und  schneller  zum  Ziele 
führenden  Erfindungsmethode  der  Neuern  verfuhr. 

Das  Volumen  dieses  Buches  betreffend ,  so  würde 
die  gleich  Anfangs  beabsichtigte  Bogenzahl  30  wohl 
nicht  überschritten  worden  sein,  wenn  man  das  For- 
mat desselben  nur  unbedeutend  breiter  und  die  Zwi- 
schenräume von  einem  Paragraphe  zum  andern,  wo- 
durch aber  die  nun  bestehende  Bequemlichkeit  und 
Deutlichkeit  im  Nachschlagen  sehr  verloren  haben 
würde,  etwas  enger  hätte  machen  wollen ;  dabei  wäre 
überdiess  der  Gewinn  zu  Gunsten  eines  noch  dünnem 
Buches  nur  scheinbar  gewesen. 

Ich  schliesse  endlich  mit  dem  innigsten  Wunsche, 
dass  dieses  Compendium  mit  demselben  Beifalle  und 
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der  gleichen  Nachsieht,  welche  sich  das  mehr  genannte 
grössere  Lehrbuch  zu  erfreuen  hatte,  aufgenommen 
werden,  und  den  durch  die  Herausgabe  desselben 
beabsichtigten  Nutzen  im  vollsten  Masse  herbeiführen 
möge. 

Wien,  den  15.  März  1836. 


Der  Verfasser. 


!  I 

I  I 


Vorrede 

zur  zw4'iteu  Auflage. 


Wenn  sich  der  Verfasser  in  Folge  der  über  die- 
ses Lehrbuch  erschienenen  günstigen  Recensionen,  noch 
mehr  aber  durch  den  Umstand,  dass  dasselbe  in  meh- 
reren öffentlichen  Lehranstalten  des  In-  und  Auslandes 
als  Leitfaden  benützt  wird,  zu  der  Annahme  berech- 
tigt hielt,  dass  dieses  Compendium  eben  in  der  Aus- 
dehnung, der  eigenthümlichen  Aneinanderreihung  der 
Lehrsätze  und  ihrer  Fassung,  einem  wirklichen  Bedürf- 
nisse in  dem  Studium  der  höhern  Mathematik  an  hö- 
hern Gewerbschulen  und  technischen  Lehranstalten 
entgegenkomme:  so  durfte  er  sich  auch  bei  dieser  neuen 
Auflage  keine  wesentlichen  Abweichungen  voxi  diesem 
durch  die  Erfahrung  bewährten  Systeme  erlauben.  So 
sehr  daher  der  Verfasser  bei  dieser  neuen  Ausgabe 
auch  bemüht  war,  den  Fortschritten  der  neuesten  Zeit 
Recluiung  zu  tragen  und  die  Wünsche  mehrerer  höchst 
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achtbaren  Schulmänner,  welche  sieh  dieses  Compen- 
diums  bei  ihren  Vorträgen  bedienen,  dabei  zu  berück- 
sichtigen: so  war  es  ihm  gleichwohl  nicht  möglich, 
allen  diesen  Anforderungen  zu  genügen,  indem  sonst 
das  Buch  eine  solche  Ausdehnung  erhalten  hätte,  dass 
es  dadurch  den  Charakter  eines  Compendiums,  worin 
gerade  mit  ein  Hauptvorzug  desselben  liegt,  gänzlich 
verloren  haben  würde. 

Nichts  destoweniger  fühlt  sich  der  Verfasser  ver- 
pflichtet, allen  diesen  Freunden  und  Förderern  der  ma- 
thematischen Wissenschaften,  welche  ihm  ihre  wohl- 
gemeinten, schätzenswerthen  Bemerkungen  auf  die 
freundlichste  Weise  mittheilten,  seinen  Dank  hiefCLr 
ÖflFentlich  auszusprechen. 

Eine  sorgfältige  Vergleichung  dieser  neuen  mit 
der  ersten  Auflage  wird  dieselben  überzeugen,  dass 
er  diese  Bemerkungen  möglichst  berücksichtigt  und 
ihrem  Wunsche  nach  Erweiterung  einzelner  Gapitel 
auch  theil weise  entsprochen  habe.  So  finden  sich  —  um 
nur  auf  das  Wesentlichste  hinzudeuten  —  gleich  im 
1.  Abschnitte  beinahe  in  allen  Capiteln,  welche  von 
den  goniometrischen  Linien  und  der  Auflösung  der 
Dreiecke  handeln,  solche  Zusätze;  im  2.  Abschnitte 
wurden  im  3.  Capitel,  in  Notenform,  die  Hauptsätze 
der  sogenannten  Grenzrechnung,  so  wie  im  4.  Capitel, 
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welches  die  Theorie  der  höhern  Gleichungen  behan- 
delt, die  Ä>r»er^sche  Methode  zur  n&herungsweisen 
Berechnung  der  reellen  Wurzeln,  so  wie  das  von  Stumi 
angegebene  allgemeine  Verfahren  zur  AuflExndung  der 
reellen  Wurzeln  und  ihrer  Grenzen,  mit  erläuternden 
Beispielen  aufgenommen.  Dagegen  hat  der  Verfasser 
den  früher  von  ihm  aufgestellten  Beweis  über  die  Exi- 
stenz der  Wurzeln,  da  ihn  dieser  nun  nicht  mehr  be- 
friedigt, so  wie  überhaupt  auch  jeden  andern  Beweis 
hierüber  in  diesem  Abschnitte  weggelassen  und  sich 
auf  den  ganz  einfachen  und  kurzen  Beweis  in  der  Dif- 
ferentialrechnung bezogen,  welchen  er  dort  nach  Ohm's 
Verfahren  eingeschaltet  hat  Im  5.  Abschnitte  wurde 
im  3.  Capitel  das  Wichtigste  über  die  Flächen  der 
zweiten  Ordnung,  so  wie  im  6.  Abschnitte  nebst  meh- 
reren Zusätzen,  im  9.  Capitel  noch  ein  Paragraph  über 
die  Krümmungsebene  einer  gegebenen  Curve  aufge- 
nommen. Auch  hat  das  Capitel  über  bestimmte  Inte- 
grale eine  Erweiterung  erhalten,  so  wie  endlich  dieser 
Ausgabe  noch  ein  Anhang  über  die  Elemente  der  Va- 
riationsrechnung beigegeben  wurde. 

Mit  diesen  Erweiterungen  und  Verbesserungen 
glaubt  der  Verfasser  hoflFen  zu  dürfen ,  allen  billigen 
Anforderungen  entsprochen,  und  dieser  neuen,  auch 
in  typographischer  Beziehung  reichlicher  ausgestatte- 
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ten  Ausgabe  wenigstens  dieselbe  freundliche  Aufhahiue 
gesichert  zu  haben,  welche  diesem  Lehrbuche  gleich 
bei  dem  ersten  Erscheinen  in  so  hohem  Ma^se  zu 
Theil  wurde. 

Wien,  8.  April  1851. 


Der  Verfasser. 


1^ 
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Erstes  Capitel. 

Von  den  goniometrischen  Linien. 


Einleitung. 

§.  1.  JJie  Trigonometrie  (Dreieckmesskunst)  lehrt 
aus  drei  in  Zahlen  gegebenen  Bestimmungsstücken  eines  Drei- 
eckes die  übrigen  durch  Kechnung  finden.  Sie  zerfällt,  je 
nachdem  die  betreffenden  Dreiecke  in  einer  Ebene ,  auf  einer 
Kugel  oder  auf  einem  elliptischen  Sphäroide  liegen,  in  die 
ebene,  sphärische  und  sphäroidische  Trigonometrie. 
Die  letztere  bleibt  von  unserem  Vortrage  ausgeschlossen. 

§.  2.  Die  zur  Berechnung  der  Dreiecke  oder  Vielecke 
überhaupt  nöthigen  Hilfslinien  und  Sätze,  mittelst  denen  es 
mc^lich  wird,  die  Winkel  sowohl  unter  einander  als  auch 
mit  den  Seiten  zu  vergleichen ,  bilden  zusammen  die  G  o- 
niometrie.  Nach  dem  gewohnlichen,  auch  hier  so  ge- 
nommenen, weitem  Sinne  umfasst  die*  Trigonometrie  zu- 
gleich a^uch  die  Lehre  dieser  Hilfslinien  (Kreisfunctionen) 
oder  die  Goniometrie. 

Die  trigonometrischen  oder  goniometrischen 

Linien. 

§.  S.  Erklärung.  Schneidet  man  auf  dem,  mit  irgend 
einem  Halbmesser  CA'=-t  beschriebenen  Kreis  AABB A 
(Fig.  1)  von  A  aus ,  als  Anfangspunct ,  einen  beliebigen  "»  i. 
Bogen  -4Jf  ab,  zieht  die  Halbmesser  C4,  Cdf,  femer  aus 
A  und  M  auf  AC  die  Perpendikel  AE^  MDy  ersteres  bis 
zum   Durchschnitte  E  des  verlängerten    Halbmessers    CM; 

1* 


80  heissen  die  Linien  MD  der  Sinus,  AE  die  Tangente, 
CE  die  Secante  und  AD  der  Sinusvereus  des  Bogena 
AM  oder  Winkels  ACM=  a  far  den  Halbmesser  r. 

§.  4.  Der  Sinus  eines  Bogens  ist  also  das  aus  dem 
Endpunete  dieses  Bogens  auf  den  durch  seinen  Anfangs- 
punct  gezogenen  Hfllbmesser  gefällte  Perpendikel. 

Die  trigonometrische  Tangente  eines  Bogens  ist  je- 
nes Stück  der  im  Anfangspuncte  desselben  errichteten  Tan- 
gente, welches  zwischen  diesem  Anfangs-  und  Durchschnitt s- 
puncte  des  durch  den  Endpunct  des  Bogens  verlängerten 
Halbmessers  liegt. 

Die  Secante  eines  Bogens  ist  der  durch  dessen  End- 
punct bis  zum  Durchschnitt  mit  der  Tangente  verlängerte 
Halbmesser.  ^ 

Der  Sinusversus  (auch  Quersinus)  eines  Bogens 
ißt  jenes  Stück  des  durch  den  Anfangspunct  gezogenen  Halb- 
messers, zwischen  diesem  Anfangs-  und  Fusspunct  des  Sinus 
dieses  Bogens. 

§.  5.  Er  kl.  Ergänzt  der  Bogen  AM  den  vorigen 
AM  zvi  einem  Quadranten,  oder  ist  W.  A^CM=a'  der 
Complementswinkel  zu  a  (folglich  nach  unserer  Sexagesimal- 
theilung  a  =  90^  —  a) ;  so  werden  Sinus ,  Tangente  ,  Se- 
cante und  Sinusversus  dieses  Bogens  A'M  oder  Winkels  a', 
d.  i.  die  Linien  M17,  AE,  CE,  AD'  {A  als  Anfangs- 
punct des  Bogens  AM  genommen)  beziehungsweise:  Co- 
sinus (Complementi  Sinusy  Co,  Sinus),  Cotangente,  Co- 
secante  und  Cosinusversus  des  ursprünglichen  Bogens 
AM  oder  W.  a  genannt. 

Zusatz.  Wegen  MD  =  CD  nimmt  man  gewöhnlich 
dieses  zwischen  dem  Mittelpunct  C  und  Fusspunct  D  des 
Sinus  liegende  Stück  des  durch  den  Anfangspunct  A  ge- 
zogenen Halbmessers  für  den  Cosinus  des  Bogens. 

Anmerkung.  Mit  Bücksicht  darauf,  dass  ein  stunpfer  Winkel  ein 
negatives  Complement  hat,  gelten  die  in  diesen  beiden  §§. 
aufgestellten  Erklärungen  ganz  allgemein  ftr  jeden  Bogen  oder 
Winkel  «. 


Die  Constraetion  dieser  genannten  8  trigonocnetrisclien  HilfsIinieB 
fUr  Bogen,  deren  Endpnncte  rM  beuehungsweise  im  i.,  2«,  8.  und  4. 
Quadranten  liegen,  lAt  eine  dem  Anfänger  sehr  zn  empfehlende 
Uebung. 

§.  6.  Die  genannten  goniometrischen  Linien  werden 
kurz  auf  folgende  Weise  bezeichnet:  ilfZ>=Sma,  AE=^ 
Tang  o,  CE=^  See  a,  AD  =  Sinv  a,  CD  =  Cos  a,  A'E"  =  Cot  ol, 
CE  =  Cosec  Oy  AD  =  Cosinva;  dabei  kann  noch,  wenn  man 
68  für  nöthig  hält,  durch  das  Darüber-  oder  Daruntersetzen 
von  r,  der  Halbmesser  angedeutet  werden,  auf  welchen  sich 
diese  Linien  beziehen.  Da  wir  zur  grösseren  Einfachheit 
diesen  Halbmesser  durchaus,  wenn  nicht  ausdrücklich  das 
Gegentheil  bemerkt  wird ,  zur  Einheit  nehmen  oder  gleich  1 
setzen;  so  soll  dieses  durch  die  Anwendung  kleiner  An- 
fangsbuchstaben, d«  i.  dadurch  angedeutet  werden,  dass  wir 
schreiben:  «tna,  cosa,  tanga^  u.  s.  w. 

Anmerk.  Man  kann  diese  Annahme,  nach  welcher  der  Halbmesser 
znr  Einheit  genommen  wird  nnd  wodurch  die  Formeln  in  der  Begel 
ein&cher  ausfallen ,  um  so  eher  machen ,  als  weiter  unten  (§.  33.) 
ohnehin  ein  einfaches  Verfahren  angegeben  wird ,  nach  welchem  alle 
auf  den  Halbmesser  1  sich  beziehenden  Formeln  umgewandelt  wer- 
den können,  denen  irgend  ein  anderer  Halbmesser  r  zum  Grunde  liegt 

§.  7.  Damit  die  Relationen  zwischen  den  goniometri- 
schen Linien,  wie  diese  im  1.  Quadranten  oder  für  einen 
spitzen  Winkel  a  aufgefunden  werden,  auch  für  jeden 
andern  Werth  von  a  gelten  können,  ist  es  nöthig,  diese 
Linien ,  wie  es  überhaupt  in  der  analytischen  Geometrie  ge- 
schieht, mit  gewissen  Vorzeichen  behaftet  anzunehmen.  So 
ist,  um  ein  einfaches  Beispiel  anzuführen,  für  a=ACM^  90^, 
wegen  AD  =  AC —  CD,  sofort  sinv  a  =  1  —  öo«  a,  und  für 
a=ACAf  >  900  (wegen  Ad  =  AC  +  Cd):  sinv  a  =  l  +  cos ol. 
Soll  nun  für  beide  Fälle  die  erstere  Relation  oder  der  Satz 
gelten,  dass  der  Sinusversus  gleich  ist  dem  Unterschiede 
aus-  dem  Halbmesser  und  dem  Cosinus,  d.  h.  will  man 
beide  Fälle  in  einer  und  derselben  Formel  darstellen; 
80  muss  man  schreiben :  sinv  a  =  1  —  (db  cos  a) ,  dergestalt, 
dass  der  Cosinus  im  1.  Quadr.  mit  dem  Zeichen  -f~  ^^^  ^ 
2.  mit  jenem  —  behaftet  erscheint  und  damit  zusammenhängt. 


6^ 

dass  eine  beständig  abnehmende,  hiei'auf  Null  werdende  tind 
endlich  wieder  zunehmende  Grosse  oder  Linie  ^  wie  es  hier 
mit  CD  der  Fall  ist  (während  a  fortwährend  wächst),  noth- 
wendig  aus  dem  positiven  in  den  negativen  Zustand,  oder 
umgekehrt,  übergeht.  Diese  Gegensätze  sind  übrigens  im- 
mer leicht  aus  der  entgegengesetzten  Lage  der  Linien  selbst 
(wie  hier  aus  jener  CD  und  Cd)  zu  erkennen ,  und  man 
verbindet  mit  der  einen  das  Zeichen  -f~  oder  —  und  mit  der 
andern  das  entgegengesetzte  —  oder  +• 

§•  8.  Betrachtet  nian  daher  die  in  den  4  Quadranten 
Statt  findenden  Lagen  der  goniom.  Linien,  jene  im  1.  Quadr. 
als  die  primitive  oder  positive  (in  welchem  nämlich  diese 
Linien  sämmtlich  das  Vorzeichen  +  erhalten)  angesehen,  so 
ergibt  sich  ganz  einfach  folgendes  Schema,  wobei  r  die  gan- 
zen Zahlen  0 ,  1 ,  2 ,  3 ,  ...  bezeichnet : 

die  Sinus  und  Cosecanten*)  sind  positiv 
im  1.,  2.,  5.,  6.,  ...  (4r  +  l).,  (4r  +  2)*~  Quadranten 

und  negativ 
im  3.,  4.,  7.,  8.,  .♦.  (4/- +  3).,  (4r  +  4)*~  Quadranten 

die  Cosinus  und  Secanten  sind  positiv 
im  1.,  4.,  5.,  8.,  ...  (4r  +  l).,  (4^  +  4)**"  Quadranten 

und  negativ 
im  2.,  3.,  6.,  7.,  ...  (4r  +  2).,  (4r  +  3)*'"  Quadranten 
die  Tangenten  und  Cotangenten  sind  positiv 

im  1.,  3.,  5.,  7 (4r+l).,  (4r-f3)'*«*  Quadranten 

und  negativ 
im  2.,  4.,  6.,  8.,  ...  (4r  +  2>.,  (4r  +  4)*«*  Quadranten 
die   Sinusversus   und   Cosinusversus   bleiben   in   allen 
Quadranten  positiv. 

§.  9.  Nimmt  der  Winkel  a  bis  Null  ab,  so  verschwin- 
det der  Sinus  MD  und  man  hat  sinO  =  0.     Niipmt  von  da 

*)  Zur  Beurtheilnng  der  entgegengesetzten  Lagen  der  Secante  und  Co- 
secante,  muss  man  darauf  Büchsicht  nehmen,  ob  der  Durchschnitt  des 
durch  den  Endpnnct  des  Bogens  verlängerten  Halbmessers  mit  der 
Tangente  oder  Cotangente  dadurch  entsteht,  indem  man  diese  Ver- 
längerung vom  Mittelpunct  aus  durch  den  Endpnnct,  oder  umgekehrt, 
vom  Endpnnct  des  Bogens  durch  den  Mittelpunct  vornimmt 


an  der  Winkel  zu,   so  wächst  auch  der  Sinus ,   und  wird 
bd  90^  dem  Halbmesser  gleidi»  so,  dass  man  hat:  atn90  = 

««—=1,    Nimmt  der  Bogen  AM  noch  weiter  zu,  öo,  dass 

also  der  Endpunct  M  in  den  2.  Quadranten  fallt ,  so  nimmt 
der  Sinus  wieder  ab  und  verschwindet  für  a  =  180°,  oder 
es  ist:  «{7il80  =  »n7r  =  0.  Im  3.  Quadr.  nimmt  der  Sinus 
,  wieder  zu,  wird  aber  nun  negativ^  und  man  hat  sofort 
«n  270  =:  «n  i  TT =•—  1.  Im  4.  Quadr.  endlich,  in  welchem  er 
immer  noch  negativ  bleibt,  nimmt  der  Sinus  wieder  ab  und 
verschwindet  fOr  a  =  360^,  oder  es  ist  «w360  =  «n27r  =  0. 

§.  10.  Da  überhaupt  im  5.,  9.,  13.,  ...  Quadranten 
dasselbe  Statt  findet,  was  im  1.  Quadr.  im  6.,  10«,  14.  etc. 
Quadr.  was  im  2.,  im  7.,  11.,  15.,  •  .  .  was  im  8.  imd  end- 
lieh im  8.,  12.,  16.,  ...  Quadranten,  was  im  4.;  so  hat 
man  allgemein,  wenn  t  wieder  alle  ganzen  positiven  Zahlen 
0,  1,  2,  3,  •  .  .  bezeichnet ,  und  wenn  man  diese  Untersu- 
chung auch  auf  die  übrigen  goniometrischen  Linien  ausdehnt, 
folgendes  Schema: 


OD 

• 
OQ 

8 

bb 

o 
o 

. 
o 

8 

1 

CD 

• 

> 

•s 
8 

2r«*) 

±0 

1 

±0 

±c« 

1 

±00 

0 

1 

(2r  +  Ü» 

1 

0 

03 

0 

oo 

1 

1 

0 

(2r  +  l)« 

0 

—  1 

—.0 

— c\> 

—  1 

<X) 

1 

8 

1 

(2r  +  i)ir 

—  1 

—  0 

CO 

0 

•— «eo 

—  1 

1 

2 

An  merk.  Bemerkenswerth  ist  der  Umstand,  dass  im  1.  Quadranten 
(auf  welchen  immer  Alles  bezogen  wird)  der  Sinus,  die  Tangente, 
Secante  und  der  Sinusversus  (welche  aus  einem  später  einzusehen. 
den  Grunde  auch  Kreisfunctionen  heissen)  zu-,  dagegen  der 
Cosinus,  die  Cotangente  u.  s.  w.  (die  Cofunctionen)  abnehmen, 
wenn  der  Winkel  oder  Bogen  a  zunimmt,  und  umgekehrt 

*)  Von  den  doppelten  Zeichen  gilt  durchaus  das   obere  für  r »» o  und 
das  untere  fCür  r  =»  1,  2,  3  etc. 
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§.  11.  Verbindet  man  mit  den  in  der  IKchtang  von 
A  gegen  A*  gezählten  BOgen  oder  Winkeln  %  das  Vorzei- 
chen -4-)  so  muse  man  aus  dem  in  §,  7  angeführten  Grande 
den  in  der  entgegengesetzten  Richtung  von  A  gegen  JB'  ge- 
zählten Bögen  oder  Winkeln  das  Zeichen  —  vorsetzen.  Nimmt 
man  daher  der  Grösse  nach  Am  =  AM=ay  so  ist 

mD  =  sin  (-^  a),    CD  =  cos  ( —  a),  Ae  =  tceng  ( —  a), 
-4  «'  =  cot  ( —  a),      Ce  =  sec  ( —  a),  Ce'  =  cosec  ( —  a) 

(die  Sinusversus  und  Cosinusversus  werden  ihrer  geringen 
Wichtigkeit  wegen  von  nun  an  ausgelassen),  und  man  hat 
ganz  einfach  mit  Rücksicht  auf  §.  8: 

sin  ( —  a)  =  —  sin  a,  cos  ( —  a)  =  oo«  a, 

tang  ( —  a)  =  —  tang  a,        cot  ( —  a)  =  —  cot  a, 
sec  ( —  a)  =  sec  a,^  cosec  ( —  a)  =  —  cosee  a, 

Relationen 9  welche,  wie  leicht  zu  sehen,  iür  jeden  Werth 
von  Ol  gelten. 

Hg.  %         §.  12.     Sind  die  beiden  Durchmesser  AB^  AR  (Fig.  2) 
wieder  auf  einander  perpendikulär  und  die  Bögen 

AM=AM'=^BM'  =BM"  =  (i^ 

so  hat  man,  wie  sich  von  selbst  ergibt: 

sin  (90  -|-  a)  =  ATD'  =  cos  a, 
sin(liO  +  (x)  =  M'iy'  =  —  sin% 

(mit  Rücksicht  nämlich  auf  §.  8)» 

sin  (270  4-  a)  =  M  I^  =  —  cos  a, 
sin  (360  -|-  a)  =  3fD  =  sin  o, 

Aus  einer  ganz  ähnlichen  Figur,  in  welcher  die  glei- 
chen Bögen  OL  von  A,  A\  -B,  -B'  in  entgegengesetzter  Richtung 
aufgetragen  werden,  oder  noch  einfacher,  indem  man  in  den 
vorigen  Relationen  —  a  statt  a  schreibt  und  die  Formeln  des 
vorigen  Paragraphes  berücksichtiget,  erhält  man  auch: 

sin  (90  —  a)  =  cos  a,  sin  (180  —  a)  =  sin  a, 

sin  (270  —  a)  =  —  cos  a,     sin  (360  —  a)  =  —  «in  ou 

§.  13.  Verfährt  man  mit  den  übrigen  goniometrischen 
Linien'  auf  die  Dämliche  Art ,  so  erhält  man  ohne  Schwierig- 
keit, wenn  man  Kürze  halber 


^ir±a  =  ^,    irdba  =  jB,    fiTdba=C  und    2'7r=h*  =  2? 
setzt,  sofort: 

«n^  =  cosa^  «n5=qp «m a,        «n  Tsi:  —  cos a, 

co*-4==F:Mna,      cobB^=  —  co«a,        coaC=^-ii8inaLf 

co9D^=^eo9% 
tangA=^'=pcotay   tangB  =  dztanga(,,  tangC^^dzcotd  ■♦ 

^ong' J9 = ±  <an^  a 
co<  -4  =  ::^  tongr  a,    cotB=dti  cot  a,        cotC=^=.  tang  a, 

cotD  =  zki  cot  a. 
iecA  =  '=f^  cosec  a,  8ecB^= — ^^c  a,        sec  C^^-^  cosec  gl 

sec  D  =  seccL 
eosec  A  =  «€(?  a,      co^ec  B  =  '=p  cosec  a,  co««c  C  =  —  seca 

cosec  D=dz  cosec  a  •) 

Anmerk«  Mit  Hilfe  dieser  Relationen  lassen  sich  alle  trigonometri- 
schen Ansdrdcke,  in  welchen  *in.,  cos.  etc.  von  Winkeln  >  90*  vor- 
kommen, in  gleichgeltende  umwandeln,  in  denen  sich  diese  gonio- 
metrischen  Linien  auf  Winkel  <^  90i  heziehen,  was  um  so  noth« 
wendiger  ist,  als  diese  trigonometrischen  Functionen  (d.  i.  der  Sinus, 
Cosinus  etc.)  nur  Air  Winkel  oder  Bögen,  die  den  1.  Quadranten 
nidit  fthersteigen ,  in  den  Logarithmentafeln  eingetragen  sind.  — 
W&re  2.  B.  j;  =  a -|- tofi^ 826 ,  so  würde  man  auch,  mit  Bücksicht 
auf  die  ehen  erw&hnte  Eigenschaft  der  Tafeln ,  wegen  tang  3S6  = 
tang  (270  -|-  56)  =:  — « cot  56  hahen :  o;  =  a  -^  co/  56 ,  oder  auch ,  we- 
gen tang  326  =  tang  (360  •—  34)  =  —  tang  34  : 

x  =  a^^  tang  34 

(was  auch  damit  zusammenhAngt,  dass  wegen  34  4*56  =  90,  sofort 
nach  §.  5  tang  34  =  cot  56  ist). 

Hauptrelationen   zwischen    Sinus,   Cosinus, 

Tangente  u.  s.  w. 

§.   14.      Es   ist    wegen   MD^=iMm  (Fig.   1),    sofort  n«.i. 
«n  a  =  ^  chord  2a   oder  auch    chord  2a  =.2  sin  a,  d.  h.  der  Si- 
nus eines  Winkels  ist  gleich  der  halben  Sehne  des  doppel- 
ten Winkels,   und  umgekehrt  ist  die   Sehne  eines  Winkels 
gleich  dem  doppelten  Sinus  des  halben  Winkels. 

*)  Das  ans  diesem  hier  folgende  noch  allgemeinere  Schema  findet  man 
in  dem  Handbuche  der  Trigonometrie,  P.  22,  oder  in  der  Sammlung 
der  trigonom.  Formeln  aui  Seite  9  und  3. 
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§•  15.    Die  rechtwinkeligen  Dreiecke  MDC^  CAE  und 
CAE  geben  der  Reihe  nach: 

MD^  +  CD^  =  CiP    oder    «na*-f  co«a*  =  l, 
CE^  =  AC^-\-AE^    oder    «6ca*  =  l  + ton^a* 

und 

CF*  =  C4  •  +  AE^  oder  coaec  a*  =  1  +  cot  a*. 

An  merk.     Man   sieht  von  selbst,   dass,   wenn  man  den   Halbmesser 
CM  anstatt  mit  1  zn  bezeichnen  gleich  r  setzt,  dadurch 
sin  a"  -{-  CO*  a*  =  r\  sec  a»  =  r*  +  tang  et*  und  ccwec  ot*  «■  r*  +  cot  et*  würde. 

§.  W.    Die  Dreiecke  CAE  und  CAE,   welche  jenem 
CMD  ähnlich  sind,  geben  ganz  einfach: 

CA :  AE:  CE=  CD  :  MD :  CM    oder' 
1 :  tang  ol:  seca  =  cos  a :  ^n  a :  1     und 
CAiAEiCE  =  MDiCDiCM    oder 
\i  cot%;  cosec  a  =  ^n  a :  cos  a :  1 ; 

daraus  erhält  man: 

»Witt  1 

tanq  a  = ,     aec  a  = , 

CM  a  CO«  ce 

COtfd  ,  1 

cof  a  =  — —    und    coaec  a  =  — — • 


sin  a,  sm  a 


Zugleich  folgt  auch: 

C08  %  1 

tang  a  =  1 :  -: — = und     cot  a  = 


sin  flt        cotfL  tang  et 

Endlich    hat  man   noch    wegen  AD-=^AC — CD  und 

AD=  A  C  —  MD    sofort    dnv  a  =  1  —  co«  a  und  cosinv  a 

=  1  —  sin  ou 

A  n  m  e  r  k.  Hat  man  nur  erst  die  Eigenschaften  des  Sinns  snd  Cosinus 
in  den  verschiedenen  Quadranten  aus  der  Figur  aufgefunden,  so  las- 
sen sich  die  der  übrigen  goniometrischen  Linien  ganz  einfach  ans 
diesen  hier  erhaltenen  Formeln  analytisch  entwickeln  und  sofort  die 
oben  (§§.  8 — 13)  ebenfalls  aus  der  Figur  gefolgerten  Resultate  ve- 
rifidren. 

§.  IT  Es  ist  nun  leicht  jede  der  8  goniometrischen 
Linien  durch  die  7  übrigen  auszudrücken,  und  dadurch  zu 
56,  in  den  trigonometrischen  Entwickelungen  mehr  oder  we- 
niger wichtigen  Relationen  zu  gelangen ;  wir  entwickeln  hier 


II 

mir  noch  einige  der  wichtigsten  und  geben  dadurch  zugleich 
den  Weg  zur  Ableitung  der  übrigen  an*). 

§.  18.     Aus  §.  15  hat  man,  um   den   Sinus   durch  den 
Cosinus,  und  umgekehrt,  auszudrücken,  unmittelbar: 

«m  a  =  \/l  —  C09  a*    und     cos  a  =  |/1  —  sin  a\ 

Um  den  Sinus  durch  die  Tangente  oder  Cotangente  aus- 
zudrücken hat  man  (§.  16) 

sin  a  sin  OL  . 

tanga,  = =    ,        und  daraus 

«w«        y  1  —  sin  OL* 

tang  et 
gtn  OL  = 

V  1  -|-  tang  a* 

Ferner  ist,  wegen  (§.  16)  tanff  a  =  - —  auch ,  wenn  man 

diesen  Werth  in  der  eben  gefundenen  Formel  substituirt: 

1 

8%na=    ■■ 

Vl+cota* 

Auf  gleiche  Weise  ist 

sinv  a=l  —  öo«a=l  —  "j/l  —  ein  a* 
und  daraus: 


8in  d  =  ]/2  sinv  a  —  Hnv  a*. 
Um  den  Cosinus  durch  die  Cotangente  oder  Tangente 
auszudrücken,  wird  man  (ohne  die  vorige  Entwickelungs- 
art  zu  wiederholen)  am  einfachsten  in  den  beiden  gefunde- 
nen Formeln  statt  a,  90°  —  a  setzen ;  dadurch  gehen  (§.  5) 
«moc,  costty  tangoiy  cota,  beziehungsweise  in  co^a,  sina^ 
cot  OL,  tanga  über,  und  man  erhält: 

cot  OL                                    1 
C08CL=z  =  U.    8.    W. 

Vl+cota*        Vl-^-tanga^ 

Um  nur  noch   einige   der  wichtigeren   dieser  Formeln 
anzugeben,  so  findet  mau  auf  diesem  angezeigten  Wege: 

sin  a  Vi—*  co/a*  1  ,  > s =- 

lang  a  = = = =  l/sec  a*  —  1  = 

Vi— «na*  «w«  cottt 


K  coÄCca-*  —  1 


*)  Die  Ableitung  dieser  56  Formeln ,  welche  sich  sowohl  im  Handb.  der 
Trigon.  (S.  24  u.  f.)  als  auch  in  der  Form.  Samml.  S.  3  finden,  ist 
dem  Anfilnger  als  eine  sehr  nütsdiche  Uebuug  besonders  su  empfehlen. 


cot  et,  ■^ 


sinn  Vi— co*tt»        <»»^*        V»«cä*  — 1 


Ä€C 


«=    ,  —  = =  1/1  +  tang  a*  = ^- 

Vi— «na*        co«Ä         '^  ^  coia 


1  1  Vl+  tang  a*        ,  /= — ; -—5 

cosee  a  =  -: —  =    ^  = ■ —  =  1/1  +  coi  a*  = 


9«C  A 


V^sec  a*  — *  l 
U.    8.   W. 

Flg.  1.  §•  19.  Ist  (Flg.  1)  Bogen  u4Jf=  a  und  MD  =  8inaL=  a, 
80  8agt  man,  «  sei  ein  Bogen,  dessen  Sinus  a  ist,  und  be- 
zeichnet dieses  durch  a  =  arc  sin  x  [nach  den  französ.  Ma- 
thematikern durch  a  =  arc(«n  =  ^)].  Eben  so  folgt  aus 
CO8  a  =  jr,  umgekehrt :  a  =  arc  cos  x  u.  s.  w. 

Da  mm,  wenn  8{na  =  x  ist,  alle  übrigen  goniometrischen 
Linien  (§•  17)  durch  den  Sinus  ausgedrückt  werden  kön- 
nen, und  z.  B. 

cos  a  =  |/1  —  sin  a*  =  ]/l  —  j;^ 


Vi —«na»        Vi— X«' 

u.  s*  w.  ist,  so  hat  man: 


a  =  arc  sin  x  =  arc  cos  ]/l  — x^  =  arc  tang 


V7:=:?  1  1 

==  arc  cot =  arc  sec   _  =  arc  cosec  — 

X  Vi— X*  * 

U.    8.    W. 

Aehnliche  Relationen  erhalt  man  auch  noch,  wenn  man 
nach  und  nach  cos  (x.  =  x,  tang  a  =  ^  u.  s.  w.  setzt,  und  im 
ersten  Falle  alle  übrigen  Linien  durch  den  Cosinus,  im  2. 
durch  die  Tangente  u.  s.  w.  ausdrückt  (Handb.  d.  Trigon., 
S.  28,  und  Formelsamral.  S.  21). 

Man  erhält  nämlich,  um  von  den  56  entstehenden  For- 
meln, wieder  nur  einige  der  wichtigsten  anzuführen : 

aTCsmx-=^  arccosyl  —  «"  =  arc  tang    — =z  =  arc  cot  ^  " 


X 


2? 

flrcco«dr=arc«n]/l — x^^=-aTctanq =arceot' 

Jp  1  1 

ar(? tcaig x  =  arc «n    _..  =  arc  cos  — ^==z  =  arc  cot—  . . 

1  jr  l 

arc  cot  a  =  arc  sin   ,  =  arc  cos  — r=r:^  =  arc  tana  — 

u.  s.  w. 

An  merk.     Setzt  man,  wie  oben, 

sin  cL=^  X,  80  ist  auch  (§.  5)  cos  (90  ^-*  ä)  =  x  ; 
folglich  wegen  a.  =«  orc  *tn  x  und  90  ^-*  «  =»  arc  co»  or,  sofort . 

arc  «'»  X  +  arc  cos  » =»  90*  «=  —-. 


•  • 


Auf  gleiche  Weise  erhalt  man  auch : 


IT 


arc  lang  x-^' arc  cot  X '^  ■—,    arc  sec  x -^  arc  cosec  x  ^» --  u»   s.  f. 

^  z 

Entwickelung  von  «tw(a±j3),    oo«(a±ß)  u.  8.  w. 

§.  20.  Es  seien  im  Endpuncte  A  des  Durchmessers 
AE  (Fig.  3)  die  beiden  Sehnen  AB^  AD  zu  beiden  Seiten  fi«.  & 
desselben  unter  den  Winkeln  a,  /3  und  dann  noch  die  Plilfs- 
Knien  JBEy  BD^  DE  gezogen;  dadurch  entsteht  ein  im 
Kreise  beschriebenes  Viereck  ABED,  in  welchem  bekannt- 
lich die  Belation  besteht: 

AE.BD  =  Bi;.AD  +  ED.AB. 

Drückt  man  die  Sehnen  nach  §.  14  aus,  so  erhält  man 
(wegen  BE=^  chord  2  a) : 

BE=2s{naL,   DE=z2sinß, 

BD  =  2  «in  (a  +  ß),  AB  =  2  sina  =^2  cosci 
(wegen  a  =90°  — a),   AD  — 2 ein ß' =  2 cos ß  und  ^J5=2 
(auch  =  2  «Vi  90^),  folglich,  wenn  man  diese  Werthe  in  der 
Torigen  Belation  substituirt  und  gleich  durch  2.2  =  4  ab- 
kürst: 

«m  (a  +  ß)  =  «»  a  öo«  /5  +  «i«  ß  cos  ct. 

Schreibt  man  in  dieser  Formel  —  ß  statt  ß  und  berück- 
sichtiget dabei  die  Kelationen  des  §.  11,  so  erhält  man: 

«n  (a  —  ß)  =  sina  cos  ß  —  sinß  cos  «, 
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so,   dass  man,   diese   beiden  Fälle  zusammengezogen,  die 
Formel  hat: 

dn  (a  ±  ß)  =  «in  a  co8  ßztzsinß  cos  a. 

§.  21.    Es  ist  ferner,    wenn  man  diese  letztere  Formel 
gleich  anwendet  (§.  5) 

co«(adb/B)  =  5tn[90o  — (a±ß)]  =  «n[(90  — a)zFW=^ 

sin  (90  —  a)cosßzf:  cos  (90  —  a)sinß 

oder  endlich  (§.  5  oder  §.  12): 

cos  (a  ±  ß)  =  cos  CK.  cos  ß^  sin  a  sin  ß. 

An  merk.  1.  Um  zu  zeigen,  dass  diese  beiden  Grandformeln  (§§.  20, 
21)  der  Goniometrie  nicht  bloss  für  spitze  Winkel  a,  ß,  sondern 
ganz  allgemein  gelten,  kann  man  auf  folgende  Art  verfahren.  Sei 
zuerst  ohne  Rücksicht  auf  die  Grösse  von  et,  sofort  jB  >-  90  und  <  180, 
also  ß  =«  90  +  6,  wo  6  <  90  ;  so  ist  ain  (»  -|- /3)  «  gin  (90  -f-  a  +  *) 
:»  cos  (oc  -|-  6)  =-  cos  tt  cosb^^sincL  sin  b ,  oder  auch,  wegen  sin  b  ^ 
gin  (ß  —  90)  «=  •—  51»  (90  —  ß)  =-  —  cosß  und  co«  6  «»  c<w  tf  —  90) 
=-  cos  (90  —  /3)  =  sin  ß ,  wieder : 

sin  (tt  -|-  ^)  —  *tn  jB  CO»  a  -|-  sin  a.  cos  ß ; 
und    da  diese  Formel  bereits   ftr   ß  >  90  und  •<  ISO  gQt,    so  gilt 
auch  die  daraus  abgeleitete  fCLr  cos  {a-^ß")  bei  denselben  Werthen 
von  ß.    Setzt  man  daher  neuerdings  ß*»904'&9    wo    6  ]>  90  und 
<  180  sein  soll;  so  wird 

sin  (*  +  /3)  =  cos  (tt  +  ^)  ""  cos  a  cos  b  ^-*  sin  et  sin  b  =»  cos  a  sin  ß 

-}-  sin  tt  cos  ßy 
und  es  gilt  sonach  djese  Formel  (also  auch  die  daraus  abgeleitete 
fftr  c<w(ä  +  /3))  bereits  Ar  Werthe  von  /3>180  und  <  270.  Da 
sich  diese  Schlüsse  soweit  man  will  fortsetzen  oder  wiederholen  las- 
sen, so  ist  die  allgemeine  Giltigkeit  der  Formel  von  sin  (oc  -|-  ß),  mit- 
hin auch  die  der  übrigen  daraus  abgeleiteten ,  fftr  jeden  Werth  von  ß 
erwiesen;  da  man  endlich  bei  diesen  Schlüssen  a  mit  ß  verwechseln 
kann,  so  darf  auch  a  jeden  beliebigen  Werth  besitzen, 

Anmerk.  2.  Um  diese  Gmndfonneln  für  Winkeln  innerhalb '  des  1. 
Quadranten  auf  rein  synthetischem  Wege  abzuleiten,  kann  man 
auch  folgendermassen  verfahren: 

Es  sei  in  Fig.  3'  Winkel  ÄCß  ==  a  ,  W.  BCD  =-  W.  BCE  «•  jS 
und  wieder  -4C=  1.  Zieht  man  die  Sehne  DE  und  aus  den  Piino- 
ten  B,  A  ^»  0  auf  den  Halbmesser  ulC  die  Perpendikel  BF,  Uff, 
£G,  OJ,  so  wie  aus  E  und  O  mit  AC  die  Parallelen  Eb  und 
Oa;  so  ist  wegen  ^COJcs^  l^^CBF  sofort  OJiCO^BF'CB 
und  CJiCO'^CFiCB  oder  OJicos ß^^sind.l  und  CJicosß 
SS  cos  tt :  1 . 


1> 

Eben  00  folgt  wegen  Aehnlichkdt  der  Dreiecke  DOa  und   DFG 
sofort: 

DO.Da^CBiCF  VLXi^    DO :  Oa  ^  CB :  BF  oder 
sinß :  Da  »^l  :eos  cl    and  nn  /3 :  Oa  »-  1 :  sin  a. 
Aus  diesen  4  Proportionen  folgt  mit  Rftcksicht  auf  die  Congruens 
der  Dreiecke  DOa  und  OEb: 

OJ^^  sin  a  eo9  /3,  CJ*«*  eoa  a  cos  ß,  Da  ■«  06  •-  sinß  cos  a, 

Oa  »■  Eb  a-  sin  a  «t»  jS. 
Endlich  ist,  wenn  man  diese  Werthe  gleich  substituirt: 

sin  (^OL '■\' ß)  — .i>£r=»  OJ-^-Da  ^^  sin  et  cos  ß -{^  sin  ß  eas  tt 

sin  («•—•©  -■  EG  «-  OJ—^  Ob  »^  sin  OL  cos ß^^sinßcos  a 

cos  (a  4" /^) ""  ^^ •■  (V— •  Oa^^cosa  cosß  —  sin  tt sinß 

cot (a ^^ /3)  «-  CG a*  CJ^+  Eb'^eosaeosß-{'sin(tsinß. 
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§.  22.    Es  ist  ferner,  diese  eben  entwickelten  Fonneln 
angewendet  (§.  16), 

•      I    «\        **»(*dbÄ        sintLcosß^sinßeosa 

tana  (a±  p)  = = , 

^  ^  '^^        CM  (ot  i  /3)        cos  OL  cos  ßT  sin  OL  sinß 

oder,   wenn  man  Zähler  und  Nenner  durch  eoa  ok  cos  ß  dlvi- 
dirt,  gehörig  abkürzt  und  überall  statt  — ,  fang  setzt: 


«on^  (a  ± /J)  =  Y 


ton^  CK,  :Jb  ^on^  ß 
=F  iong  OL  tang  ß' 


§.  2S.  Setzt  man  in  den  Formeln  der  §§.  20 — 22 
ß  =  a,  so  erhält  man  der  Reihe  nach :  rin2%=^2sina cos a, 
eo82ct  =  €08  cL^  —  «n  a*  =  1  —  2  sin  »^^=2  cos  et*  —  1  (je  nach- 
dem man  nämlich  nach  §.  18  den  Cosinus  durch  den  Sinus 
oder  Sinus  durch  Cosinus  ausdrückt)  und 

^ianga 
tcmg  M  = r, 

oder  a  statt  2a  gesetzt: 

ma=2«m^aca«-i^a,    co«a=»l  —  2 sin^ti*  =  2 cos^at} — 1, 

%taing^a, 

tang  a  = : — r. 

A  n  m  e  r  k.    Für  /3 «  2a  erfa&It  man  eben  so : 

sin  3a  ■«  sm  a  co«  2a  -|-  «tn  2a  cos  a  «»  8  sui  a  ^—  4  «in  a^^ 
cos  3a  <»  cos  a  cos  2a  •— •  sin  a  sin  2a  —■  4  cos  a^  —« 3  cos  a 
n.  s.  w.    (Trigon.,  S.  40,  und  FonnelsammL  S.  14.) 

§.  24.    Aus  den   beiden  vorigen  Ausdrücken  für  cosa 

folgt:  sin^(X  =  \/^{l  —  cosa)  und  co«ia  =  ]/^(l  -\-  cos  et); 
68  ist  also: 


ianq  +  a  =  |X  — ; = : =  — -^ 

•^  **  P^       1  -|-  CO»  «  *in  ot  1  -f-  CO«  A 

(je  nachdem  man  nämlich  in  der  WurzelgrÖBse  den  Zähler 
oder  Nenner  rational  macht). 


§•   2i5.     Die   vorigen    Wurzelausdrücke   j/l  zp  co«  a  = 

K  1  zp |/1  —  «na*  nach    der    bekannten   Beductionsformel 

für  yazfi]/b  behandelt,  erhält  man  noch: 

«n  "i^  a  =  -J^  ]/l  -}-  «n  a  —  i  K  1  —  «in  a  und 

C05  -^  a  =s  ^  V^l  +  «tn  a  ^-  -^  |/l  —  am  ». 

§•  26.  Setzt  man  a4-ß  =  «  iind  a^--j3  =  d,  so  wird 
a  =  iÄ  +  id  und  ß  =  i«  — id,  also  auch  (§§.  20,  21): 

8inci  =  sin^  8  cos  -J  d  +  sin  ^  d  cos  ^  », 
sin  ß  =  «n  i^  5  C08  ^d  —  sin\d  cos  \  «, 
cos  a  ='co«  i  «  CO«  i  d  —  sin^s  sin\dj 
CO«  j3  =  C05  ^  «  CO«  i  d  +  «tn  ^  «  «tn  ^  d, 

und  daraus  erhält  man  durch  Addition  und  Subtraction, 
wenn  man  für  «  und  d  gleich  wieder  die  Werthe  herstellt: 

«in  a  -j-  «m  /3  =  2  «in  i  (a  -f-  ß)  CO«  i  (a  —  ß), 
«tn  a  —  «tn  j3  =  2  «in  ^  (oi  —  ß)  cos  i  («  4~  ß), 
cos  a  4"  CO«  ß  =  2  CO«  i  (a  4-  ß)  co«  i  (a  —  ß), 
CO«  ß  —  CO«  Ob  :=  3  ««n  ^  (»  -4-  ß)  «in  ^  (»  —  ß), 

Formeln,  mittelst  welchen  Sunune  und  Unterschied  der  Si- 
nus und  Cosinus  in  Producte  verwandelt  werden  und  daher 
für  die  Anwendung  der  Logarithmen  äusserst  wichtig  sind. 

§•  27.  Wird  jede  der  4  vorigen  Formeln  durch  die  3 
übrigen  dividirt,  so  erhält  man  12  neue  brauchbare  For- 
meln, von  denen  wir,  des  künftigen  Gebrauches  wegen,  nur 
eine  einzige  wirklich  hersetzen  wollen.  Dividirt  man  näm- 
lich die  1.  durch  die  2.,  so  erhält  man: 

<tntt+<mß       W«i(«+ftco^^(tt  — ^)_ ox^^.i/^       m 

Wna-Wnß  =  .>nK»-^)co.K«+/-0~^^^*^'*  +  <^^'^^^^'^^^' 

oder  endlich  wegen  (§.  16)  tang  x  =  l  :  cotic  auch : 

sin  cL-\^gtnß       tang  i  (*  +  ^)     • 
sin  OL  — -  sin  ß        iatuf  i  («  —  /2)' 


§.  28.    Durch  Vcrbindiijiif^  der  Formeln  Von  Ä?7/(a±ß) 
und  cos(cLdzß)  in  §§.  20  und  21,  erhalf  man: 

(1)  an  (a  -|-  i3)  +  sin  (a  —  ß)  =  2  bin  a  cos  ß 

(2)  mt  (a  4"  j3)  -^  sin  (a  —  /3)  =  2  dn  ß  cos  oL 

(3)  cos{a  +  jS)  +  cos  (a  —  ß)  =  2  coa  a  co.v  ß 

(4)  co«(a  —  /3)  —  co5(a  -\-  ß)  =  2  sin  a  s««  ß 

(5)  sin  (at  -j-  ß)  sin  (a  —  ß)  =  »«w  a*  —  i<Mi  ß* 

(6)  cos  (a  +  ß)  CO«  (a  —  ß)  =  co«  a*  —  »ifi  ß*  =  co«  ß*  —  st»  x^ 
Femer  erhält  man  aus  diesen  Formeln  durch  Divisio  » 

(4)  . . .     (7)  tang  a  =  — ; — ^^ 

(0 ...  (10)  to»yß='";'7f;7''",^'+^; 

§.  29.     Wegen 

(1)     tangtt±tan9^=^±^±'!!^  =  ±^^±^, 

COS  %  CO»  ß  cos  OL  COS  ß 

hat  man  auch : 

tcmg  A  Jt  fang  ß         cot  ß  zL  CQ^  *         sin  (o-i  ß) 


(2) 


tafig  X  ^  ^an^r  ^         cot  ß  ^  cot  x        sin  (*  ^  ^) 


und  (3)     co<aibcotß  =  ±    .  > 

Ferner  ist,   mit  Rücksicht  auf  die  Formel  (5)  im  vori- 
gen §: 

.M.  4  /%o        *i«  (*  +  ß)  «'«  (ä  —  /2) 

(4;     tang  OL^  —  tanff  ß*  =  ^  ; — ^5 ^ 

•^  CO»  a*  cos  p^ 

und  (5)     co^a*  —  cotß^  = : — ,  , . 

'  sm  a*  «in  ß^ 

Sinus,   Cosinus  und  Tangenten  der  vielfachen 

Bügen. 

§.  30.    Setzt  man  in  der  Formel  (1)  des  §.  28  wa  statt 
Qt  und  a  statt  ß,  so  erhalt  man 

sin{n  -\-  1 )  a  -|-  siri  (n  —  1)  a  =  2  sin  7ict,  cos  a ,    oder 

(1)     sin  (n  -f-  1)  a  =  2  sin  n  a  cos  a  —  sin(n  —  1)  a 

Burg'«  Compendiiun  d.  hüh.  Math.  2 
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und  aus  dieser  Formel  9  indem  man   nach  und  nach  n  =  1, 
2,  3,  4  . . .  setzt 9  der  Reihe  nach: 

sin  2a  =  2  micL  cos  a 

sin 3a  =  2  sin  Zcl cos  a  —  sind  =^2 (2  sin a  cos a)  cos a  —  sin  au 

=  4: sin  OL  (1  —  sin  a*)  —  «na 

=  3  «n  a  —  4  sin  a* 
sin  4(1  =  2  sin  3a  cos  a  —  sin2cf,  =  2  (3  sin  n  —  4  sin  a')  cos  a  — 
•  2  sin  a  cos  a 

=  (4  ««  a  —  8  sin  a')  cos  a 
^n  5a  =  2  sin  4a  (;o«  a  —  sin  4a 

=  5  ^n  a  —  20  sin  a"  +  16  sin  a' 

u.  s.  w. 

Gheht  man  auf  diese  Weise  weit  genug  fort,   so  kann   man 
durch  Induction  allgemein  schliessen,  dass 

für  n  unecerad  sinncf,  =  nsm(t «na'  + 

^  2.3  * 

-^^ ^-^^— sin  «•  —  etc. 

2.3.4.5 

und  für  n  gerad  sinn a=\n sin a «na*-f- 

|_  2.3 


n  (n^  —  2*)  (n2  —  4»)    . 


2.3.4.5 

Statt  findet  *). 


sin  a*  —  etc.  I  cos  a 


1 


§.  31.     Setzt  man  eben  so  in   der  obigen  Formel  (3), 
(§.  28)  na  statt  a  und  a  statt  /3,  so  erhält  man 

cös  (n -{- 1)  a -\-  cos  (n  —  1)  a  =  2  cos  a  cos  n  a    oder 
cos  (n  -}-  1)  a  =  2  cos  a  cos  na  —  cos(n  —  1)  a 

und  daraus  für  n  =  l,  2,  3...  der  Reihe  nach: 

cos  2a  =  2  cos  a*  —  1 

cos  3a  =  2  cos  a  cos  2a  —  co«  a  =  2  cos  a  (2  cos  a*  —  1)  —  cos  a 
=  4  cos  a*  —  3  cos  a 

*)  Wie  sich  für  die  Richtigkeit  dieser  Formeln  der  schÄrfcrc  Beweis  durch 
die  Hogenannte  höhere  Induction  herstellen  Iftsst ,  kann  man  im 
Handhuche  der  Trigonometrie  (Wien,  hei  Fried.  Beck)  auf  Seite  40 
nachsehen. 
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CO«  4a  =  2  cos  a  ro«  3fli  —  cos  2« 

=s=  2  cos  a  (4  CO«  a*  —  3  cos  a)  —  (9  (?o«  ä^  —  J^ 

=  8  ro«  Ä*  —  8  cos  Ä*.4- 1 
CM  5a  =  2  cos  a  co«  4a  —  cos  3a 

=  16  CO«  a*  —  20  CO«  a*  4"  5  CO«  a 

u.  6.  w. 

Nach  den  sich  ergebenden  Gesetzen  erhält  mtin  Wieder 
allgemein,  es  mag  dabei  n  gerad  oder  ungerad  sein: 

2  CO«  na  =  (2  CO«  a)"  —  n  (2  CO«  a)— * + ^^^^^  (2  CO«  a)" --•  — 

n(n  — 4)(n— -5) 


1  .2.8 


(2co«a)^-«  +  etc. 


§.  S2.     Setzt  man  endlich  in  der  Formel  (§.  22) 

nach   und   nach  ß:=ay   2a,   3a... ,   so  erhält  man  bezie- 
hungsweise : 

'  ^  2  fang  * 

tang  2a  = r 

^  1  —  fang  a* 

_  3  /«mo  et ' — .  tang  ot* 

tonooa  =  — V- 

^  1—8  tang  ** 


.  4  tang  a  -—  4  tonö  a* 

tono4a  = r-; 

•^  1—6  fa»<7  ä'  +  tang  cl* 


u.  s.  w. 


und  allgemein: 


ten^wa= 


»(«  — l)(n  — 2)  ,  .  n(n  — l)..(n  — 4) 

nton^ra ^^^3 ^ta«(ya3+    ^^^    -^   ^^    ^     Uangx^^., 

1 ^-^tanga2+ ^-^^-^ tanga,  -.. 


Umwandlung   der  Formeln   für   den   Halb- 
messer r. 

§.  38.  Es  seien  aus  dem  Scheitelpuncte  C  (J^Jg-  4)  mg.  4. 
des  Winkels  ACB  =  cl  mit  den  Halbmessern  Ca  =  l  und 
Cil  =  r  die  Kreisbögen  ebb,  AB  und  für  diese  die  Sinus, 
Tangenten  u.  s.  w.  gezogen ;  so  geben  die  dadurch  ent- 
stehenden rechtwinkeligen  ähnlichen  Dreiecke  g^z  einfach 
die  Proportionen    hdiBD^CbiCB,    CdiCD=ChiCB, 

2* 
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ae:  AE::^Ca:  CA  u.  8.  w. ,  oder,  wenn  man  zum  unter- 
schiede die  Sinus,  Cosinus  etc.  f&r  den  Kreisbogen  vom 
Halbmesser  r  durch  einen  grossen  Anfangsbuchstaben  aus- 
zeichnet : 

8171  OL :  Sin  a  =  1 :  r,  cos  a :  Cos  a  =  1 :  r,  tang  a :  Tang  a  =  1 :  r 

u.  s.  w.  nämlich,  wenn  /(«)  irgend  eine  der  goniometr.  Li- 
nien für  den  Halbmesser  1  und  F{(%)  die  gleichnamige  für 
den  Halbmesser  r  bezeichnet,  allgemein  /(a)  :  F{cl)  =  1 :  r, 
woraus 

F{tx)  =  rf{t£)    und    /(a)  =  :^  folgt 

T 

A  n  m  e  r  k.  Dio  numerischen  Werthe  dbr  auf  den  HalbmesBcr  '=■  1  sich 
beziehenden  trigonometrischen  Linien,  die  man  mich  natürliche 
Functionen  (Sinus ,    Cosinus  u.  s.  w.)  nennt ,    stellen  also 

(wegen  /(a)  «  <-^ i-^j 

nichts  weiteres  als  die  Verhftltnisse  dieser  Linien  zum  Halbmos^fff 
jenes  Kreises  Tor,  in  welchem  diese  Linien  betrachtet  werden. 

§.  S4.  Um  also  z.  B.,  den  Sinus  eines  Winkels  ac  ift 
einem  Kreise  vom  Halbmesser  r  zu  erhalten,  wird  man  den 
Sinus  desselben  Winkels  oi  aus  dem  Kreise  vom  Halbmes- 
ser 1  mit  r  multipliciren.  Dagegen  findet  man  umgekehrt 
aus  dem  Sinus  eines  Winkels  im  Kreise  vom  Halbmesser  r, 
den  Sinus  desselben  Winkels  für  den  Kreis  vom  Halbmes- 
ser 1,  wenn  man  den  gegebenen  Sinus  durch  r  dividirt. 
Dasselbe  gilt  auch  für  die  übrigen  trigonometi;ischen  Linien 
oder  Functionen. 

Anmerk.     Man  sieht,  dass  die  Quotienten ,      ^^      n.  s.  w.,  so 

r  r 

,    .         sin  a     cos  a     tang  a. 
wie  auch  jene  -r— >       .     >   — r —  u-  s.  w.  abstracte  oder  absolute 

Zahlen  sind. 

§.  3Ö.  Die  letztere  der  beiden  Relationen  in  §.  33  die- 
net auch  zur  Umwandlung  der  für  den  Halbmesser  1  ab- 
geleiteten Formeln  auf  den  Halbmesser  r.  Denn  wendet 
man  diese  z.  B.  auf  die  für  den  Halbmesser  1  (§.  16)  ent- 

wickelte  Formel  tang  cl  = an ,  so  erhält  man 
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Tang  a,        Sin  x     Cos  <K         .  _,  r  Sin  x 

= :  oder     rang(t  =  ^^ , 

r  r  r  *^  ton  di 

in  welcher  Formel  aich  nun  die  goniometr.  Linien  Towrjra, 
Sin%  und  Cosa  auf  einen  Kreis  vom  Halbmesser  r  be- 
ziehen. 

Auf  die  nämliche  Art  erhält  man  auch  aus  (§§.  16,  20) 

9ecaL=z ,   «w  (a  :dt  ß)  =  sin  a  cos  ßdz  ainß  cos  a, 

cos  *  ^  '  '  ' 

u.  8.  w.y  sofont: 

o  »•*  r».    ^       I     «N         Sin  »Cosß±  Sin  ß  Cos  a 

bec(n  =  - — ,    oin(azfcß)=; 

Cos  a  r 

U,   S.  W. 

Und  so  kann  man  überhaupt  alle  oben  für  den  Halb- 
messer 1  entwickelten  Formeln,  wenn  es  nOthig  sein  sollte, 
fiir  den  Halbmesser  r  herstellen. 

An  merk.  Da,  wie  man  sieht,  in  diesen  auf  den  jSalbmesser  r  bezo- 
genen Fonneln  durchaus  die  nämliche  Dimension  herrscht,  was  bei 
der  Anwendung  der  Algebra  auf  Greomotrie  überhaupt,  wie  wir  im 
3.  Abschnitte  (§.  360)  sehen  werden,  sobald  jede  Linie  durch  einen 
Buchstaben  (und  keine  durch  1)  beseichnet  wird,  eine  nothwendi{^ 
Eigenschaft  ist;  so  kann  man  aach  noch  kürzer  diese  Umwandlung 
der  Fonneln  vom  Halbmesser  1  auf  jenen  r  bewirken,  indem  man 
die  umzuwandelnde  Formel  in  ihren  Gliedern  mit  solchen  Potenzen 
von  r  multiplizirt  oder  diridirt,  dass  dadurch  in  der  ganzen  Glei- 
chung oder  Formel  die  besagte  gleiche  Dimension  hergestellt  wird. 
So  folgt  s.  B.  aus  der  in  §.  S3  entwickelten  Formel  von  tany  a 
durch  tcMg  ^  a  ausgedrückt ,   fOr  den  Halbmesser  1 ; 

tang^d  « — — ; 

lang  sc 

stellt  man  nun  im  2.  Theil  dieser  Gleichung  durchaus  die  Dimen- 

non  »"  1  her  (da  auch  der  erste  Theil  von  dieser  Dimension  ist), 

so  erhftlt  man: 

^^r^  -{-  rV  r*  -{'  tang  g} 


tang^a^ 


temg  a 

die  auf  den  Halbmesser  r  sich  beziehende  Formel,  wie  man  sie  auch 
nach  dem  obigen  Verfediren  erhalten  würde. 
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Zweites  Capitel. 

üeber  die  Berechnung  der  Sinus,    Cosinus  u.  s.  w. 

§.  36.  Da  sich  die  zur  Berechnung  der  Sinus  darbie- 
tenden bequemeren  und  einfacheren  Methoden  der  neueren 
Zeit  hier  noch  nicht  anführen  lassen,  so  wollen  wir  nur 
einen  kurzen  Begriff  geben,  wie  diese  Berechnung  mit  den 
bisher  entwickelten  Relationen  ausgeführt  werden  kann. 

Mit  Hilfe  der  Formeln  in  §§.  14,  18,  20  können  nach 
und  nach  die  Sinus  von  8^,  6^,  9^ . . .  überhaupt  von  8  zu 
8  Grad  durch  den  ganzen  Quadranten  gefunden  werden. 
Da  es  uns  aber  hier  vorzüglich  um  die  Bestimmung  von 
sinS^  35U  thun  ist,  so  sollen,  um  nämlich  den  Weg  anzu- 
geben, ausser  diesem  nur  einige  Sinus  aus  der  erwähnten 
I(eihe  gesucht  werden, 

§.  8t.  Nach  der  Relation  ip  §.  14  hat  man  für  «  =  30, 
45,  60  und  18^  der  Reibe  nach: 

»in  30  =  cos  60  =s  ^  chord   60  =  ^  =  '5, 

sin  45  =  cos  45  =  i  chord  90  =  ^  ]/2  =  '707, 
sin  60  =  co^  30  =  ^  cjmd  120  =  ^  ]/3  =  -866, 

sin  18  =  cos  72  =  i  chord   86  =  i  ^^ ^^  =  «309  *), 

Nach  der  Formel  in  §.  20  erhält  man  jetzt,  a  =  60  und 
ß  =  45*^  gesetzt  i 

sin  (60  ±  45)  =  sin  60  cos  45  ±  ein  45  cos  60     oder 
sin  105  =  sin  75  =  cos  15  =  i  ]/3  .  ^  |/*2  +  i  [/2  .  ^ 

=  iV"2(l  +  |/3)  =  -9G6 
und     sin  15  =  cos  75  =  ^  K^  (—  1  +  VS)  =  -259. 

Eben  so  ist  für  a  =  18  und  ß  =  16^: 

sin  (18  ±  15)  ==  sin  18  cos  15  ±  sin  15  cos  18, 
und  da  (§.  18)  cos  18  =  \/^l  -  dn  18«  =  iKi  (5  -f  K5)  ist; 


♦)  Mixn  substituirt  nämlich  für  chord  60,  90,  120  und  36"  die  aus  der 
Geometrie  bekannten  Ausdrücke  der  regelmässigen  6,  4  3  und  10. 
£^k-Scite  ftir  den  Halbmesser  1. 
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«n  33  =  CO»  57  =  i  (—  1  +  KS)  i  K2  (1  +  |/3) 
+ 1 K2  (- 1  + ^3)  1  KilöTFö)  = -545, 

und  (statt  der  Summe,  die  Differenz  derselben  beiden  Be- 
standtheile  genommen)  ^n  3  =^  cos  87  =  '052  u.  s.  w. 

§.  S8.    Aus  dem  auf  diese  Weise  gewonnenen  kleinsten 
Sinus >  d.  i.  aus  sinS^y  findet  man  nach  der  Formel  (§•  25) 

ein^a  =  ^]/i  -j-  «n  a  —  i]/l  —  sin  a, 

indem  man  nach  und  nach  a  =  3^  — •  —  =  45',  — ,  — 
u.  8.  w.  setzt,  auch  die  Sinus  dieser  Winkel ;  ist  man  dabei 
bis  zu  a  =  —  fi^kommen.  so  findet  man  sin  —  =  '00040903 

45'  45' 

und  hierauf  fbr  a  =  — ,  sofort  sin  —  =  •00020452,  so,  dass 

64  64  '       ' 

sich  also  (weil  diese  Zahl  die  Hälfte  von  der  vorigen  ist) 
bei  dieser  Grösse  der  Winkel,  bis  auf  7  Decimalstellen  ge- 
nau, die  Sinus  wie  die  Wii^kel  verhalten.  Um  also  den 
für  die  weitere  Berechnung  wichtigen  Sinus  einer  Minute 

45'  45 

zu  finden,  hat  man  die  Proportion  sin  —  :sinl'  =  —  :lf  und 

64  64 

.    45'        . 

daraus ,    wenn  man  für  sin  —  seinen  Werth  setzt :  sinV  = 

64 

•00029087,  welcher  Werth  (da  bis  auf  12  Stellen  genau, 
«n  1'  =  -000290888207)  bis  auf  die  7.  DecimalsteUe  richtig  ist 

§.  89.  Da  (§.  20)  sin  (ai-\- ß)  +  sin  (a  — ß)  =  2  sinn  cos  ß 
und  (§.  23)  cosß=zl  —  2sin^ß^  ist,  so  erhält  man 

«n (a -f-  /3)  =  «n a  +  [sin a  —  sin  (a  —  ß)]  —  4k sinn  sin ^ p\ 

und  daraus  und  dem  vorigen  Werth  von  ml',  wenn  man 
ß==l  und  dann  nach  und  nach  a=l,  2,  ...  59',  so 
wie  endlich  Kürze  halber,  4  («ni)*  =  4  (•0001454441)*== 
•0000000846  =  k  setzt : 

Äin  2'  =  «in  1 "  +  (**^  1  —  sinO)  —  ksin  1\ 
gin 3'  =  sin 2'  -|-  i^^  2'  —  sin  V)  —  ksin  2', 
sin  4  =sin8  -\-  (sin  3'  —  «m  2')  —  k  sin  3', 

u.  B.  w. 
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§.  40.  Hat  man  auf  diese  Weise  endlich  «tw60'  =  «wl® 
berechnet,  so  findet  man  nach  der  nämlichen  Formel  dee 
vorigen  §.  die  Sinus  von  2,  3,  . . .  90®,  wenn  man  darin  j3  =^  1® 
und  nach  und  nach  a=^l,  2,  ...  89®,  oder  die  Sinus  von 
1®!',  1®2'  u.  s.  w.,    wenn  man  a=l',  2',  ...  setzt. 

Von  60^  angefangen  können  jedoch  die  folgenden  Si- 
nus aus  den  vorhergehenden  nach  der  Formel  mi  (60**  +  *) 
=  sin  (60^  —  a)  +  w«  a  (die  aus  jener  im  vorigen  §.  ange- 
führten für  j3  =  60^  folgt)  bequemer  gefunden  werden. 

An  merk.  1.  Man  kann  anch,  da  der  Siniu  eines  sehr  kleinen  Bo- 
gcns  von  dem  Bogen  selbst  nur  sehr  wenig  verschieden  ist,  von  ei- 
nem ßolclicn  kleinen  Sinus  ausgehen  und  mit  der  Berechnung  wie 
o^eii  fortfahren.  Dazu  mnss  man  jedoch  zuerst  zwei  Sätze  bewei- 
sen, nämlich  erstens,  dass  im  1.  Quadranten  der  Bogen  immer 
grösser  als  der  zugehörige  Sinus,  und  kleiner  als 
die  entsprechende  Tangente  ist,  und  zweitens ,  das», 
wenn  man  den  Bogen  allmählig  bis  Null  abuohmcD 
lässt,  dabei  das  Verhftltniss  des  Bogen  s  zu  sei-: 
nem  Sinus  der  Einheit  so  nahe  kommeq  kann,  als 
man  nur  immer  will,  d.  h. ,  dass  dieses  Verhaltniss 
die  Einheit  zur  Grenze  hat. 
F%.  &  Denn  ist  fir  den  Bogen  AB'  (Fig.  3)  AL  der  Sinns  und  AE^  die 

Tangente,  und  denkt  man  sich  die  Fig.  CALE  um  CK  iini.^cs«'hlM.:;i*n, 
so,  dass  dadurch  der  Punct  A  auf  B^  AL  auf  BL  und  AE  auf  BE 
fällt  j  so  ist  Bogen  ^Ä>-  Sehne  AB^  daher  auch,  wenn  man  auf  die 
Hälften  übergeht  Bog.  AB'  ^-^-^^  *^'  ^'  ^^"^  Bogen  grösser  als  sein  Sinu«, 
Ferner  ist  Bog.  AB<,AE  •\-BE,  also  auch  Bogen  AB'  <CAE. 
d.  h.  der  Bogen  kleiner  als  seine  Tangente. 

tosno  oc 
Daroos  folgt  nun ,    dass  weqn  die  Differenz  —^ 1  sehr  klein 

ist,  sofort  der  Unterschied  -: 1  noch  kleiner  sehi  mnss. 

Was  ferner  den  ^weiten  zu   erweisenden  Satz    anbelangt,    so  hat 

_,         ,                     sin  X          ,     tang  a  1  , 

man  aus   der  Formel    tang  x  = auch  — : ^sr  — : — .     Da  mm 

cos  X  8in  X         nw  x 

^weil  X  <:  90*  vorausgesetzt  wird)  wenn  d9r  Bogen  x  ^ibnimmt  der 
Cosinus  zunimmt,  so  kann  dieser  der  Einheit  so  nahe  kommen  als 
man  will;  es  nimmt'  daher,  während  sich  x  fortwährend  der  Null 
nähert,  dieses  Verhaltniss  fort\yährend  ab  und  nähert  sich  dabei 
ohne  Ende  der  Einheit,  oder  hat  die  Einl^cit  zur  Grenze. 

Da  nun  der  Bogen  grösser  als  der  Öinus  und  kleiner  ^ils  die  Tan- 

irente  ist,  so  kann  das  Verhältnis^  — —  niemals  <:  1  und  nicht 
»   ■  •    '  sin  X 
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> — r^ —  werden.     Da  ferner  dicBoo  letztere  Verhaltniss  die  Einheit 

xar  Grenze  hat,  so  gilt  dicss  auch  von  dem  erstereu  Verhaltniss. 

Diese  vorausgeschickt,  so  kann  man  den  Sinus  eines  sehr  kleinen 
Bogeus,  z.  B.  sin  10"  bis  auf  eine  gewisse  Grenze  mit  dem  Bogen 
verwechseln,  um  jedoch  diese  Grenze  zu  bestimmen,  so  hat  man 
aus  der  Formel  (§.  23)  »in  a.  ^  %  sin  \  a.  co»  ^  9.^  wegen  fang  |  a  >•  ^  a 

Stil   ■T*»  «»Ä«!  I  * 

oder  7 —  >  *  X ,  d.  i.  %  sin  \  x^  %  cos  \  a .  soiort : 

co«^a  ♦  * 

sin  %>  %cos  \x^    oder  da    co*  ^  ä*  —  1  —  mn  \  et",    folglich 

oos\7}>lt^{\%y   ist,   auch    «tn  x  >>  a  —  J  a'. 

Wendet  man  nun  dieses  Ergebnis^  auf  die  Bestimmung  des  6i- 

nns  von  10  Secnnden  an,    so  hat  man,   da  Bogen   10"»» «» 

'  **  64800 

8*14159265358979 

, --— ^»'0000484813681 10  ist,  sofort  Bog.  10"  < '00005, 

folglich 

,  ^xj^ iA"\3  ^  ./vitoo     -j  j  V«     ^    -«»^  + -0000484813681 10 

J (Bog.  10  )3 < -O^'sa  und  daher  sinlO   > ^ .oooo00000000032 

d.  i.  sin  10"  >  -000048481368078. 

Hieraus  folgt  also,   dass  der  Sinus  von  10  Secunden  erst  in  der 

I  13.  Decimalstelle  von  seinem  Bogen  abweicht  und  selbst  in  dieser 

j  K^^Ue  noch  keine  volle  Einheit  betrftgt.     Setzt  man  also 

sin  10"  —  0000484813681, 

so  kann  man  überzeug^  sein,  dass  der  Fehler  noch  keine  Einheit  in 

der  13.  Decimalstelle  betrftgt  

Aus  diesem  Werthe  findet  man  femer  cos  10"  ^  V  1  -^(sin  10'*)*=» 

'8999999988248.    Man  könnte  nun    die  Sinus  der  Bögen  von  20", 

30",  40"  u.  ß.  w.  aufvrftrts  bis  45®  und  zwar  nach  den  Formeln  von 

sin  (a  +  ß)  und  cos  (ä  -j-  ß)  berechnen ,  allein  diese  Berechnung  wird 

durch  das  folgende  von  Thom.   Simpson  angegebene  Verfahren 

wesentlich  erleichtert 

^ieht   m|tn   in    den   ans  §.   28,    Relation  (1)  and  (3)  folgenden 

I  Pormeln 

sin  (^a. -\-  fi)  =»  2  cos  ß  sin  a  —  sin  (a  —  ß) 

und  CO*  («  +  /?)=»  2  cosß  cos  a.  —  cw  (x  —  ß). 

die  Bögen  x  —  ^ ,  x ,  <t-\-  ß  als  die  drei  aufeinander  folgenden  Glie- 
der einer  arithmetischen  Ueihe  von  der  Differenz  ß  an,  und  bezeich- 
net diese  Glieder  durch  t,  {^  t"  so  hat  man 

sin  <"  =»  2  cos  ß  sin  C  —  sin  t 
und  cos  t"  -=»  2  cos  ß  cos  t'  —  cos  U 

Setzt  man  daher  in  diesen  beiden  Formeln,  um  die  Sinus  und  Co- 
sinus von  10  zu  10  Sücitnden  zu  erhalten,  ß  =  \^"  und  bezeichnet 
die  üben  gcAmdencu  Werthe  von  sin  10"  und  cos  10"  durch  a  und  6> 
so  erhält  man: 
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*i«    0=0  coff    0    «»  1 

sin  10"  =  a  cos  10" '=*  b 

sin  20"  —  26  «tu  10"  cos  20"  —  26  cos  10"  —  1 

sin  30"  -=  26  »i»  20"  —  sin  10"  cos  30"  «-  26  cos  20 '  --  cos  10" 

«in  40"  *»  26  AtJi  30"  —  sin  20"  cm  40"  —  26  cos  30"  —  co«  20" 

U>   8«   W. 

Setit  man  die  sehr  kleine  Differenz  2  —  26  •»  '0^3504  »-  ^,  to 
wird  wegen  26  «—  2  — -  ^  auch  sin  ('  —  sin  t'  »  (sin  i  —  «»  0  -^  ^  sin  /, 
in  welcher  Darstellangs weise  wieder  eine  weitere  Abkürznng  in  der 
Berechnung  begrftndet  ist. 
Anmerk.  2.  Da  es  bei  diesen  Rechnungen  nOthig  ist,  sich  von  Zeit 
Btt  Zeit  Ton  der  Richtigkeit  derselben  sa  überzeugen,  so  kann  man 
unter  anderen  Mitteln  dazu  die  sogenannten  Verificationsformeln  an- 
wenden.   Eine  solche  ist: 

sin  A  +  sin  (36«  —  ^4)  +  sin  (72«  +  Ä) 

-:  sin  (36»  +  ^)  +  sin  (72«  —  A). 

§.  41.  Sind  auf  diese  Weise  die  sämmtlichen  Sinus, 
also  zugleich  auch  die  Cosinus  für  den  ganzen  Quadranten 
(über  welchen  man,  §.  13»  Anmerk.,  nicht  hinauszugehen 
braucht)  gefunden ;  so  kann  man  nach  den  Formeln  in  §.  16 
die  Tangenten  und  Cotangenten  (da  die  Qbrigen  Functionen 
entbehrlich  sind)  berechnen. 

§.  42.  Da  bei  den  wirklichen  Bechnungen  weniger  diese 
so  gefundenen  Zahlen  der  Sinus,  Cosinus  u.  s.  w.  die  so- 
genannten natürlichen  Functionen,  als  ihre  Logarithmen 
(die  künstlichen  Functionen)  in  Anwendung  kommen; 
so  sind  auch  gewöhnlich  nur  diese  Logarithmen  in  den  Ta- 
feln eingetragen.  Da  aber  für  den  Halbmesser  1,  die  Sinus 
durchaus  eigentliche  Brüche  sind,  so  erhalten  ihre  Logarith- 
men (um  sie  positiv  zu  machen)  eine  negative  Charakteri- 
stik, indem  z.  B.  wegen  «in  30*^  = '5, 

log  9in  300  =  fo^  .5  —  .6989700  —  1 
ist;  dasselbe  gilt  auch  für  die  Cosinus  und  unter  45^  für 
die  Tangenten,  über  45^  für  die  Cotangenten.  Um  daher 
diese  angehängten  negativen  Zahlen  zu  vermeiden,  nimmt 
man  in  den  Tafeln  den  Halbmesser  nicht  =  1 ,  sondern 
=  10^0,  so  dass  also  für  diesen  Tafelhalbmesser  r  =  10'®, 
log  r  =  10  wird.  Dadurch  hat  man  aus  (§.  33)  F{ci)  =  rf  (a), 
sofort:  log F (a)  =  log /(a)^  10,  also  im  vorigen  Beispiele 
auf  den  Halbm.  der  Tafel  bezogen :  log  sin  30^  =  9-6989700. 
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§.  4S.  Zusatz.  Die  Logarithmen  der  trigonometrischen 
Fimctionen,  diese  auf  den  Halbmesser  1  bezogen,  werden 
daher  in  Tafellogarithmen,  oder  in  solche,  die  sich  auf  den 
Halbmesser  der  Tafel  r  beziehen,  umgewandelt,  indem  man 
zu  den  ersteren  10  Einheiten  addirt;  dagegen  werden  die 
letzteren  auf  die  ersteren  gebracht,  indem  man  von  jedem 
Logarithmus  der  Tafel  10  Einheiten  abzieht. 

§.  44.  Die  Einrichtung  und  den  Gebrauch  der  loga- 
rithmisch-trigonometrischen  Hilfstafeln  lernt  man  am  besten 
aas  der  Einleitung  kennen ,  die  gewöhnlich  einer  jeden  sol- 
chen Tafel  beigefügt  ist;  indess  beruht  diese  Einrichtung 
immer  auf  folgenden  Sätzen: 

1.  Im  ersten  Quadranten  nehmen »  wenn  die  Winkel  wach- 
sen, die  Functionen  (Sinus,  Tangente  etc.)  zu,  dage- 
gen die  Cofunctionen  (Cosinus ,  Cotangente  u.  s.  w.)  ab. 

2.  Die  Sinus  und  Tangenten  kleiner  Winkel  stehen  mit 
den  entsprechenden  Winkeln  in  geometrischer,  also  die 
Logarithmen  dieser  Functionen  mit  den  Logarithmen 
der  Winkel  in  arithmetischer  Proportion. 

3.  Bei  grösseren,  weniger  als  um  eine  Minute  von  einan- 
der yerschiedenen  Winkeln  verhalten  sich  die  Diife- 
renzen  der  Logarithmen  der  Functionen  oder  Cofunc- 
tionen,. wie  die  Differenzen  der  zugehörigen  Winkel. 

4.  Die  Logarithmen  der  Cotaugenten  haben  mit  jenen  der 
Tangenten  einerlei  Differenzen. 

Von  diesen  4  Sätzen  ist  der  1.  bereits  (§.  10,  Anmcrk.) 
angeführt;  der  2.  und  3.  ergeben  sich  am  einfachsten  aus 
der  Tafel  selbst,  aus  welcher  man  zugleich  auch  ersieht, 
wie  weit  diese  Sätze  ausgedehnt  werden  dürfen ;  der  4.  Satz 
endlich  folgt  ganz  einfach  aus  der  Gleichung  (§.  16) 

lang  a  cot  ot  =  1  *). 

»  "■»^^■'"~       '  ' '  "~"^^~ 

*}  Hier  ist  zugleich  der  Ort,  an  tirelchem  die  nöthigen  Uebungcn  mit 
den  logarithmi8ch-trigoiiometrisi.*hen  Tafeln,  um  zu  irgend  einem  ge- 
gebenen Winkel,  log  sin j  log  cos  etc.,  und  umgekehrt,  zu  einem  gege- 
benen Logarithmus  Sinus,  Cosinus  etc.  den  entsprechenden  Winkel 
zu  finden,  vorzunehmen  sin^. 


28 


Drittes  Capitel. 


Grundformeln  zur  Auflösung  der  geradlinigen 

Dreiecke. 

§.  45.  Bezeichnet  man  in  einem  beliebigen  geradlinigen 
«6  5.  Dreieoke  ABC  (Pig.  5)  die  Winkel  durch  A,  B,  C,  die 
gegenüberliegenden  Seiten  beziehungsweise  durch  a,  b,  c, 
und  ffillt  aus  einem  der  Winkelpuncte,  z.  B.  Q  auf  die  ge- 
genüberstehende Seite  das  Perpendikel  CD;  so  ist,  wenn 
man  sich  aus  A  mit  dem  Halbmesser  AC=^b  den  Kreis- 
bogen beschrieben  denkt ,  CD  der  Sinus  des  Winkels  A  für 
den  Halbmesser  b^  und  man  hat,  wenn,  wie  bisher,  sinA 
den  Sinus  dieses  Winkels  A  für  den  Halbmesser  =5 1  be^ 
zeichnet  (§.84):  CD=^bsinA,  Eben  so  ist,  wenn  der  Kreis* 
bogen  aus  J?,  mit  dem  Halbmesser  BC=a  beschrieben  ge- 
dacht wird,  im  Falle  das  Perpendikel  (Fig.  5)  CD  in  das 
Dreieck  fallt: 

CD  :=:adnBy 

Fl»,  y.  und  wenn  das  Perpendikel  (Fig.  5')  ausserhalb  desselben 
fällt:  CD^=a8in%  oder  wegen  «ma=?«m(180  —  B)=zginB 
(§.  13)  ebenfalls  CD^^adnB.  Man  hat  also  in  allen  Fällen: 
bdnA^^atinB    oder     aib^^^sinAismB^ 

§.  M.  Da  es  ganz  gleichgiltig  ist,  von  welchem  Win« 
kelpuncte  das  Perpendikel  auf  die  gegenüberliegende  Seite 
gefallt  wird,  so  hat  man  eben  so  gut  (was  gleichfalls  aus 
der  vorigen  Proportion  durch  blosses  Vertauschen  der  Buch- 
staben folgt)  auch 

a :  c  =  sin  A  :  sinC    und     b:  c=^8inB :sin  C, 

folglich  allgemein 

a:  bi  c^sinAisinBidnCy 

wodurch  der  erste  und  wichtigste  Satz  ftür  das  geradlinige 
Dreieck,  dass  sich  nämlich  die  Seiten  wie  die  Sinus 
der  gegenüberliegenden  Winkel  verhalten,  aus- 
gedrückt wird. 
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§.  41.     Aue  der  vorigen  Proportion  ai  h'=^ mn  A  i  mi B 
folgt  auch   a'\-bia  —  b^^dnA-^-ginBisinA  —  sinB,  oder 

a  -|-  ft        sin  A-^  sin  B        tcmg  J  (-4  -^  5) 
a  —  6        »m  ^  —  sin  B        ttmg  ^(A.  —  B) 

(§.  27),  d.  i. 

a-^bia  —  b  =  tang ^ (-4  +  J?) :  tang ^{A  —  5), 

welche  Proportion  einen  zweiten  Hauptsatz  des  Dreieckes  aus- 
sagt, und  welcher  darin  besteht,  dass  sich  die  Summe 
zweier  Seiten  zu  ihrer  Differenz  verhält,  wie 
die  Tangente  der  halben  Summe  der  gegen- 
überliegenden Winkel  zurTangente  ihrer  hal- 
ben Differenz. 

§.  48.     So   wie   oben   (§.  45)    CD  =bsinA  =  a8inB 
war,  so  ist  auch  (§.  5,  Zusatz)  (Fig.  5)  AD  =  bco8A  und  ««.  s. 
BD  =  acosB,  folglich  AZ>  +  52>,  d.  i. 

c  =  aco8B  -{-  b  coaA  *). 

Analog  mit  dieser  Belation  hat  man  noch 

b=^a CO» (7+  c cos  A     und     a=b cos C -\-  c cos B. 

Multiplicirt  man   diese  3  Gleichungen   beziehungsweise 
mit  c,  bf  a;  so  erhält  man: 

c^=.ac  cos  B  -]-  bc  cos  -4, 
J*  =  oÄ  CO«  C  +  bc  cos  Ay 
a*  =  ah  cos  C  -\-  ac  cos  JS, 

und  wenn  man  von  der  Summe  der  beiden  erstem  dieser 
Gleichungen  die  letztere  abzieht: 

b^-\-  c^  —  a*  =  2bc  cos  Ay 

woraus  endlich  der  dritte  für  das  geradlinige  Dreieck  wich- 
tige Satz  folgt: 

^2  J_  C> «2 

cosA^=^ ; oder    a*  =  &*  +  c^  —  26c  cos  A. 

26c  ' 

Auch  die  beiden  durch  diese  Formeln  dargestellten  Sätze 
lassen  sich  ganz  einfach  durch  Worte  ausdiücken. 

*)  Dieselbe  Relation  findet  man  auch  ans  Fig.  5'  mit  Berücksichtigung, 
da«8 

BD  ==  acos  ct^=  —  acös  B    und    c  «*  AB  =  AD  —  BD  ist. 
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So  ist.  lEU  Folge  der  erstem  Relation  der  Cosinus 
eines  Winkels  (in  irgend  einem  Dreiecke)  gleich  der 
Summe  der  Quadrate  der  beiden  einschliessenden 
Seiten,  weniger  dem  Quadrate  der  gegenüberlie- 
genden Seite,  getheilt  durch  das  doppelte  Product 
der  beiden  einschliessenden  Seiten. 

Zufolge  der  zweiten  Kelation  ist  das  Quadrat  einer 
Seite  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  beiden 
übrigen  Seiten,  weniger  dem  doppelten  Producte 
dieser  beiden  Seiten  in  den  Cosinus  des  von  ihnen 
eingeschlossenen  Winkels. 

An  merk.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass,  wenn  A  ein  stumpfer 
Winkel  nnd  A'  '^ISO  —  A,  also  ^'<:90^  ist,  diese  letztere  Rela- 
tion für  den  practischen  Gebrauch  (wegen  cos  A'^  —  cos  A')  durch 

a"  —  6«  +  c«  +  2ab  cos  AI 
ausgedr&ckt  wird. 


Viertes  CapiteL 

Auflösung  der  geradlinigen  Dreiecke, 

a)  Der  rechtwinkeligen. 

§.  49.  Obschon  die  Auflösung  der  rechtwinkeligen  Drei- 
ecke in  jener  der  schicfwinkeligen  als  besonderer  Fall  ent- 
halten ist,  so  verdient  diese  dennoch,  der  grossen  Einfach- 
heit wegen,  besonders  angeftlhrt  zu  werden. 

»1».  •.  §•  öO.    Bezeichnet  man  (Fig,  6)  den  rechten  W^  durch 

C,  die  beiden  spitzen  W.  durch  A  und  5,  also  die  H3q)0- 
tenuse  durch  c  und  die  beiden  Catheten  durch  a  und  d;  so 
können  hier  bloss  5  verschiedene  Fälle  vorkommen,  und  so- 
fort ausser  dem  rechten  W.  gegeben  sein :  1.  o,  & ,  2.  o,  c 
(gleichgeltend  mit  i,  r)-,  3,  a^  A  (analog  mit  6,  J9),  i.  a^  B 
(analog  mit  6,  A)  und  5.  c,  A  (analog  mit  c,  J5). 

Ohne  nun  erst  für  alle  diese  Fälle  besondere  Kegeb 
aufzustellen,   ist  es  einfacher  aus  der  blossen  Anschauung 
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der  Figar  diejenige  Relation  oder  Gleichung  (nach  §§.3,5 
n.  33)  anzusetzen ,  in  welchen  die  beiden  gegebenen  und  das 
gesuchte  Stück  vorkommen,  und  daraus  dann  das  letztere 
zu  bestimmen.  Waren  z.  B,  eine  Cathete  und  der  gegen- 
überliegende W.  gegeben  und  die  Hypotenuse  zu  suchen, 
BO  würde  man  unmittelbar  aus  der  Figur  (indem  man  sich 
aus  A  mit  dem  Halbn^sser  AB  =  c  einen  Bogen  beschrie- 
ben denkt)  a=^c8inA  und  daraus  c  =  -:— j  haben. 

Wftre  dagegen  die  zweite  Cathete  zu  finden,  so  würde 
man  ebenfalls  aus  dem  Dreiecke  selbst  (indem  man  sich,  um 
eine  Relation  zwischen  <Zj  A^  b  za  erhalten,  aus  A  mit  dem 
Halbmesser    AC:=b    einen    Bogen    beschrieben    vorstellt) 

a 
tang 


=  b  tang  A  und  daraus  b  = 7  =^acotA  erhalten. 


§.  51.  Die  Auflosung  der  rechtwinkeligen  Dreiecke  liegt 
also  in  den  5  einfachen  Relationen :  a*  -|-  6*  =  c*,  a=:c8inA 
=^btangAy  b  =  ccosA  =  acotA;  und  man  erhält,  durch 
Zusanunenstellung  aller  vorkommenden  Falle,  sofort  folgende 
Tabelle  : 

Gegebene  Gesuchte  Stücke 

Stücke 


0,  6  <?  =  |/a^  +  b\     tang  ^  =  --. 


0,  (j  J  =  Yo^  —  a*  =  ]/(c  -\-a)(c  —  a),  sinA  =  —. 

n. 

0^  A        b  ^=  a  cot  Af     c  =  — 


am  A 
b 


b,  A         a  =  b  lang  A,     c  = 

cos  A 

e^  A         a^^csiuA^    b  =  cco8A^   dabei  ist  überall 

jB  =  90^  — A 

§.  52.  Diese  Ausdrücke  sind  zugleich,  ihit  Ausnahme 
des  erstem,  so  beschaffen,  dass  man  darauf  die  Logarithmen 
anwenden  kann.  Um  auch  den  erstem  dafür  einzurichten, 
setze  man,  da 


ist,  und  die  Tangente  jeden  Werth  von  0  bis  öo  annehmen 


kann ,  —  =  tang  y ,   wo  y   einen    Hilfswinkel   bezeiclmet ;   so 

hat  man :    o^=^a  |/1  +  tang^^  =zasec<f   (§.  15)  oder   auch 
(§.  16):  c  =  -^- 

'^  eo8  (p 

Man  bestimmt  also  zuerst  aus  der  Gleichung  log  tang  9 
=:logb  —  loga  den  Hilfswinkel  9  und  damit  aus  der  Glei- 
chung logc=^loga  —  log  cos  ^  die  gesuchte  Hypotenuse  c. 

§.  68.  Zur  Bestinmiung  der  Fläche  F  des  Dreieckes 
hat  man  in  den  genannten  5  Fällen  ganz  einfach  bezie- 
hungsweise :  F=^  \ah=^\a  ]/(c?  -\-  a)  {c  —  a)  =  \a*  cot  A 
=  \  h^  tang  A-=\c^sinA  cos  A  oder  (§.  23)  auch  =  i  c*  «n  2-4; 
welche  Ausdrücke  ebenfalls  der  logarithmischen  Behandlung 
fähig  sind. 

An  merk.  1.  Die  in  den  Relationen  dieses  und  des  §.  51  vorkommen- 
den trigonometrischen  Linien  oder  Functionen  bezichen  sich ,  wie 
man  sieht ,  wieder  auf  den  Halbmesser  1  und  können ,  wenn  Bian 
will,  nach  §.  35,  leicht  uuf  jenen  r  gebracht  werden ;  es  gehen  z.  B. 

dadurch    die    Ausdrücke    tang  ^  =  — ,    a=^  csinA,    jP  =—  ^  a*  cot  A 

.       ra             csinA     _      a^  cot  A 
u.  8.  w. ,    m  tcmg  A  ^  -r-,    a  — ,    F  =  — u.  s.  w.  über. 

Allein  wir  ziehen  es  vor,  diese  Formeln  unge&ndert  zu  lassen  1  nd 
dagegen  bei  der  wirklichen  Berechnung,  nach  §.  43,  die  Logarith- 
men der  trigonometrischen  Functionen  der  Tafel,  auf  den  Halbmes- 
ser 1 ,  und  umgekehrt,  die  gefundenen  Logarithmen  der  auf  den 
Halbmesser  1  sich  beziehenden  trigonometrischen  Functionen ,  zur 
Auffindung  der  entsprechenden  Winkel,  auf  den  Tafelhalbmesser  su 
redudren. 

A  n  m  e  r  k.  2.  Zur  Uebnng  in  den  genannten  5  FUlen  mag  man  das 
Dreieck  nehmen,  in  welchem  a^^  110*806,  6  «>  148'6,  e«—  185'364, 
A  =-  36*  42'  38",  B  =  53«  17'  22",  C=  90«  und  F—  8232-886  ist. 

h)  Der  schicfwinkeligen  oder  beliebigen  Dreiecke. 

§.  54.     Bei   der  Auflösung   der  schicfwinkeligen    Drei- 
ecke können  (da  sich  darunter  immer  wenigstens  eine  Seite 


befinden  muss)  gegeben  sein:  I.  eine  Seite  und  zwei  Win- 
kel; II.  zwei  Seiten  und  ein  Winkel,  und  zwar  a)  ein  ge- 
genüberliegender oder  ß)  der  eingeschlossene  W.;  III.  alle 
drei  Seiten. 

■ 

§.  55.  I.  Gegeben  eine  Seite  und  zwei  Win- 
kel, z,  B.  C9  Af  JB*  Da  in  diesem  Falle  immer  auch  der 
3.  W-  C=  180  ^(A  +  B)  gegeben  ist,  so  hat  man  (§.  46) 

c:a  =  8inC:sinA   und  daraus  a  =    .  ^    oder  log  a  =  log  c 

•^  log  sin  A  —  log  dn  C.  Auf  dieselbe  Art  erhält  mau  (wo- 
zu in  der  letztem  Relation  nur  a  und  6,  also  auch  A  und  B 
mit  einander  zu  vertauschen  sind): 

logh=ilog  c-\-log9%nB  —  log  sm  C. 

§.  S6.    Zur  Bestinunung  der  Fläche  F  hat  man  (Fig.  5)  nt.  &. 
F=iAB.CDy    oder    da    AB  =  c    und    CD  =  bsinA  = 
atmB  ist: 

-P=  ^hc  sin  A  =^  \  ac  dn  B  (=  ^  ab  sin  C) ; 
est  ist  also  im  yorliegend^i  Falle,  wegen  6=s   ■  .■     ,  sofort 

jr, c*  tin  Ä  sin  B        c*  $in  AsinB 

2  sin  C  ^siniA+B)' 

Zur  Uebung  diesea  und  der  folgenden  FAlle  kai^n  das  Dreieck  dienen, 
in  welchem  a»  36*52,  6  »  48*34  ,  c«- 55*62,  il  —  40«  22' 26'"56, 
J5=59*l'46*"34,  C=80«S5'47'"1  und  F  —  870*826  iat.  (Mmi  »ehe 
Handb.  der  Trigonom.,  6.  98  n.  f.) 

§.  57.  n.  a)  Gegeben  zwei  Seiten  und  ein  ge- 
genüberliegender Winkel,  z.  B.  a,  6,  J3.  In  diesem 
Falle  hat  man  ebenfalls  wieder  (nach  §,  46) 

bia^^sinBidnAf 

j   j  *      A        asinB      , 

und  daraus  stnA= — -— •  oder 

0 

log  ^n  -4  =  fo^  «  +  log  sin  B  —  log  b. 

Entspricht  nun  diesem  so  berechneten  Logarithmus  Si- 
nus in  der  Tafel  der  W.  a,  welcher  also  (§.  41)  jedenfalls 
ein  spitzer  ist ;  so  kann  im  Allgemeinen  (weil  beide  Winke! 

Borget  Compendium  d.  hOh.  Math.  o 
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denselben  Sinus  haben)  A  =  aL  und  =  180^  —  a  sein.  Ist 
aber  B  der  der  grösseren  Seite  gegenüberliegende  W,, 
also  a  -<  6,  so  ist  auch  A^B^  und  es  kann  von  den  beiden 
Werthen  nur  jener  -4  =  «  <[  90®  gelten ,  so ,  dass  in  diesem 
Falle  das  Dreieck  vollkommen  bestimmt  ist.  Liegt 
hingegen  der  gegebene  W,  B  der  klein ern  Seite  gegen- 
über, ist  nämlich  a'^by  also  auch  A^B;  so  können,  ohne 
gegen  diese  letztere  Bedingung  zu  Verstössen,  beide  Werthe : 
^  =  a<;90  und  ^  =  180— -a>90  gelten,  so  dass  es  in 
diesem  (unbestimmten)  Falle  zwei  Dreiecke  oder  Auf- 
lösungen gibt  (wie  diess  Alles  auch  aus  der  Geometrie  schon 
bekannt  ist). 

Im  1.  oder  bestimmten  Falle  ist  femer,  nachdem 
A  =  (x  gefunden  ist ,  C=  180  —  (A-^B),  und  aus  czb  = 
sin  C :  sin  By  wenn  man  gleich  Logarithmen  nimmt : 

log  c  =  logb  -^-log  sin  C —  log  sin  J?, 

also  sind  auch  C  und  c  bestimmt.  Im  2.  oder  unbestimm- 
ten Falle  aber  erhält  man,  wegen  des  zweifachen  Werthes 
von  Ay  auch  2  Werthe  sowohl  für  C  als  für  c,  die  den  er- 
wähnten beiden  Dreiecken  entsprechen. 

§.  68.  Zur  Berechnung  der  Fläche  hat  man  (§.  56) 
F=iacsinB ,  oder  da  aus  der  Gleichung  (§.  48) 

fc«  =  a^  +  c*  —  2ac  cos  B, 
wenn  man  dieselbe  nach  c  auflöst, 

c=:acosBdb.  |/6*  —  ä^sinB*    folgt : 

F=iasinBlaeosB±:\/b*  —  a^sinB*^. 
Für  Ä^a,  d.  i.  im  bestimmten  Falle,  ist 
fc*  —  a* sinB*  >  «*  —  a^sinB^  =  a*  cos B\ 

also  |/^*  —  a* «n jB* > a cos B;  es  kann  also,  da  /^posi- 
tiv sein  muss,  vor  der  Wurzelgrösse  nur  das  Zeichen  + 
gelten.  Für  J<a,  oder  im  unbestimmten  Falle  aber,  ist 
]/6*  —  a*  sin  B*  '^acosB,  und  es  können ,  ohne  dass  F 
negativ  ausfällt,  beide  Zeichen  genommen  werden,  wodurch 
also  auch  i^  zwei  verschiedene,  den  vorhin  genannten  bei^ 
den  Dreiecken  entsprechende  Werthe  erhält. 
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Nimmt  man ,  um  auch  ein  Beispiel  fhr  den  unbestimmten  Fall 
SU  haben ,  von  dem  oben  (§.  56)  angegebenen  Dreiecke ,  in  welchem 
a  <:  fr  ist,  Oy  h  und  A  als  gegebene  Stacke ;  so  findet  man ,  ausser  dem 
eben  genannten  Dreieck  ,  auch  noch  jenes  :  a  »*  36*52  ,  b  =~  48*34,  - 
c  =.  18-0339,  u4  ^  40«  22' 26* "56,  Ä  «  120"  68'  13" 66,  C  =-  18» 39'  19  '  7^ 
und  F » 282*352 ,  welches  der  Bedingung  der  Aufgabe  ebenfalls  ent- 
spricht. 

§.  59.  n.  j3)  Gegeben  zwei  Seiten  und  der  ein- 
geschlossene Winkel,  z.  B.  a,  by  C,  In  diesem  Falle 
hat  man  zur  Bestimmung  der  beiden  fehlenden  Winkel  A  und 
5(§.  47)  a  +  b:a  —  b  =  t(mg^(A'{-B):t(mgi{A  —  B),  und 
daraus  mit  Anwendung  der  Logarithmen :  loff  tätigt (A  —  JB) 
=  log  (a  —  Ä)  +  log  tang  i(A-\-B)  —  log(a-{-  6),  in  welchem 
Ausdrucke,  wegen  ^(-4  +  Ä)  =  90  —  -jC,  auch  cot^C  statt 
Umg^^A-^-B)  gesetzt  werden  könnte.  Da  nun  durch  C  die 
Summe  \{A-{'B)^=8  bekannt  ist,  und  aus  der  vorigen 
Gleichung  die  Differenz  ^(-4  —  B)  =  d  gefunden  wird;  so 
ist  A  =  8-\-d  und  B  =  8  —  d;  dabei  ist  fftr  a^by  weil  d 
positiv  ausfallt 9  auch  A^B;  fbr  a^by  ¥drd  d  negativ, 
also  auch  A'^B  (im  letztem  Falle  kann  man  auch  a  mit  b 
verwechseln,  oder  überhaupt  immer  die  grössere  Seite  durch 
a  bezeichnen). 

Nachdem  die  W.  A  und  B  bestimmt  sind,  kann  man 
die  Seite  e  nach  dem  Satze  c :  a=^ sind  sin  Ay  woraus 
log  c  =  log  a  +  log  sinC  —  log  sin  A  folgt ,  berechnen. 

§.  09.  Um  aber,  was  oft  nothwendig  und  wünschens- 
werth  ist,  diese  dritte  Seite  c  unmittelbar  aus  den  gegebe- 
nen Stücken  zu  finden,  hat  man  (§.  48) 

c«  ==  a*  +  i'  —  2ab  cos  C, 
oder,    wenn   man  zur  Anwendung  der  Logarithmen,  im  2. 
Theil  der  Gleichung  2ab  addirt  und  abzieht,   und  noch  be- 
rücksichtiget, dass  (§-  23)  l+casC=2co8iC^  ist,  sofort 

imd  wenn  man  —. -— =  (;o«cp*  setzt,   wo  r;  einen  Hilfs- 

{a  +  by  , 

Winkel    bezeichnet ,    auch   o*  =  (a  +  6)*  sin  y *   oder 

cr=:(a'\'b)  sin  y . 

3* 


.9 


Nachdem   man   also   ans   der   Gleichung   (die  «ns   der 
vorigen  für  cos^^  folgt) 

loffco8^='=loff2  -j-  log  cosiC  '{-i(loffa'{'loffb)  —  log{a-\-b) 
den  Hilüs winke!  <f  bestimmt  hat,  findet  man  c  sxm  jener: 

loff  c=^log{a'\-b)  -^  hg  sin  y. 

An  merk.  Sind  nicht  die  Seiten  a  und  b  selbst,  sondern  ihre  Loga- 
rithmen loga  und  logb  gelben,  so  findet  man  die  beidien  Winkel 
A  und  B  einfacher   aus    den   leicht   su    entwickelnden    Belationen: 

logtangfp=loga'-~'logb  u.  tangi{A^jB)=:tangi{A'^B)tang{}f — 45) 

wobei  immer  a  ftkr  die  {prössere   Seite  genommen  wird.     Im   entge- 
gengesetzten Falle  darf  man  nur  a  mit  b,  und  A  mit  B  vertauschen; 

denn  setst   man  -r-  >*-  tang  9  und  ist  a>'  6,   so  ist  auch  tang  f  >>  1, 

b 

folglich  wegen  tang  45^  ^*  1,  sofort  9^  45*  und  daher 

tang  cp  — *  1 a  —  6 

tang  y  +  1       a-\-  b' 


Da  nun  (§.  22)  ^^^'^  .    ^  =  tgn^ (y -^ 45)  nnd  (§.  47) 


a  — 6 


tang  '^  -{-  \  0  +  6 

^*)  •     — —i  ist,    so  hat  man  auch: 
tangiiA-{-B) 

woraus  sofort,  wenn  man  auf  die  Logarithmen  übergeht,  die  vorigen 
Belationen  folgen. 

§.  61.    Für  die  Fläche  hat  man  hier  mmiittelbar  (§.  56) 

F=  iabsinC. 

Bestimmt  man  die  Seite  c  nach  dem  vorigen  f.,  so  findet  man  dasu 
den  Hflfbwinkel  cp  =  40«  57'  8'"85. 

Sind  nicht  die  Sdten  a  und  h  selbst,  sondern  ihre  Logarithmen,  nlai- 
lich  Zo^  a  =  1*5625308  und  b^r  &=  1 '6843066  gegeben ;  so  erhftlt  maa 
(tr  den  in  der  Anmerkung   des   vorigen  §.  angenommenen   Hilfswinkel 

(p=:37»4' 13'"42 
und  damit  (weil  man  wegen  a<;6,  a  mit  6,    also  auch  A  mit  B  ver- 
wechseln muss) 

i(B  — ^)— 9M9'89"«5. 

§.  02.    m.   Gegeben  alle  drei   Seiten  o,  b,   c. 
In  diesem  Falle  hat  man  zur  Berechnung  des  Winkels  A 

5>  .1.  (.2 a« 

(§.  48)  (a)  cos  A  = 7 ,  oder,   wenn  man,   um  diese 

Formel  für   die   Anwendung  der  Logarithmen  geeignet  zu 


n 

machen ,  den  halben  Winkel  einführt  und  zuerst  (§.  23)  cos  A 
=  2cos^Ä*  —  1  setzt  und  gleich  2  cos  ^  A*  bestimmt : 

2  cos  i  -4'  = -r = : —r 9 

oder  wenn  man  Kürze  halber  a  +  6  +  c  =  2«  setzt ,  wo- 
durch 6  +  c  —  as=5  2(«  —  a),  a-^-c  —  b  =  2{s  —  b)  und 
a-^-b  —  c=2  {s  —  c)  wird ,  auch 

^      .  ^ «     4»  (« — a)     -  ,  j     "I  y»  (*  —  a) 

2  cos i -4*  = ; oder    €osXA=  ■/  — r ^• 

^  2  6c  ^  P^  6c 

§.  6S.  Setzt  man  dagegen  in  der  vorigen  Gleichung  (a), 
cosA-=l  —  2  8in^A*  (§.  23)  und  bestimmt  daraus  2siniA  •, 
80  erhält  man  bei  der  vorigen  Annahme  von  a  +  6  -f-  c?  =  2« : 

.    ,         _a«-(6-^c)»_(a4-6  — c)(a  +  c  — 6)_4(5--c)(*  — 6) 
^  2  6c  2  6c  2  6c 


~6)(«^c) 


oder    sin^A=^  1/ -- 


§.  64.     Wegen  tonjr  ^A^^sin^Aicos^A  und  (§.  23) 
sinA  =  2siniAcosiA  hat  man  auch  noch : 


8mA  =  --  \/s  (s  —  a)(s  —  b)  {s  —  c). 

Durch  blosses  Vertauschen  der  Buchstaben  findet  man 
aus  diesen  4  Formeln  die  analogen  zur  Berechnung  der  bei- 
den übrigen  Winkel  B  und  (7. 

(lieber  die  Vorafi^e,  welche  in  der  Anwendung  die  8  entern  Formeln 
Tor  der  letztem  gewähren,  beim  mftndlicfaen  Vortrage;  auch  s.  m.  Handb. 
der  Trigonom.,  S.  113.) 

§.  115.  Um  endlich  noch  die  Fläche  in  diesem  Falle 
zu  bestimmen,  hat  man  wegen  (§.  56)  F=ibcsinA,  wenA 
man  für  sinA  den  Werth  aus  dem  vorigen  §.  substituirt: 


F  =  ys{8  —  a)(s—  b)  (s  —  c). 

Zur  ferneren  Uebong  mögen  noch  die  beiden  Dreiecke  dienen : 
•  =842-7,   6  —  692-3,   c==  604045»  ^4  =  88«  5' 42"S,  B  —  55«  11' 32-"2, 


_3» 

C=  36*  42' 45",     F=  174378-7,    und    a  3=24-6,     6  =  32-8,     c  ^  2Vb, 
^  =  48»  35' 17"  94,  5  =  90"27'23-'88,  C=40«57'18  '28,  F  «- 264-442. 


Fünftes  Capitel. 


Grundformeln  zur  Auflösung  der  sphärischen 

Dreiecke. 

Fl,.  7.  §.  «6.    Es  sei  ABC  (Fig.  7)  ein  auf  der  Kugel   vom 

Mittelpunct  0  und  Halbmesser  0A  =  0B=0C=1  Hegen- 
des sphärisches  Dreieck,  dessen  Winkel  wir  wieder  durch 
-4,  By  C  und  gegenüberstehende  Seiten  beziehungsweise  durch 
a,  by  c  bezeichnen.  Zieht  man  im  Winkelpuncte  C  an  die 
beiden  Seiten  oder  Kreisbögen  C4,  CB  die  Tangenten  CI>y 
CE  (die  also  beziehungsweise  in  den  Ebenen  COA  und 
COB  liegen)  und  die  Secanten  OAD  und  OBE;  so  ist 
(wegen  Halbm.  =  1)  CD  =  tang  i,  CE=  tang  o,  OD  =  8ec  b 
und  0E=8eca,  Nun  hat  man  aus  den  beiden  geradlinigen 
Dreiecken  CDE  und  ODE  nach  §.  48  : 

DE*  =  CE*  +  CD^  —  2CE.  CD  coaDCE 
=  OE^+OD^  —  20E.ODco8DOE, 

folglich,  wenn  man  diese  beiden  Ausdrücke  dnander  ficleich 
setzt,  für  CEy  CD . . .  die  vorigen  Werthe  substituirt  und 
noch  berücksichtiget,  dass  Winkel  DCEz=z  ephär.  Winkel  C 
und  Winkel  DOE=W.c  ist: 

tang  a*  +  tang  6*  —  2  tang  a  tang  h  cos  C 

=  see  a*  -f-  sec  6*  —  2  see  a  sec  b  cos  <?, 
und  wenn  man   abkürzt,  da  (§.  15)  sec a*  =  1  +  tang  a*  ist, 
auch    tang  a  tang  b  cos  C=  sec  a  sec  b  cos  c  —  1 ,    aus    welcher 
Gleichung,  wenn  die  Tangenten  und  Secanten  durch  Sinus 
und  Cosinus  (§.  16)  ausgedrückt  werden,  sofort  folgt: 

CC08  c  —  COS  a  cos  b 
sin  a  sin  b 

§.  OT.     Bezeichnet   man   in  derselben   Ordnung  die  W. 
Flg.  «.des   zugehörigen    Polardreieckes   (Fig.   8)   durch    AB    C 


und  die  gegenüberliegenden  Seiten  beziehungsweise  durch 
a'y  h\  c  ;  60  ist  bekanntlich : 

^  4.a'  =  180,  B+6'  =  180,  C4-c'  =  1800und 
^'-f  a=180,  J9'4-6=180,  C'  +  c  =  180<>»), 

also  a  =  180  — ^',  ft=180  — 5',  c=180— (7  und 
C=  180  —  Cf  mithin  wenn  man  diese  Werthe  in  der  vo- 
rigen Formel  substituirt  (d.  h.  auf  diese  die  Eigenschaft  des 
Polardreieckes  anwendet)  (§.  13): 

—  C08  c  =  ( —  cos  C  —  CO«  A  008  H)  :  sin  A  nn  B\ 

oder,  wenn  man  zugleich  die  Accente  weglässt,  indem  diese 
Relation  nun  in  jedem  sphärischen  Dreiecke  gilt: 


C08e^=' 


m  A  sin  B 


§.  68.  Drückt  man  (auf  ähnliche  Axt,  wie  in  §.  62) 
in  der  Formel  Yon  §.  62  cos  C  durch  den  halben  Winkel 
aus,   so  hat  man  zuerst  für  cosC=^2  cos^C* — 1  gesetzt: 

sin  a  sin  h  '{*  cos  c  ^^  cos  a  cos  b        cos  c  ^-^  cos  (a  -f-  &) 


2c08iC*  = 


sin  a  sin  b  sin  a  sin  b 


*)  Da  diese  Eigenschaft  des  Polardreieckes  nicht  in  allen  Lehrbüchern 
der  Elementar-GeometriC  vorgetragen  wird,  so  wollen  wir  diese  hier 
knrz  nachweisen. 

Beschreibt  man  anf  der  Engel  aus  den  Winkelpnncten  A,  B,  C  des 
sphArischen  Dreieckes  ABC  (Fig.  S),  als  Pole,  mit  der  Entfomung 
von  90*  gprOsste  Kreisbögen;  so  entsteht  das  zu«:^hOrige  Polardreieck 
ÄBtC.  Dieser  Constmction  znfolge  steht  aber  Ä  sowohl  von  B 
als  auch  von  C  um  90^  ab,  also  ist  Ä  der  Pol  des  grOssten  Kreis- 
bogens BC,  Eben  so  sind  B'  nnd  C  die  Pole  der  Bögen  AC  and 
AB\  so  wie  also  A'BC  das  Polardreieck  des  Dreieckes  ABCy  bo  ist 
anch  umgekehrt  ABC  das  Polardreicck  von  jenem  A B'C, 

Nan  ist  (da  DE  das  Mass  des  sph&rischen  Winkels  C,   nnd  FG 
jenes  des  W.  C  ist) 

C'\'ÄB  ^DE'{'  AB'  ^DE'\'  A'E  +  B'D-^DE 

=  ^'JB-|-BD  =  90  +  90 
(weil  Ä  der  Pol  von  CE  nnd  B  jener  von  CD  ist),  d.  i.  C+  c  « 180o, 
nnd  damit  analog :  ^  +  6'  »>  180,    ^  +  a  »  \%Q\ 

Femer  ist  C  +  AB  =  FG'\' AB  =  FB+ GA  —  AB -{- AB=: 
jPjB  -f  (?^  «=  90  4-  90  (weil  B  der  Pol  von  FC  nnd  A  der  Pol  von 
CG  ist),  oder  C  -f  c  =  180%  nnd  damit  analog  auch  B'  -f-  6  =  180 
und  ^'  -4-  a  »»  180. 
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oder  (§.  26) 

o          I  r»«        2  »in  i  (o  -f-  6  -f-  c)  sin  i  (a  +  6  —  c) 
2  cos  i  C  = : r-T , 

und   wenn  man  wieder  a  +  ft  +  <?  =  2«  setzt  (vergl.  §•  62) 

sin  s  sin  (s  —  c) 


endlich:  co8-^C*  = 
Analog  damit  ist  noch: 


*-: r-r — • 

stn  a  stn  o 


.    T^m        sins  sin  (s  —  6)  '  _  •     -  •        sins  sin  (s  —  o) 

C08iB^= : ^ '-     und     008lA*  = r-A ^• 

stn  a  stn  c  stn  b  stn  c 

§.  69.     Setzt  man  dagegen   eo8C=^l  —  S^^C»    so 
erhält  man  eben  so  (wieder  mit  Bücksicht  auf  §•  26) : 

^    .     .  j^       cosQt—^a)  —  cose        2  ««  i  (6  -f-  c  —  o)  «n  i  (a  -f-  c  — *  6) 

2  8in\Cr  = : — ; = -, r-r 

«tn  a  stn  o  stn  a  stn  o 

j     •       •     I  v^        sin{s^—d)  sin  (s  —  6) 

d.  1.  «n  4  C  = : r-z 1 

stn  astnb 

und  damit  analog  (durch  blosse  gehörige  Vertauschung  der 
Buchstaben) : 

8in  4J5"  = —, und  «nl^*  =  — -^ . 

sin  a  stn  c  sin  b  stn  c 

§.  10.     Setzt  man  Kürze  halber 

|/itn  8  8in(8  —  a)  sin  (s  —  ij  sin  («  —  c)  =  U7, 

so  hat  man  aus  den  Formeln  der  beiden  vorigen  §§.,    nach 
der  Belation  (§.  23)  8infx  =  28in^aco8icL: 

8tnA  =  -.^.    y  8%nB  =  -z r—,  8inC=^-T 


<tn  6  sin  c  sin  a  sin  c  sin  a  sin  &' 

und  daraus  folgt: 

sin  A  :  sin  B  :  sin  C=  sin  a  :  sin  h  :  «n  c, 

ein  wichtiger  (und  jenem  in  §.  46  analoger)  Satz  der  sphä- 
rischen Dreiecke. 

§.  Tl.     Aus  den  erwähnten  Formeln  der  §§.  68  und  69 
erhält  man  durch  Multiplication  und  Division: 

sin  i  A^  cos  i  B^        sin  (*  -  6)» 


coH  \  C*  sin  c* 

sin  }[  Ä  COH  i  B        sin  (js  —  6) 

(ot)   -  — 


oder 


. 


COS  ^C  sin  c       ' 
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und  auf  die  nämliche  Art: 

siniBcos^A        sin(s  —  o)       .       eoa^Acos^B »ins 

^^^  cosiC  iST^      '    ^^^         sin i  C  llii^' 

(S)  ^T7^ = : ^. 

^  ^  atniC  sine 

Die  Gleichung  (ß)  zu  jener  (a)  addirt  und  davon  sub- 
trahirt  gibt  mit  Rücksicht  auf  die  Relation  in  §.  20: 

sin  i  (-4  db  -Ö)        sin  («  —  6)  i  «»  (« "—  a) 
cos  i  G  sine 

oder,  wenn  man  Summe  und  Unterschied  des  2.  Theils  der 
Gleichung,  nach  §.  26,  in  Prodncte  verwandelt,  femer  für 
mc,  2miicco8-^c  Beizt  und  abkürzt  (mit  Rücksicht  dar- 
auf, dass  28=^a-\-b-\-  c  ist): 

sinHÄ  +  B)  ^c^Ha-6)  ^^ 

^Qv   tf  »n  iJA-^B) sin  j  (o  —  6) 

CM  -^  C  sin^c 

Genau  eben  so  gibt  die  Verbindung  von  (y)  db  (S)  mit 
Rucksicht  auf  die  Relationen  in  §§.  21  und  26: 

(3)  ^lii£=^  =  =llll±i>  und 

sin  i  C  #tR  ^  c 

W  r-77;^ = : 9 

sm^C  cos  J  c 

welche  4  Formeln  gewöhnlich  die  Gaussischen  heissen. 

§.  12.  Dividirt  man  von  diesen  4  Formeln  (1)  durch 
(4)  und  (2)  durch  (3),  so  erhält  man,  den  Factor  tang\C 
=  1 :  <jo<  i  C  gleich  in  den  2,  Theil  der  Gleichung  gebrächt : 

n.  ^i(^-5)=S||=|«.<iC, 

.und  wenn  man  auf  diese  beiden  Relationen  die  Eigenschaft 
des  Polardreieckes  anwendet ,  wodurch  (§.  67)  \  {A  +  B) 
=  180— i(a+ft'),i(^-5)  =  — i(a'  — 6'),  iC'=90— iö' 
imdi(a  +  6)  =  180-lU'  +  Ä),i(a-&)  =  -iM'-^), 
ic=90  —  \C'  wird,  nach  Hinweglassung  der  Accente  und 
der  (mit  Rücksicht  auf  §§.  11  und  13)  ganz  einfachen  Re- 
ductionen : 


42 

T¥Y  I    /  I      »  \  COS  \  (A^^  S) 

vier  Formeln,   welche  unter  dem  Namen  der  Neper'schen 
Analogien  bekannt  sind. 


Sechstes  CapiteL 

Auflösung  der  sphärischen  Dreiecke. 

a)   Der   rechtwinkeligen   und   Quadranten- 
Dreiecke. 

§.  TS.  Da  die  Summe  der  3  Winkel  eines  sphärischen 
Dreieckes  überhaupt  zwischen  2  und  6  rechten  Winkeln  ein- 
geschlossen ist,  so  kann  ein  rechtwinkeliges  sphärisches  Drei- 
eck 1,  2  oder  3  rechte  Winkel  besitzen.  Weil  aber  bei  der 
2.  Gattung  2  Seiten  Quadranten  sind,  und  die  3.  Seite  das 
Mass  des  schiefen  Winkels,  also  eines  durch  das  andere 
gegeben  ist ,  bei  der  letztem  Grattung  hingegen  jede  Seite 
ein  Quadrant,  also  auch  hier  alles  bekannt  ist;  so  haben 
wir  es  hier  bloss  mit  der  erstem  Art  von  rechtwinkeligen 
Dreiecken  zu  thun. 

§.  14.  Man  bezeichne  nun  wieder  den  rechten  Winkel 
durch  Cy  die  beiden  schiefen  Winkel  durch  A  und  JB,  also 
die  Hypotenuse  durch  c  und  die  Catheten  durch  a  und  b; 
so  können,  da  jede  auflösende  Gleichung  3  StQcke:  die 
beiden  gegebenen  und  das  jgesuchte  enthalten  muss,  diese 
der  Reihe  nach  sein : 

BcA^      cAby      Aba^    boB^     oBcy 
acby     BAa,      cbB,     Aac^    bBAy 

80,  dass  also  bei  der  Auflösung  der  rechtwinkeligen  sphäri- 
schen Dreiecke  im  Ganzen  10  Fälle,  wovon  jedoch  (da  der 
4.,  5.,  9.  und  10.  Fall  mit  dem  3.,  2.,  8.  und  7.  identisch 


4» 

) 

18t,  und  durch  blosse  gehörige  Vertauschung  der  Buchsta- 
ben entsteht)  nur  6  wesentlich  von  einander  verschieden 
BiDd,  vorkommen.  Man  erhält  diese  10  auflösende  Glei- 
changen,  ohne  Rücksicht  auf  ihre  Ordnung,  ganz  leicht  auf 
folgende  Weise* 

§.  15.  Aus  den  Belationen  in  den  §§.  66,  67,  70  hat 
man  der  Reihe  nach,  wegen  C=90^,  also  «tnC=l  und 
co»C=0,  sofort  (1)  co8c  =  co8a8osb,  (2)  c98c^=^cotAcotB 
und  8ina:8inb:8inc  =  8inAi8inB:l  oder 

(3)  sin a  =  sin A sine,  sin b  =  sin B sin e* 

Setzt  man  diesen  Werth  von  cose  aus  (1)  in  die  au  *> 
§.  66  folgende  Formel: 

,   .              -         CO»  a  —  CO»  b  cos  c 
(a)  C08A= —--• 9 

Bo  erhält  man: 

oo#  a  (1  — •  CM  6')        cos  a  sin  b 


(j3)   C08A  = 


sin  b  sin  c  sin  c     * 


oder  [(3)]  wegen  «m<?  =  -r--T>  auch 

(4)  cot  Areola  sin  6,  und  analog  cot  B=^  cotb  sin  a. 

Der  aus  (1)  folgende  Werth  cos  a=  cosc:  cos  6,  in  («) 
sabstituirt,  gibt 

.         cos  eil  —  CO»  6")        cosc  sin  b      - 

co8A  =  — — — —: —  =  — --^--  oder 

stn  0  cos  b  sin  c  cos  b  sin  c 

(5)  cos  A  =  tang  b  cot  c    und     cos  B  =  tang  a  cot  c. 

Diese  erstere  Gleich.  (5)  mit  jener  [(3)]  sinb  =  sinBsinc 
multiplicirt,  gibt 

.        sin  B  cos  e       sin  B  cos  a  cos  6   ^  .^ .  ^       , 

cosA  = = [(1)]  oder 

cos  b  cos  b  ^      -^ 

(6)  cos  A=^  cosa  sin  B    und     cos  B  =  cosb  sin  A. 

An  merk.    Diese  Formeln  (5)  und  (6)  lassen  sich  anch  ganz  einfach 

cos  c 

ans  jener  (ß)  ableiten,  wenn  man  beziehungsweise  in  diese  cos  a  = - 

cosb 

[(1)]  und  sin  b  =  sin  B  sin  c  [(3)]  setzt  nnd  gehörig  redadrt 

§.  76.  Diese  10  auflösenden  Gleichungen  lassen  sich 
auch  aus  2  sehr  einfachen  und  leicht  zu  behaltenden  Sätzen, 
den  sogenannten  Neper'schen  Regeln  ableiten.  Beriicksich- 
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tiget  man  nämlich ,  dass  oben  (§.  74)  in  den  beiden  hori- 
zontalen Gruppen  Ton  den  6  Stücken  des  Dreieckes:  Cy  A^ 
by  Oy  B  (da  der  rechte  Winkel  C  nicht  vorkommt)  jedes  der 
Reihe  nach  Mittelstflck  ist,  und  die  beiden  übrigen  in 
der  erstem  Reihe  die  diesem  Stücke  zunächst  liegenden, 
welche  wir  anliegende,  in  der  2.  Reihe  aber  die  zweit- 
folgenden Stücke  sind,  welche  wir  Kürze  halber  die  gegen- 
überliegenden nennen  wollen,  und  schreibt  man  noch 
überall  in  diesen  beiden  Gruppen  statt  der  Catheten  a  und  h 
ihre  Complemente  90 — a  und  90  —  b;  so  bestehen  diese 
beiden  Regeln  in  Folgendem: 

1.  der  Cosinus  des  Mittelstückes  ist  gleich 
dem  Producte  der  Cotangenten  der  anlie- 
genden Stücke; 

2.  der  Cosinus  des  Mittelstückes  ist  gleich 
dem  Producte  der  Sinus  der  gegenüberlie- 
genden Stücke. 

An  merk.  Die  Richtigkeit  dieser  beiden,  die  s&nuntliche  Auflösung 
der  rechtwinkeligen  sphärischen  Dreiecke  enthaltenden  Regeln  folgt 
daraus,  weil  durch  ihre  Anwendung  an/  die  beiden  obigen,  aUe  hier 
möglichen  Combinationen  darstellenden  Reihen  (}.  74)  die  Torigen 
10  Gleichungen  erhalten  werden.  So  erh&lt  man  aus  der  l.  Reihe 
nach  der  1.  Regel: 

cos  c  =  cot  A  cot  B  [Gl.  (2)], 
cosA  ^^  colc  cot  (90  —  6)  =  cot  c  tang  b  [(5)]  u.  8.  w. ; 

aus  der  2.  Reihe  nach  der  2.  Regel : 

cos  c  «=  »in  (90  —  a)  sin  (90  —  h')  =  cos  acosh  [Gl,  (1)], 
cos  A  =  sin  B  cos  a  [(6)],    sin  b  «*  sin  c  sin  B  [(8)]  u.  s.  w. 

Sind  also  z.  B.  die  Cathete  b  und  der  anliegende  Winkel  A  ge- 
geben ,  und  soll  die  andere  Cadiete  a  bestimmt  werden ;  so  wird 
man  von  diesen  3  Stücken  jenes  snm  Mittelstflck  wählen»  wodurch 
die  beiden  übrigen  entweder  anliegende  oder  gegenflberliegende  Stdcke 
werden,  und  dann  im  ersten  Falle  die  1.,  im  letztem  die  2.  Regel 
anwenden.  Man  sieht  hier  sogleich,  dass  6  als  Mittelstflck  genom- 
men ,  die  beiden  Übrigen  A  und  a  anliegende  St&cke  werden ;  nuui 
hat  daher  nach  der  1.  dieser  Neper'vchen  Regeln: 

cos  (90  —  6)  =*  cot  A  cot  (90  —  a),  d.  i. 
»VI  6  s»  cot  A  tang  a  [Gl.  (4)], 

und  daraus :  tang  a  =  tang  A  sin  6,  und  so  in  allen  flbrigen  F&llcn. 


§.  IT  Bei  der  Auflösung  der  sphärischen  rechtwinkeli- 
gen Dreiecke  kommt  ebenfalls  ein  unbestimmter  Fall 
vor,  und  es  ist  jener,  in  welchem  eine  Catbete  und  der 
gegenüberstehende  Winkel,  z.  B.  a  und  A  gegeben  sind; 
in  diesem  Falle  hat  man  nämlich  zur  Bestimmung  der  Hy- 

• 

potenuse  [GL  (3)]  :   8inc  =  -;— r,    und  da  c  aus  dem   Sinus 

gefunden  wird,  so  gibt  es  (vergl.  §.  57)  für  c  zwei  Werthe, 
also  auch  in  diesem  Falle  2  Dreiecke*).  Um  indess  noch 
näher  zu  untersuchen,  ob  nicht  in  besondem  Fällen  <?,  also 
das  Dreieck  dennoch  bestimmt  sein  kann,  dienen  folgende 
Betrachtungen. 

§.  78.  Aus  der  Relation  (4),  §.  71,  in  welcher  die  Nen- 
ner dn\C  und  (da  für  jedes  aufzulosende  Dreieck  c  <[  180^ 
ist)  cos\c  immer  positiv  sind,  folgt  (was  auch  aus  I.,  §.  72 
hervorgeht) ,  dass  cos \{A-\-E)  und  co8  ^  («  -j-  i)  immer 
einerlei  Zeichen  besitzen,  also^  +  J5  und  a-\-h  von  einer- 
lei Art,   d.   i.   für  ^  +  5=180   auch   a  + 5  =  180  und 

<  < 

umgekehrt   sei ;   eine  Eigenschaft ,    welche  für  jedes  sphäri- 

«(^e  Dreieck   überhaupt,   also  auch  für  das  rechtw.  gilt. 

§.  TO.  Für  das  rechtwinkelige  Dreieck  folgt  insbeson- 
dere aus  (4),  §.  75 :  8inb=^  tang  a :  tang  A,  und  da  sin  h  im- 
mer positiv  ist,  80  haben  auch  tanga  und  tangA  immer 
dasselbe  Zeichen,  oder  es  sind  die  Cathete  und  der  gegen- 
ISiberstehende  Winkel  immer  von  einerlei  Art,  d.  h.  es  ist 

für  a^90  zugleich  auch  A  =  90. 

<  < 

.  §.  80.    Ist  nun^  um  auf  unsern  unbestimmten  Fall  (§.  77) 
zurück  zu  kommen,    1.^  =  90^,  also  A-\-C=lSOy  mithin 

^)  Man  kann,  wenn  man  will,  anch  die  beiden  tkforigen  Stflcke  6  nnd  B 

durch  c  ausdrflcken ,  indem  man   [Gl.  (V)  und  (5)]  cos  h  = und 

Qos  B  =^  cot  c  tang  a  hat 
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(§.  78)  auch  a  +  c  =  180;  so  ist,  wegen  (§.  79)  a=90, 
sofort  6*  =  90,  also  bestimmt  (vergl.  §.  73)»  Ißt  2.  -4<90, 
also  ^  +  (7<  180,  folglich  (§.78)  auch  a  +  ö<180;  so  ist, 

wegen  (§.  79)  a<^90,  sofort  c^^90*),  also  unbestimmt, 

ausgenommen ,    es    wäre    der    berechnete    stumpfe    Winkel 

€  ~  180  —  a  (wodurch  gegen  die  vorige  Relation  a  -j-  c  ^  180 

ausfiele),  dann  müsste  der  spitze  Winkel,  d.  i.  C'^90  ge- 
nommen werden,  wodurch  das  Dreieck  bestimmt  wäre.  Ist 
endlich  3.  ^  >  90,  also  A  +  C>  180,  folgHch  (§.  78)  auch 

a  +  <?>180;  so  ist,  wegen  (§.  79)  a>90,  sofort  c^90, 
also  wieder  unbestimmt,  ausgenommen,  es  fiele  der  be- 
rechnete spitze  Winkel  e  ~  180  —  a  aus  (wodurch  a  -}-  ö  ~  180 


würde),  dann  könnte  nur  der  Werth  c  >  90  gelten,  wodurch 
also  auch  das  Dreieck  bestimmt  wäre. 

A  n  m  e  r  k.  AuBser  diesem  angefahrten  Falle  sind,  wie  man  leicht  sieht, 
alle  dbrigen  yoUkommen  bestimmt,  indem  die  gesuchten  Stücke 
durch  die  Tangente,  Cotangente  oder  den  Cosinus  bestimmt  werden. 
Der  einzige  Fall,  wo  noch  der  Sinus  vorkommt,  ist  jener,  in  wel- 
chem die  Hypotenuse  c  und  ein  Winkel,  s.  B.  A  gegeben 'sind  und 
die   Cathete  a  gesucht   wird ;   denn  man   hat  daflür  [(3)] :   8ina  = 

sin  Änncj    hier    ist  aber   a      90  su  nehmen ,  je  nachdem  (§.  79) 

der  gegebene  Winkel  ^^90  ist. 

Zur  Uebung  kann  man  von  dem  Dreiecke,  in  welchem 
4  — a3»2r48",  Ä-»66«58"0"-8,  a  —  4«  36' 26"'2,  6  — 10«  89' 40" 
und  c»"  11^  35' 49"  ist,  abwechselnd  2  Stdcke  als  bekannt  an- 
nehmen  und  das  8.  bestimmen. 

Ein  2.  Dreieck  ist :  a  =  27«  4S',  6  -•  690  9'  4r'-9,  c  —  71*  39'  sr, 
A  —  29«  25'  44"  und  B  —  79*  66'  4"-2. 

§•  81«  Ein  Dreieck,  in  welchem  eine  Seite,  z.  B. 
c  =  90^  ist,  heisst  ein  Quadranten-Dreieck,  und  da 
in   dem   entsprechenden  Polardreiecke   (§.  67)   der  Winkel 

*)  F&nde  man  c  ^  90*  (was  tla  a  =  A  geschieht),  so  bcsässe  das  Drei- 
eck 2  rechte  Winkel  (C  *  B  »  90)  und  w&re  (da  auch  b^90  wird) 
vollkommen  bestimmt. 
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(7=180  —  c  =  90,  das  Dreieck  also  ein  rechtwinkeliges 
ist;  so  kann  dieses  nach  den  obigen  §§.  aufgelöst  werden, 
wodurch  dann  auch,  wenn  man  wieder  auf  das  ursprüng- 
liche Dreieck  zurückgeht,  dieses  letztere  bestimmt  ist.  Wäre 
z.  B.  in  einem  solchen  Dreiecke  c  =  90°,  ferner  a  und  B 
gegeben ;  so  wären  es  in  dem  bei  C  rechtwinkeligen  Polar- 
dreiecke die  Stücke  ^'=180  — a  und  6  =180  — J5,  wel- 
ches sofort  aufgelöst  wieder  die  Stücke  b  =  180  —  B\ 
A  =  180  —  d  und  C  =  180  —  c  des  Quadrantendreieckes 
gibt.  — 

Zur  Uebnng  kann  das  Dreieck  dienen:   0  =  32^57' 6",   6  =  66^32', 
c  =  90»,   ^  =-  23*  49'  26  "-5 ,    jB  =  42*  56'  12  "-3  und  C  =  132«  2'  44  "-6. 

6)  Der  schiefwinkeligen  sphärischen  Dreiecke. 

§.  %.  Bei  der  Auflösung  der  schiefwinkeligen  sphäri- 
schen Dreiecke  können  die  3  bestimmenden  Stücke  sein: 
I.  die  3  Seiten ;  II.  die  3  Winkel  (weil  nämlich  ihre  Summe 
nicht  wie  im  geradlinigen  ^  unveränderlich  ist) ;  HE.  2  Sei- 
ten sammt  dem  eingeschlossenen  Winkel ;  IV.  2  Winkel 
und  die  zwischen  liegende  Seite;  V.  2  Seiten  und  ein  ge- 
genüber liegender  Winkel;  endlich  VI.  2  Winkel  und  eine 
gegenüber  liegende  Seite. 

§.  8S.  I.  Gegeben  die  3  Seiten  a,  b^  c.  In  die- 
sem Falle  findet  man  den  Winkel  A  nach  einer  der  For- 


mein  (§.  68)  »in^A^'lX'^^'^M'^^"''^  (wobei  tat  iA 

1  •        -»rr.   1-1. 1X1  *    j        1    ysinssinia — o) 

immer  der  spitze  Winkel  gilt)  oder  cosiA=^  |  X  — r-j—. $ 

oder  nach  der  aus  diesen  beiden  durch  Division  entstehen- 
den von  tang^A,  welcbe  Formeln  zugleich  die  Anwendung 
der  Logarithmen  gestatten.  Zur  Berechnimg  der  beiden 
übrigen  Winkel  B  und  C  dienen  die  analogen,  durch  blosse 
Yertauschung  der  Buchstaben  aus  den  eben  genannten  ab- 
geleiteten Formeln. 

Zar  Uebnng  dieses  und  der  folgenden  F&Ue  kann  das  Dreieck 
dienen,  in  welchem  a -»  50*  54' 32 ",  6  —  $7*  47' 18",  c  — 74«  51' 50", 
A^4A^IO'40"'7%,  Ä  =  ^8^22' 44" -86  und  C— Il9«55'6"  ist 
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§.  84.  n.  Gegeben  die  3  Winkel  A,  J5,  C.  Zur 
Bestimmung  der  Seite  a  wird  man  am  einfacbaten  auf  die 
Formeln  des  vorhergehenden  §.  die  Eigenschaft  des  Polar* 
dreieckes  anwenden,  indem  sich  dadurch  die  Seiten  in  Wm- 
kel  und  die  Winkel  in  Seiten  verwandeln.  Man  erhält 
nämUch,  wenn  ^'  +  iT  -f  C"  =  25',  also  ^  +  ^  +  C=  25 
gesetzt  wird,  wegen  «  =  270^—5',  8  —  a  =  90  —  (S'—A'), 
Ä  — 6  =  90  — (5— 5;,  «  — c  =  90  — (S'— C)  6=180—5' 
und  c  =  180  —  C\  mit  Hinweglassung  der  Accente : 


tn^a=  \y^  ~ 


9in\a^=  IX .    „   .  ^ und 

8tn  B  Hin  G 


1.=!/- 


"oM  (S--B)  cos  (5—  C) 
€08  ' ' 


sin  B  sin  C 


woraus  auch  ganz  einfach  (§§.  16,  23)  die  Formeln  ftkr 
tang^a  und  dna  folgen.  Durch  gehörige  Verwechslung 
der  Buchstaben  erhält  man  auch  die  analogen  Formeln  zur 
Berechnung  von  b  und  e. 

A n m e r k.  Da  in  jedem  sphärischen  Dreieck  A-\-  B-\'C'>' 222  und 
<:  6Ä  ,  also  i  (a  4-  Ä  -f-  CO,  d.  i.  S:>  R  und  <  SÄ  ist ;  so  ist 
(§.  8)  CO*  5  immer  negativ.  Da  femer  S--^A  =  \(B -{•  C — A)^ 
nnd  im  entsprechenden  Polardreieok  b'-^-c^-a  oder  (§.  67) 
180  — Ä+ 180-- 0180  —  ^,  d  i.  ^  (B -f- C— ^)  <  90«  ist; 
BO  ist  cos  (S  —  A)  immer  positiv  [was  anch  för  o(w  (8  •—  £)  nnd 
cos(S —  C)  gilt]  ,  also  die  obige  WurzelgrOsse  in  sin^a  ftr  jedes 
mögliche  Dreieck  reell. 

§.  85.  m.  Gegeben  2  Seiten  sammt  dem  einge- 
schlossenen Winkel,  z.  B.  Oy  by  C*  Um  zuerst  die  bei- 
den Winkel  A  und  B  zu  bestimmen ,  wendet  man  die  bei- 
den  Neper'schen  Analogieen  I.  und  11.,  §.  72,  welche  sich 
zugleich  auch  logarithmisch  behandeln  lassen,  an,  und  be- 
rechnet nach  der  erstem  ^(^+-S)==*>  u"^  n2^  der  2. 
\{A  —  B)  =  d;  so  hat  man  A^s-^-d  und  B=^8  —  d  (wäre 
A^B y  so  dürften  nur  A  und  B  mit  einander  verwechselt 
werden).  Sjnd  die  Winkel  bestimmt,  so  findet  man  die 
3.  Seite  c  nach  einer  der  Relationen  (§.  70) 

dn  c  =  sin  a  »in  C :  ain  A  =  sin  b  8i?i  C :  sin  B, 
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§.  86.  Um  jedoch  diese  Seite  e  unmittelbar  aus  den 
gegebenen  Stücken  zu  bestiomien,  hat  man  aus  §.  66 : 

C08  c  =  cos  a  C08  b'\-8ina  sin  b  cos  C, 

m 

oder  wenn  man,  um  diese  Formel  für  die  Anwendung  der 
Logarithmen  einzurichten,  im  zweiten  Theil  der  Gleichung 
tinasinh  addirt  und  abzieht  und  gleich  reducirt: 

cos  c  :=  cos  (a  -|-  ft)  +  sin  a  sin  6  (1  +  cos  CT) 

=  cos  {a-\-h)-\-i  sin  a  sin  b  cos  \  C*  (§.  23), 

und  wenn  man  auch  för  cos  c  den  Werth  1  —  2sin\c^  setzt 
und  2  sin  ^  c^  bestimmt : 

2  sin^c^  =  \  —  cos  (a  -f-  6)  —  2  sin  a  sin  b  cos  ^  C* 
=  2  mi  i  (a  +  i)*  —  2  sin  a  sin  b  cos  ^  C^, 

,     _  sin  a  sin  h  cos  ^  C*  , 

oder  mdem  man  — .— - — j— --— =  co«cc"  setzt: 

«n  ^  (o  -f-  by  ' 

sin  i  c*  =  «tn  ^  (a  -f-  6)*  (1  —  cos  y *),  d.  i. 
sin  i  c  =  «Ml  i  («  +  Ä)  sin  y. 

Man  wird  also  aus  dieser  Gleichung,  auf  die  sich  nun 
die  Logarithmen   anwenden   lassen,   die   Seite  c  berechnen 

können,  sobald  man  aus  jener  cosqi  =  -r-r: — r- rr-l/«t'*ö«wfc, 

die  sich  ebenfalls  logarithmisch  behandeln  lässt,  den. Hilfs- 
winkel (f  bestimmt  hat*). 

Für  das  obige  Dreieck  (§.  83)  findet  man,  wenn  c  auf  die  hier  vor- 
getragene Weise  gesucht  wird,  den  Hilfswinkel 

(f>  =  60*24'  13  "-5. 

§.  81.  rV,  Gegeben  2  Winkel  sammt  der  an- 
liegenden Seite,  z.  B.  A^  JBy  c.  In  diesem  Falle  erhält 
man  die  sämmtlichen  nothigen  Formeln  aus  jenen  des  vori- 
gen Falles,  indem  man  auf  diese  das  Polardreieck  anwen- 
det. So  wird  man  zuerst  wieder  aus  den  beiden  Analogien 
in.  und  IV.,  §.  72  (welche  ebenfalls  auch  auf  die  erwähnte 

*)  Setzt   man    dagegen    sintp  =^  cos  ^CV  sinasinb  ,    so    folgt:    (§.    28) 
sin  i  c*  =-  sin  i  (a  +  hy  —  sin  9* 

=  *m[i(a+.6)4-y]«n[i(a-j-6)-9]. 

Nach  dieser  Art  findet  man  fftr  das  obige  Dreieck 

9  =  20<' 11' 46"-5. 
Bory's  Compendinm  d.  höh.  Math.  4 
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Art  aus  I.  und  ü.  entstehen),  die  Seiten  a  und  h^  und  dann 

,        .  .        T>  1   .•  •     /Y       tili  c  sin  A        sine  sin  ß     _ 

nach   einer   der  Kelationen  «n  C  =  — : =  — -, den 

sin  a  sm  b 

3.  Winkel  (7,  oder  wenn  man  diesen  durch  die  gegebenen 
Stücke  unmittelbar  (jedoch  mittelst  eines  Hilfswinkels)  aus- 
drücken will,  aus  der  Formel  cos  ^  C  =  sin ^  (A -{- JS)  sin (f 
bestimmen,  nachdem  man  früher  den  Hilfswinkel  (p  aus  der 

Gleichung    cos  cp  =   .   ,  ^ ,  .   ^^  l/im  AsinJB    mit    Hilfe   der 

Logarithmen  berechnet  hat*). 

Da«  obige  Dreieck  als  Beispiel  gewählt,  findet  man  liier 

y  ».  58*  3'  51"'2' 

§.  88.  V.  Gegeben  2  Seiten  und  ein  gegenüber- 
liegender Winkel,  z.  B.  a,  6,  A.  Hier  bestimmt  man 
zuerst  den  Winkel  B  aus  der  Gleichung 

sin  3  =  "'""'"'  (§.  70)', 

sma 

und  dann  nach  der  Relation  (I.,  §.  72) 

den  Winkel  (7,  so  wie  endlich  mittelst  dieses  Winkels  aus 
der   l^ormel   «inc  =  — : — - — ,    oder   ohne    diesen   aus  jener 

stnA  " 

(§.  72,  m.)  tang  ic  =  tang  \{a-\-h)  ^  \  ^^  ^^^  die  Seite  c- 

§.  89.  Um  aber  auch  C  und  o  unmittelbar  aus  den  ge- 
gebenen Stücken  zu  bestimmen,  hat  man  (um  eine  Relation 
zwischen  a,  ft,  -4,  C  zu  erhalten)  (§.  66) 

cos  A  =  (co«  a  —  cos  b  cos  c)  :  sin  b  sin  <?, 


^)  Oder  man  bestimmt  den  Hilfswinkel  ans 


sin  cf  =  sin  ^  cV  sin  A  sin  JB, 

und  dann  C  ans  der  Gleichung : 

cos^G^^  sin  li  (A-^B)  +  9]  sin  [i  (2I  +  Ä)  —  9] , 

(welche  Relationen  ebenfalls  aus  den  beiden  vorigen  der  Note  mit 
Hilfe  des  Polardreieckes  folgen).  Fflr  das  obige  Dreieck  erh&lt  man 
auf  diese  Weise  (f>  «-  22«  6'  30' 'M. 
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oder  wegen  cos  c  =  co8a  cos  b  -\-sinasinb  cos  C  (aus  §.  66) 
auch: 

CO«  a  —  cos  b  cos  c  =  cos  a  (1  —  cos  6')  —  sin  a  sin  b  cos  b  cos  C, 

also  wenn  man  (da  1  —  cos  i*  =  sin  6'  ist)  durch  sin  b  ab- 
kflrzt: 

cos  A  ^  (cos  asinb  —  sina  cos  bcosC)  :  sin  c, 

oder  endlich ,  wegen  sin  c  =  stnasinC:  sin  A,  auch : 

cot  AsinC  -^  cos  bcos  C=  cot  asinb; 

um  diese  Formel  für  die  Anwendung  der  Logarithmen  ge- 
eignet zu  machen,  setze  man  («)  tang^^=^tang  Acosb^  so 
wird ,  wie  leicht  zu  sehen :  (]3)  sin{C'{-^)  =  tang bcota sin y. 

Femer  ist  (zur  Berechnung  von  c)  aus  der  1.  der  obi- 
gen Gleichungen :  cos  bcosC'\'  sin  b  sin  ccosA^  cos  a,  oder 
fOr  (a)  tang  oo  =  tang  b  cos  A  auch : 

v^  V  y  V         COS  acos « 

(ß  )    C0S(C  —  Oö)  = ; . 

CO»  6 

Nachdem  man  also  die  Hilfswinkel  9  und  ca  aus  den  Eela- 
tionen  (a),  (a )  bestimmt  hat,  findet  man  C  und  c  nach  den 
Gleichungen  (ß)  und  (/3'). 

Für  unser  Dreieck  wird 

9  =  37«  31'  17  "•23     und     w  —  29"  4'  87"-12. 

§.  90.  Da  der  Winkel  By  von  welchem  auch  die  übri- 
gen Stücke  C  und  c  abhängen ,  hier  aus  dem  Sinus  gefun- 
den wird;  so  ist  dieser  Fall  (wie  jene  in  §§.  57,  77)  ein 
anbestimmter,  und  es  gibt  hier  wieder  im  Allgemeinen 
2  Dreiecke,  welche  der  Bedingung  der  Aufgabe  entsprechen. 
Um  die  Fälle  aufzufinden ,  in .  denen  das  Dreieck  dennoch 
bestimmt  ist,  dienen  wieder  folgende  Betrachtungen. 

§.  91.  Ist  a)  a-f  6=  I8O0,  also  auch  (§.  78)  A  +jB=180 ; 
80  ist  1.  für  ^  =  90  sofort  j5  =  90,  2.  für  ^<  90,  ist  Ä>90, 
und  3.  für  ^>90^  ist  J5'<90,  also  B  immer  bestimmt. 

Ist  ß)  a  4-  ft  <  1800,  also  auch  ^  +  5  <  180 ;  so  ist 
1.  ftr  ^  =  90  sofort  £  <  90,  und  2.  ftr  ^  >  90  ebenfalls 
jB^90,  also  J3  in  beiden  Fällen  bestimmt.    Dagegen  ist 


3.  fÄr  ^  < 90®  sofort  J5 ^ 90,  also  unbestimmt*);  den  Fall 
ausgenommen,  in  welchem  4.  der  durch  Bechnung  erhaltene 
stumpfe  Winkel  J5~180  —  Ä  ausfiele  (wodurch  gegen  die 

Voraussetzung  -4  +  J5~180^  würde),  wo  dann  nur  der 
spitze  W.  5<^  90  gelten  kann,  folglich  j5  bestimmt  ist,  ein 
Fall,    welcher   immer   für   b~a  eintritt,    weil   dann   auch 


5-4  sein  muss. 

Ist  endlich  y)  a  +  i>  180^  also  (§.  78)  auch  ^  +  B>  180«; 
so  ist  1.  für  ^  :^  und  <  90®  sofort  B^  90,  also  bestimmt, 

dagegen  2.  f&r-4>90  oflfenbar  B      90^,  also  unbestimmt, 

den  Fall  ausgenommen,  in  welchem  3.  der  berechnete  ispitze 

Winkel  B~180  —  A  ausfiele  (wodurch  gegen  die  Annahme 


^  4-  jB  ~  180  würde),  wo  dann  nur  der  Werth  B  >  90  gd- 
ten  kann,  also  J3  bestimmt  ist,  ein  Fall,  welcher  immer 
eintritt  für  J~a,  weil  dann  auch  JB~A  sein  muss**). 


*)  Würde  zufUlig  B  »  90^,  so  wäre  das  Dreieck  rechtwinkelig  and  be. 
stimmt 
**)  Bekanntlieh  ist  in  diesem  Falle  (m.  s.  z.  B.  L  e  g  e  n  d  r  e*8  Geome- 
trie, übers,  aus  dem  FranzGs.  nach  der  12.  Original- Auflage,  9.  Aufl. 
der  Uebers.  S.  404)  das  Dreieck  bestimmt  oder  es  gibt  nur  ein 
Dreieck,  wenn 

^  <:  90,     6  <:  90,  a  >  6 

^<:90,     6>90,     a-|-6>180 

-4>90,     6<:90,     o4-6<:i80 

^  >  90,     6  >  90,  a  <  6  ; 

dagegen   unbestimmt   oder  es  gibt  zwei  Dreiecke  oder   zwei 
Auflösungen,  wenn 

-4  <  90,     6  <:  90,  a<:b 

^<:90,     fe>90,     a4-6<:l80 

-4  >  90,     6  >  90,  a  >  6 

A>90,     ö<C90,     a-f-fe>180. 
Nach  einer  andern  Zusammenstellung  hat  man  folgende  Resnltate: 


SS 


Nimmt  man  in  dem  obigen  Dreiecke  (§.  88)  die  StAcke  a,  6,  A  als 
gegeben  an ,  so  findet  man  nnr  dieses  genannte  eine  Dreieck ;  aber 
auch  nach  /3)  folgt,  wegen  o  +  6<180,^<90  und  h<Za,  dnss  die- 
ser Fall  ein  bestimmter  ist. 


(a<Cb  £wei  Auflösungen 

.^^^o/»^*  eine  Aufl.,  wenn  nicht  a  +  fr  ^  ISO* 

0-^5;^  180«  keine  Aufl. 

/«  +  &<  180®  zwei  Aufl. 

il<90*' 

,^-  1  a 4- fr ^  180*  eine  Aufl.,  wenn  nicht  alTb 
0  >  90"  V        '       ^                                                                    .^ 

a^b  keine  Aufl. 

(a<:b  zwei  Auflösungen. 

1  a      6  keine  Aufl. 

/o4-&>1800  zwei  Auflösungen 

1.  ^-'  ono /  *  +  ^  ^  *^'  eine  Aufl.,  wenn  nicht  0^6 

0^6  keine  Aufl. 

(a^b  zwei  Auflösungen 

^>90^ 

.  ^^  jj^Q }  a^b  eine  Aufl.,  wenn  nicht  a  +  6  ^  180® 

(a  +  6^180®  keine  Aufl. 

a  >•  6  zwei  Auflösungen 

6  =s  90"  -^     — 

a  ^^  6  keine  ^nfl. 

• 

[  a  >•  6  eine  Aufl.,  wenn  nicht  a  -}-  ^  ^  1^0* 

ft<:90«|a^6  keine  Aufl. 

o4-6^180  keine  Aufl. 

^»9or 

fa^b  eine  Aufl.,  wenn  nicht  a  +  6  "  1 80* 

ö>90®|  a^b  keine  Aufl. 

a  +  6i:i80*  keine  Aufl. 

^    ^  1 «  «»  90*  unendlich  viele  Auflösungen 

\a<:  oder  >  90®  keine  Aufl. 

Das  analoge  Schema  flU*  den  VI.  Fall  erhält  man  ganz  einfach  aus 
dem  vorstehenden,  wenn  man  die  Eigenschaft  des  Polardreieckcs  an- 
wendet und  a,  b,  Ä  in  Ä,  B,  a,  das  Zeichen  >-  in  jenes  <:  und 
umgekehrt  umwandelt» 
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Dagegen  erhält  man  flir  o  =«  360  24'  12",  6  =  52*  1 1 5"  und 
^  =  40*  45'  4"  B  w  e  i  Dreiecke,  und  swar  fllr  das  eine  c  -=  64»  20'  19". 
Ä  =  60M4'55"-4,  C=97«29'54"-7,  und  fllr  das  andere:  c  — 24*8'35"-8, 
Ä  =  119'  45'  4  "-6,  C  —  26*'  44'  13"-4. 

§.  Ö2.  VI.  Gegeben  2  Winkel  und  eine  ge- 
genüber liegende  Seite,  z.  B.  -4,  5,  o.  Die  hier 
nothigen  auflösenden  Gleichungen  werden  wieder  am  ein- 
fachsten aus  jenen  des  vorigen  Falles  erhalten,  wenn  man 
auf  diese  das  Polardreieck  anwendet.     Man   erhalt   nämlich 

der  Reihe  nach :   9inb  =  — : — - —   zur  Bestimmung   von  h, 

8tnA  ^ 

1  f  /       I    »\  CO*  4  (-^  "H  -ö)  j       •.  :■ 

tang  i  c  =  tang i  (a -f^  0) — — — ,  um  damit,   oder,  wenn 

cos  -J-  {a  -—  xjj 

man  den  Hilfswinkel  ^  aus  tang^  =  tangacosB  berechnet  hat, 
aus  mi{c  —  f )  =  tang  B  cot  Asinf   unmittelbar  c  zu  finden. 

Endlich  findet   man   mit   Hilfe   von  c   aus   8inC= : 

stn  a 

oder    auch    aus    cotiC^=  tang X(A4- B)  — r-; —  ,    oder 

nachdem  der  Hilfswinkel   co  nach  der   Gleichung   tanff(o=^ 
tang  B  cos  a  berechnet  worden,  unmittelbar  aus  der  Relation 

cos  [180  -  (C  +  «)]  =  f!lf^  den  W.   C 

^  cos  B 

Fflr  unser  Beispiel  wird  hier 

fp  «»  45®  47'  12"-87     und    w  =»  22*  33'  36"'71. 

§.  98.  Auch  dieser  Fall  ist  im  Allgemeinen  unbe- 
stimmt, so,  dass  der  Aufgabe  zwei  Dreiecke  entsprechen. 
Wiederholt  man  die  im  §.  91  durchgeführte  Untersuchung, 
oder  kürzer,  wendet  man  auf  alle  Relationen  dieses  §.  wie- 
der das  Polardreieck  an;  so  findet  man  Fi^lgendes:  Das 
Dreieck  ist  bestimmt  1.  für  -4  + -5=1800;  dabei  ist  ftr 
a>,  =,  <90®  beziehungsweise  6<,  =,  >  90^.  2.  fftr 
A  +  B<,  1800  und  a  =  oder  >  90« ;  dabei  ist  b  <  90.  3.  für 
A  +  B^  ISO  und  a=  oder  <  90® ;  dabei  ist  b >  90.  Da- 
gegen ist  das  Dreieck  unbestimmt:  1.  für  -4 -f- -B *<  180® 
und  a<^90®;  dabei  kann  &>-  oder  <^90  sein,  ausgenom- 
men der  stumpfe  Winkel  b  fiele  dadurch  =  oder  >►  180  — a 
aus,  ein  Fall,  der  immer  eintritt,  wenn  bei  der  vorigen  An- 
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nähme  B=  oder  ^A  ißt,  in  welchem  Falle  dann  nur  der 
spitze  Winkel  für  h  genommen  werden  darf,  wodurch  also 
h  ebenfalls  bes  timm  t  ist.  2.  für  ^  +  J5 >  180  und^a >  90 ; 
dabei  kann  h^  oder  <90  sein,  den  Fall  ausgenommen,  in 
welchem  dadurch  der  spitze  Winkel  J=  oder  -^ISO  —  a 
(was  wieder  unzulässige  Werthe  wären)  ausfiele  (was  für 
B^A  geschieht),  wo  dann  nur  6 >- 90  sein  kann,  also  der 
Fall  ein  bestimmter  ist. 

Kimmt  man  wieder  aus  dem  obigen  Dreieck  (§.  83)  die  8  Stflcke 
A^  By  a  als  gegeben  an ,  so  findet  man,  dass  dieser  Fall  ein  b  o- 
Btimmter  ist  (wegen  A-\-B<:\%Oy  a<:90  und  B<:A)y  mithin 
nur  dieses  eine  Dreieck. 

Dagegen  findet  man  mr  ^  =  40*  46' 4",  jB  =- 60*  14' 55"*4  und 
a  — 36*24' 12"  (wegen  ^  +  jB<180*,  a<90  und  B>Ä)  »wei 
Dreiecke,  und  zwar  för  das  eine : 

6  ==  52*  r  15" ,     c  =  64*  20'  19",     C«  97*  29'  54"-7  , 
und  für  das  andere : 

6  =- 127*  52' 45"  ,     c -»  155*  51' 24"     und     C«  153*  15' 46"*6. 

§.  94.  Zur  Bestimmung  der  Fläche  F  eines  sphäri* 
sehen  Dreieckes  hat  man  zuerst,  wenn  die  Winkel  A^  B,  C 
desselben  gegeben  sind ,  dabei  der  rechte  Winkel  zur  Ein- 
heit des  Winkel-,  und  das  Dreieck  mit  3  rechten  Winkeln 
(d.  i.  der  8.  Theil  der  Kug^l fläche)  zur  Einheit  des  Flächen- 
masses  genommen  wird,  bekanntlich:  (1)  -F=-4-f-5  +  ^ — 2. 
Man  erhält  also  daraus,  wenn  die  Winkel  in  Gradmass  ge- 
geben sind,  und  der  Kugclhalbmesser  =r,  folglich  der 
8.  Theil  der  Kugelfläche  =-ir*^  ist,  nach  dem  Sinne  die- 
Ber  Relation: 

F:ir^it=z(A  +  B  +  C— 180)» :  90«  oder 

(2)  F=.(i±I±^=:l^y.. 

§.  05.  Um  F  durch  2  Seiten  o,  b  und  den  eingeschlos- 
senen Winkel  C  auszudrücken,  hat  man  aus  der  vorigen 
Gleichung  (1),  die  Winkel  in  Gradmass  ausgedrückt: 

^(A+B  +  C)  =  90  +  j^F,  folglich 
tangi{A-^B-\-C)=z--cotiF 
^[tangi(A  +  B)  +  tanffiC]:ll^tang^(A  +  B)tangiC] 
(§.  22)  oder ,    wenn  man  f&r  tang  ^  (^  -f  5)  den  Werth  I., 
§.  72  substituirt,  und  die  Br&che  wegschafft: 
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—  cotiF=lco8i(a~b)+eo8i(a  +  b)tangiC^ :  [eo8i(a+b) 

—  cos  i  (a  —  b)2  t(mg^C=  [cos  \  a  cos  \  b  {l -\' tang  \  C^) 
+  dn\adn\b{l^taaig^C^)']  :  —idn^ami^btang^C, 
oder  nach  einer  einfachen  Keduction  (wobei  für  tang^  der 
Quotient  sin :  cos  gesetzt  wird)  : 

^Q*  1    KT-—  cot^acot\h  +  cosC 
*  #1»  C 

§.  96.  Um  endlich  noch  i^  durch  die  3  Seiten  o,  6,  <?  aus- 
zudrücken, hat  man  aus  dieser  letzten  Formel  1  +  co«  i  F\ 
das  ist 

(a)  lisin\F^ 
=  [cot\a^ cot^b^  +  2  co^ia co^i ft CO«  C+  1]  :  «tn (7*. 
Drückt  man  in  der  Gleichung  (§.  66) 

cos  C=  (cos  c  —  cos  a  cos  b)  :  sin  a  süi  b 
die  Sinus  und  Cosinus  nach  den  Formeln 

sina:  =  2siniaco8ia;    und     cos a  =  l  ^2 einia* 
aus ;    so  erhält  man ,   beide  Theile  der  Gleichung  noch  mit 
2  cot\a  cot  \  b  multlpUcirt : 

(r)  2  cot \a cot \b  cos C ^=^  — ^ — -!- 1 IL 2. 

sin  \  a'  sin  ^  6^ 

Es  ist  femer 

sin  i  a*  sin  i  6» 
""        sin^a'sin^h*        "•"     ' 

daher,  wenn  man  diesen  und  den  vorigen  Werth  (r)  oben 
in  (a)  substituirt: 

1        cos^c^ 

siniF*~  sinia^sin^b^sinC^  ^   ^^ 

siniJr^ ; sin  C, 

cos  \c       f  ' 

und  wenn  man  endlich  für  «in  C  den  Werth  aus  §.  70  setzt, 
und  dabei  dna  und  sinb  durch  den  halben  Winkel  aus- 
drückt : 

(3)  sin  4  F=z  ^^'"^""(*  — «)^*>»(^-fc)m(/»  — c)  ^ 

2co8  ^aco8\bcos^c  ^' 


♦)  Zwar  lassen  sich  auch   noch  in  den  3  übrigen  ITällen   Formeln  ab- 
leiten,   in   welchen    die   Fläche  F  unmittelbar   durch    die  8  Beatim- 


5T 

Für  das  obige  hier  durchgehends  als  Beispiel  gewUhlte  Dreieck  (§.  63) 
ist  der  sphärische  Excess  in  Graden  ausgedrückt:  (^Ä-\-  B-\-  C —  180)" 
=  17**47546,  folglich  die  Fl&che  f^  den  Kugelhalbmesser  r  [§.  94,  (2)]: 
F=' '305004  r\  Für  die  beiden  Dreiecke  des  2.  Beispiels  in  §.  91  fin- 
det man  auf  den  Kugelhalbmesser  -»  1  bezogen,  für  das  erste:  F*=  '32285, 
und  für  das  zweite:  ^"»'12635.  Endlich  hat  man  noch  für  jene  bei. 
den  in  §.  93  (2.  Beisp.)  angegebene  Dreiecke,  für  das  erste  F  »>  '32285, 
und  für  das  zweite :  F »»  1*29613,  und  zwar  in  Quadratschuh,  Quadrat- 
klafter n.  8.  w.,  je  nachdem  der  Kugelhalbmesser  gleich  1  Schuh,  1  Klaf- 
ter n.  s.  w.  ist. 

Zur  ferneren  Uebung  können  noch  die  Dreiecke  dienen,    in  welchen 
o=-65Mö'26",    6  — 78*44' 37",    c  =- 45*  54' 56" , 
A  =  66*  20'  17"*4,    B  —  98*  27'  40" ,    C  —  46*  25'  18". 

F=*54491     und 
o«»  40*  18'  27",     6  —  72*2412",     c  «  öl^O'  42", 
A  =  39*  25'  2"*5,     Ä  —  110*  40*  7 '-6 ,     C  —  49*  43'  28"*5, 

F= -34576   ist. 

mungsstücke  ausgedrückt  ist ;  allein  diese  Formeln  werden  so  ver- 
wickelt, besonders  wenn  man  sie  für  die  Anwendung  der  Logarithmen 
einrichten  will,  dass  es  jedenfalls  kürzer  ist,  entweder  die  Winkel 
oder  die  Seiten  des  Dreiecks  zu  bestimmen,  und  dann  F  respcctive 
nach  der  obigen  Formel  (2)  (§.  94)  oder  nach  der  eben  entwickelten 
(3)  zn  berechnen« 


Zweiter  Abschnitt. 


Die  Lehre  von  den  Functionen. 


• » 


Erstes  Capitel. 

Von  den  Functionen  im  Allgemeinen. 


Erklärungen. 

§.  öl.  Joehält  eine  Grösse  während  der  Rechnung 
oder  Entwicklung  denselben  Werth  unverändert  bei,  so 
heisst  sie  beständig  oder  constant;  im  entgegenge- 
setzten Falle  wird  diese  Grösse  veränderlich  oder  va- 
riabl  genannt  Man  bezeichnet  die  ersteren  gewöhnlich 
durch  die  ersten,  die  letzteren  durch  die  letzten  Buchstaben 
des  Alphabetes. 

§.  98.  Jede  Grösse,  deren  Werth  von  dem  Werthe 
einer  andern  Grösse  auf  irgend  eine  Weise  abhängt,  wird 
eine  Function  dieser  letzteren  genannt.  Obschon  aber 
nach  dieser  Erklärung  der  Werth  eines  jeden  analytischen 
Ausdruckes  von  allen  darin  vorkommenden  Grössen  ab- 
hängt, so  berücksichtiget  man  in  der  Kegel  doch  nur  die 
veränderlichen  Grössen ,  und  betrachtet  einen  solchen 
Ausdruck  als  Function  dieser  letztem.  —  Um  die  Abhän- 
gigkeit von  diesen  Variablen  kurz  anzuzeigen ,  setzt  man 
ihnen  einen  der  Buchstaben:  /,  jf^,  9,  tj>  u.  s.  w.  vor  und 

bezeichnet  z.  B.  die  Ausdrücke  a-\-  ba ,  j/ay  —  sini/y 
a-^bwy  —  iloffy  beziehungsweise  durch  /(a)  oder  F(a) 
u.  8.  w.  /(y)  oder  F(y)  etc.  und  ß^x,y)  oder  F(xyy)  u.  s.  w. 
Uebrigens  wendet  man  in  ein  und  derselben  Entwicklung 
den  nämlichen  Buchstaben  nur  für  solche  Ausdrücke 
an,  welche  sich  in  nichts  als  den,  die  variable  Grösse  be- 
zeichnenden Buchstaben  unterscheiden.   Bezeichnet  man  z.  B. 


die  Relation  a  +  fi*  —  ab  sin  a  durch  cp  {x) ,  so  versteht  man 
in  der  nämlichen  Entwicklmig  unter  ^(y)  den  Ausdruck: 
a-{-bf  —  ab 81711/*).  Functionen 9  wie  diese  beiden,  heissen 
ähnliche  Functionen. 

An  merk.  Hftaiig  bedient  man  rieh  auch  statt  der  Beieichnnng  yoq 
/(x),  F(jf),  f{z)  u«  8.  w.  bloss  der  grossen  gleichnamigen  Boch- 
staben  X,  Y,  Z, 


§.  99.  Bei  Gleichungen  9  wie  z.  B.  y  =  1/2  ax  —  «*, 
i:  =  2a?  —  ia'\-logv  \Si.  s.  f.  schreibt  man  ebenfalls :  y  =f{a\ 
z  =  F(a,v)  etc. 9  um  auszudrücken,  dass  y  eine  Function 
von  Xf  z  eine  Function  von  x  und  v  u.  s.  w.  sei.  Die  Grös- 
sen y  und  z  (die  Functionen),  welche  ebenfalls,  obschon 
nicht  unabhängig,  variabl  sind,  werden  abhängig  oder 
relativ  veränderliche  Grössen  genannt,  während  jene 
x^  dann  x  und  v  unabhängig  oder  absolut  variabl 
heissen  **). 

§.  100.  Die  im  vorigen  §.  angeführten  Functionen  sind 
zugleich  Beispiele  von  gesonderten  oder  entwickel- 
ten (expliciten)  Functionen,  weil  y  und  z  allein  oder  ge- 
sondert auf  der  einen  Seite  der  Gleichung  stehen.  Ist  hin- 
gegen bloss  die  Relation  der  Function  mit  den  veränder- 
lichen Grössen,  von  welcher  sie  abhängt,  gegeben,  ohne 
noch  durch  diese  letztem  gehörig  gesondert  oder  bestimmt 
zu  sein;  so  wird  sie  eine  unentwickelte  (implicite) 
Function  genannt;  so  ist  z.  B.  in  dem  Ausdrucke 

y  eine  unentwickelte  Function  von  x^   so  wie  auch  umge- 
kehrt X  eine  eben  solche  Function  von  y\    man  bezeichnet 

*)  Bedeutung  von  Fß^x),  ffi^)  u.  s.  w.  ? 

^)  Bei  der  nfthem  Erörterung  oder  Disenssion  der  Gleichung  des  Krei- 

aes  y  »> y2ax  —  x*  z.  B.  ist  der  Halbmesser  o  eine  beständige, 
die  Abscisse  x  die  unabh&ngig  variable,  und  y ,  welche  von 
a  und  X ,  oder  wenn  die  Untersuchung  in  einem  nnd  demsel- 
ben Kreise  gefOhrt  wird ,  also  a  nicht  weiter  in  Betracht  kommt, 
von  7  abh&ngt,  die  abhftngig  veränderliche  Grösse  oder 
die  Function  von  x. 


diefls  durch  /(;i?,y)  =  0,  F{a,i/)  =  0  u.  b.  w.  In  y  =  /ö^a? 
ist  y  eine  entwickelte  Function  von  x^  dagegen  a  eine  un- 
entwickelte Function  von  y. 

§•  101.  Eine  Function  heisst  algebraisch,  wenn 
sich  bei  den  Verbindungen  der  constanten  mit  den  verän- 
derlichen  Grössen  auf  diese  letztem  bloss  algebraische  Ope- 
rationen (Addition ,  Subtraction ,  Multiplication ,  Division 
und  Potenzirung  mit  ganzen  oder  gebrochenen,  jedoch  Con- 
stanten Exponenten)  beziehen;  im  entgegengesetzten  Falle 
wird  die  Function  eine  transcendente  genannt,  unter 
welchen  die  logarithmischen  und  Kreis functionen 

die  wichtigsten  sind.     So  sind  a-\-hw  —  — ,  aya-^-a^loga 

Beispiele  von  algebraischen,  und  a  —  260*,  1  —  loga, 
a-\-bsina!  Beispiele  von  transcendenten  Functionen. 

$.  102.  Eine  algebraische  Function  heisst  rational, 
wenn  die  variable  Grösse,  nach  allen  möglichen  Eeductio- 
nen,  weder  einen  gebrochenen  Exponenten  besitzt,  noch 
unter  einem  Wurzelzeichen  vorkömmt ;  im  Gegentheile  wird 
sie  irrational  genannt.     So  ist  von  den  Functionen 

2  +  8aa  —  ix*  |/a    und    a  —  b  ya 
die  erstere  rational,  die  letztere  irrational. 

§.  103.  Eine  Function  heisst  ferner  eine  ganze  Func- 
tion, wenn  die  Variable  weder  als  Nenner,  noch  mit  einem 
negativen  Exponenten  erscheint ;  im  entgegengesetzten  Falle 
nennt  man  sie  eine  gebrochene.  So  sind  die  im  vorigen 
§.  angeführten  Beispiele  ganze,  dagegen  folgende: 

2a — idr~^,  3aa gebrochene  Functionen. 

§.  104.  Die  allgemeine  Form  einer  ganzen,  rationa- 
len Function  ist  sonach :  A  +  Ba  -\-  Ca?*  +  ^^^  +  •••*)> 
80  wie  die  einer  gebrochenen,  rationalen: 

*)  Wie  lAsst  sich  jede  andere  Fanction  von  der  Form 

Äx^^  +  Bx^^+n^  Cxf>*  +  '2n  +  ,,. 

auf  diese  zorückführcn  ? 
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a  -{-  bx  -{-  cjr" -[-... 

wobei  Ay  B,  C,  ..  .,  a,  6,  c,  .  .  .  von  «  unabhängige 
Coefficienten  bezeichnen.  Ist  bei  der  erstem  Function  n  der 
höchste  Exponent,  so  sagt  man  sie  sei  vom  n**"  Grad.  Ist 
bei  der  letztem  Function  die  höchste  Potenz  von  a  im  Nen- 
ner grösser  als  jene  im  Zähler,  so  heisst  die  Function  echt, 
im  Gegentheile  unecht  gebrochen. 

§.  1Ö5.  Eine  Function  zweier  oder  mehrerer  Variablen 
heisst  gleichartig  oder  homogen,  wenn  die  Summe 
der  Exponenten  der  veränderlichen  Factoren  (die  sogenannte 
Dimension)  in  jedem  einzelnen  Gliede  gleich  gross  ist; 
im  entgegengesetzten  Falle  wird  die  Function  ungleich- 
artig oder  heterogen  genannt.     So  sind  z.  B. 

2x3  —  y^  +  *x^ 

z  =  aa*  +  bx^y  +  cxy*    und     z  = ^x  —  Sy 

homogene   Functionen   des  3.  und  2.   Grades,    während 
jene 

a  —  ba  +  ca^  +  dy^     und     ^-^ 

heterogene  Functionen  des  2.  und  3.  Grades  sind. 

§.  106.  Aus  der  vorigen  Definition  folgt  auch,  dass 
eine  Function /(or,  y,  2; .. .)  homogen  und  vom  tn^  Grade 
sei,  wenn  die  Relation  besteht: 

f{txy  ty,  tz,  ...)  —  trf(xy  y,  z,  .. .), 

wobei  t  eine  willkürliche,  etwa  neue  variable  Grösse  be- 
zeichnet. So  ist  für  das  vorige  1.  Beispiel,  wenn  man  tJf 
und  ty  statt  x  und  y  schreibt: 

also  z  eine  homogene  Function  des  3.  Grades,    wie  vorhin. 

§.  lOT.  Von  zwei  oder  mehreren  Functionen  von  den 
nämlichen  Variablen  sagt  man,  sie  seien  von  einerlei 
Form,  wenn  die  Exponenten  der  veränderlichen  Grössen 
in  allen  Functionen  nach    demselben    Gesetze   fortschrdten. 
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So  sind  z.  B.  die  beiden  Functionen  aa  -{-  bit-  +  ^**  +  •  •  • 
uud  Aa  +  Ba^  +  Cr*  +  . . .,  so  wie  auch  jene : 

OÄT  +  ( ba^  +  c^y  +  rfy*)  +  . . .  und 

^ «  +  (!ßÄ?  *  +  c^y  +  -i^y  ■)  +  •  • . 

von   der  nämlichen    Form,    und    unterscheiden    sich    sofort 
bloss  in  der  Verschiedenheit  ihrer  Coefficienten. 

§.  108,  Eine  Function  heisst  ein-  oder  vielförmig 
(vieldeutig),  je  nachdem  ihr  für  jeden  besondem  Werth 
der  veränderlichen  Grösse  nur  ein  oder  mehrere  Werthe 
zukommen;  je  nach  der  Anzahl  dieser  Werthe  heisst  sie 
2,  3,  ...  nförmig.  So  ist  z,  B.  y  in  t/  =  2  —  3a?  +  ^*  eine 
einförmige,  dagegen  in  y  =  2^: db }/da?  —  1  eine  zweiförmige 
Fonction  von  x. 

Zusatz.  Die  höheren  Gleichungen  gehören  sofort  zu 
den  yieliurmigen  Functionen. 

§.  109.  Eine  Function  mehrerer  Variablen  heisst  sym- 
metrisch, wenn  in  ihr  diese  Grössen  auf  eine  ganz  gleiche 
Weise  vorkommen,  so,  dass  also  die  Function  ungeändert 
bleibt,  wenn  man  die  veränderlichen  Grössen  unter  einan- 
der   beliebig    vertauscht.      So    sind   z.   B.    x^  +  2*jf  +  y*, 

x^  -\-y^  -\-  z* symmetrische   Functionen   von 

j",  y  und  Xy  y,  z;  so  ist  die  Kadicalgrösse  co  in  §.  70  eine 
symmetrische  Function  von  den  3  Seiten  ö,  6,  o. 

§.  110.  Aendert  sich  der  Werth  einer  Function,  wäh- 
rend die  veränderliche  Grösse  allmählig  oder  continuivlich 
zu-  oder  abnimmt ,  ebenfalls  nur  allmählig ,  d.  i.  so ,  dass 
sie  alle  Grade  der  Grösse  von  einem  Werthe  zum  andern 
Btetig  durchläuft;  so  wird  die  Function  continuirlioh, 
im  Gegentheile  aber  discontinuirlicfa  genannt  (eine 
weitere  Definition  dieser  Functionen  folgt  im  §.  145).  So 
sind  z.  B.  a  +  ^^  ^^^  ^"  für  alle  endlichen  Werthe  von  x 

continuirliche ,  jene  — ,   ar""*»  und    cot  x  =  - —  nur  ftr  x       0 


continuirliche,  dagegen  für  ^  =  0  discoutinuirliche  Functio- 
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nen  von  x.  Hieraus  erhellet  zugleich,  dass  eine  Function 
innerhalb  gewisser  Grenzen  oontinuirlich,  dagegen  ausser- 
ha.b  derselben  discontinuirlich  sein  kann« 

§.111.  Lehrsatz.  Ist  eine  Function  von  der  in 
§,  104  angegebenen  Form  A+Bx-{-  Ca?*  +  Dx^  -!-••->  wo- 
bei Ay  Bj  Cy  ...  von  X  unabhängige  Coefficienten  bezeich- 
nen,  für  jeden  Werth  der  Variablen  x  gleich  Null ;  so  ist 
auch  jeder  Coefficient  für  sich  gleich  Null. 

Denn  besteht  die  Gleichung  (1)  A  +  Bx  -{-  Cx*  + . .  .=0 
fhr  jeden  Werth  von  j?,  also  auch  für  ^  =  0;  so  folgt  daftr 
aus  (1):  -4  =  0  und  x(B-\-Cx -{-... )^0.  Dieser  letztem 
Gleichung  wird  aber  nicht  bloss  ftb*  «  =  0,  sondern  (da 
diese  Gleichung  auch  fftr  jeden  ändern  Werth  von  x  beste- 
hen muss)  auch  für  5  +  da?  +  . . .  =  0  Genüge  geleistet, 
aus  welcher  Gleichung  aber  wieder,  wie  in  (1)  B  =  0  und 
x(C  +  I)x  +  ...)  =  Oy  d.  i.  C+Dx  +  ...  =  0  folgt;  dar- 
aus wird  wieder  f&r  ^  =  0  sofort  C=0  u.  s.  w, 

§.  112.  Zusatz.  Sind  2  Functionen  von  derselben 
Form  (§.  107)  für  alle  Werthe  der  veränderlichen  Grösse 
(oder  Grössen)  einander  gleich,  so  sind  auch  die  gleich- 
namigen, d.  i.  jene  Coefficienten,  die  beiderseits  zu  den- 
selben Potenzen,  oder  wenn  es  Functionen  mehrerer  Varia- 
blen sind,  zu  denselben  Combinationen  der  veränderlichen 
Grossen  gehören,  einander  gleich. 

Denn  ist  z.  B.  A-^Bx-}-  Cx* -}-...  =  a  +  6ä?  -}-  ex* -}- .. ., 
so  ist  auch  für  jeden  Werth  von  x:  (A  —  a)  -{-  (B  —  b)a 
+  (C —  c)ä*  -|-  •  •  •  =  0,  also  nach  dem  vorigen  §.  A  —  a  =  0, 
B  —  6  =  0,  C — c  =  0  u.  s.  w.,  d.  i.  -4  =  a,  J5='6,  C=c 
etc.     Eben  so  folgt  auch  aus  der  Gleichung  A^x-{-A^xhf 

-f--4,«y'  +  -*«  =  «iÄ?  +  a2Ä*y -|-öa^*"l"*'»  sofort  A|=a|, 
A2  =  a^9  -4,  =  a„  u.  s.  w. 

A  n  m  e  r  k.  Dieser  hier  yorgetragcne  Lehrsatz ,  nnter  dem  Namen  des 
Satzes  oder  der  Methode  der  unbestimmten  Coeffi- 
cienten bekannt,  ist  der  fruchtbarste  und  wichtigste  Satz  ftr  die 
gesammte  höhere  Analysis. 


§.  IIS.  Lehrsatz.  Werden  2  oder  mehrere  Func- 
tionen von  der  genannten  Form :  A  +  -B^  +  Ca*  +  .  .  • 
a)  zusammen  addirt  oder  von  einander  abgezogen,  b)  zu- 
sammen multiplicirty  c)  durch  einander  dividirt,  oder  wird 
eine  solche  Function  d)  zu  was  immer  für  ganze  oder  ge- 
brochene, positive  oder  negative  Potenzen  erhoben;  so  ist 
das  Resultat  immer  wieder  eine  Function  von  der  nämlichen 
(hier  angeführten)  Form. 

a)  Denn  man  erhält  durch  Addition  und  Subtraction  der 

beiden  Functionen -4 -|- -B^  +  ^•^*+**  'Mid  a  +  i^  +  c«*+-*« 
sofort:  (Azt:a)-]-{B±b)a-{-{C±c)a!^'^-,,.f  ein  Ergeb- 
niss,  welches  in  der  That  dieselbe  Form  a  +  ß  j?  +  ya?*  + . . . 
besitzt. 

4)  Durch  Multiplication  dieser  beiden  Functionen  er- 
hält man:  Aa  +  (Ba  +  Ab) as  +  (Ca  +  Bb  +  Ac)  a*  +  . . ., 
welches  Product  abermals  von  der  besagten  Form  a-}-  ßa 
4"  y^*  +  . . .  ist  *). 

c)  Die  Einheit  durch  die  Functionsreihe  a  -|-  6^  +  ex* + •  •  • 
dividirt,  gibt  nach  der  Natur  der  Division  einen  Quotienten 
von  der  Form  jo  +  9*  ■+"  ^^*  +  •  •  •    Nun  ist  aber 

(A  +  Ba-^Cx*  -i-...):(a  +  ba  +  cx*  +  ...) 
=  (A  +  Bx'^Cx*-^...)[l:{a  +  ba  +  €X*  +  .. .)] 
=  (A  +  Bx  +  Ca*  + . ,  .)(p  +  qx  +  ra*  +  . . .), 
also  endlich  wegen  b)  der  Form  nach  =  a  +  ß^  +  y^*  +  •  •  • 

d)  Für  einen  ganzen  positiven  Exponenten  n  folgt  die 
Richtigkeit  der  Gleichung  (m)  {A  +  Bx +Cx*  +  ..  .y  = 
« -}-  j3d?  +  y**  +  •  •  •  unmittelbar  aus  6).  Für  einen  nega- 
tiven Exponenten  hat  man  dann :  (-4  -|-  Bx  +  Cx*  +  •  •  •>)"* 
-1:(A+Bx  +  Cx*+  ...y=:l:(a  +  ßx  +  yx*+...) 
=p  +  }^  +  rx*  + . . .  (c).     Endlich   ist ,    wenn  man   beide 

Theile  der  Gleichung  (m)  zur  Potenz  —  erhebt: 


n 
m 


(a  + /3a? +  yÄ?* +  ...)* 
=  (A+Bx+Cx*  +  ...)^  =  a  +  bx  + ex* -]-..., 


*)  Man  sieht  leicht,  dass  sich  der  in  d)  und  b)  gcftlhrtc  Beweis  auf  jc4e 
beliebige  Anzahl  von  Functionen,  welche  die  nämliche  Foi*ni  besitzen, 
aasdehnen  lässt 

5» 


weil   nämlich  m  eine  ganze  Zahl   ist ;   dabei  kann  auch  m, 

Hl 

folglich  der  Exponent  —  negativ  sein. 


Zweites  CapiteL 

AUgenneine  Gesetze  ftir  die  Multiplication  der  Func- 
tionsreihen ;  polynomischer  und  binomischer  Lehrsatz« 

Multiplication  der  Functionsreihen. 

§.  114.    Für  die  folgenden  Entwicklungen  soll  die  all- 
gemeine Functionsreihe  (§.  104)  durch 

A^  +  A^x  +  A^x*  +  ...  +  Anaf^^  +, 
also  durch  die  d^m  Buchstaben  A  angehängten  Zeiger  1, 
2 ,  3 ,  ...  zugleich  die  Stelle  bezeichnet  werden  j  die  jeder 
Coefficient  in  der  Reihe  einnimmt.  Diese  vorausgesetzt,  er- 
hält man  durch  die  Multiplication  der  beiden  Functions- 
reihen 

{A^  +  A^x  4-  A^x^  +  . . .  +  Anä^^  +  •  • .)  und 

ganz  einfach  das  Product: 

AnOi 

-4,  Ol]  A-«a, 


mH — 1  A 
*M/  ^^  •  •  ■  f 


A^On^ 
A^On 

in  welchem  sich  hinsichtlich  der  Bildung  der  einzelnen  Glie- 
der folgende  Oesetze  aussprechen: 

1.  Die  Summe  der  Zeiger  der  mit  einander  multiplicirten 
Coefficienten  ist  im  1.  Oliede  =2,  gleich  der  Anzahl 
der  zusammen  multiplicirten  Functionsreihen. 

2.  In  jedem  folgenden  Gliede  wächst  diese  Summe  um  eine 
Einheit,  und  ist   in   den    sämmtlichen    Partialproducten, 


die  zusammen  einen  Coefficienten  ausmachen,  durchaus 
die  nämliche;  so  ist  diese  im  2.  Coefficienten  durchaus 
=  3,  im  3.  =  4  u.  s.  w. ,   im  rf^  Coefficienten  =  » -f- 1 

=  2-f(n-l). 

3.  Jede  dieser   Summen  erscheint  so  oft  als  mOglich  in  2 

Theile  zerlegt ,  wobei  die  Elemente  jeder  Complexion 
auch  noch  permutirt  sind,  so,  dass  also  die  Zeiger  die 
2.  Classe  der  Variationen  zu  bestimmten  Summen  bilden. 

4.  Die  Anzahl  der  Theile  oder  Partialproducte  der  auf  ein- 
ander folgenden  Coefficienten  correspondirt  mit  den  Glie- 
dern der  Reihe:  1,  2,  3,  ...  n,  so,  dass  das  3.  Glied 
aus  3,  das  n.  Glied  aus  n  Theilen  u.  s.  w.  besteht. 

5.  Die  Exponenten  von  a  bilden  dasselbe  Gesetz  wie  in  den 
ursprünglichen  Reihen  (§.  113,  6). 

Um  also  irgend  ein ,  z.  B.  das  5.  Glied  dieses  Prodnctes  zu  ent- 
wieki^ln ,  wird  man  die  zweite  Classe  der  Variationen  zur  Summe 
2+5— la- 6,  d.  i.  51,  42,  33,  24,  15  bilden,  in  allen  diesen  Com- 
plezionen  die  ersten  Zahlen  links  ftr  die  Zeiger  von  A^  nnd  die  fol- 
genden für  jene  von  a  (oder  amgekehrt)  gelten  lassen,  und  sofort  als 
5tefl  Glied  erhalten: 

{A^a^-\-A^a^  +  ^03  +  ^1,0^  +  -4,  a,)  ar*. 

§.  115.    Wird   das  vorige  Product  noch   mit  der  3ten 
Functionsreihe  a^  +  ^^  4"  <h^^  "h  •  •  •  multiplicirt,  so  erhält 
man,  mit  Anwendung  der  eben   ausgesprochenen   Gesetze, 
für  das  Product  der  3  Functionen 
{A^  +  -^^1^  +  •  •  •)  (^  +  ^2^  +■•••)(*!  +  *j^  +  •  •  •)  sofort: 


^2«! 


-^1  ö^i  «1  +  ^i  "a 


A^  «1  jaj 


+ 


■*  X    "Y"  •  •  ") 


a« 


A^a^ 

m  welchem  man  wieder  ohne  Schwierigkeit  (wenn  man  sich 
noch  die  angezeigten  Multiplicationen  mit  »i ,  ot,,  ...  aus- 
geflüirt  denkt)  folgende,  mit  jenen  des  vorigen  §.  analoge, 
tiesetze  erkennt: 

1.  Im  1.  Gliede  ist  die  Summe  der  Zeiger  gleich  der  Anzahl 
der  zusammen  multiplicirten  Functionsreihen  (==3). 
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2.  Diese  Summe  nimmt  in  jedem  folgenden  Glied  um  Eins 
zu,  ist  also  im  2.  Glied  =4,  im  3.  =5  u.  s.  w.,  im 
n.  Glied  =n  +  2  =  3 +  (w— !)• 

3.  Jede  dieser  Summen  erscheint  so  oft  als  möglich  in 
3  Theile  zerlegt ,  oder  es  bilden,  da  auch  alle  Permuta- 
tionen vorkommen,  die  Zeiger  der  einzelnen  Coefficien- 
tcn  die  3.  Variationsciasse  zu  den  Summen  3,  4,  5  u«  s.  w. 

4.  Die  Anzahl  der  Theile  oder  Partialproducte,  aus  welchen 
jeder  der  auf  einander  folgenden  Coefficienten  zusam- 
mengesetzt ist,   wird  durch  die  correspondirenden  Glie- 

der  der  Reihe  1,  3,  6,  10,  . . .  ,  welche   durch 

1.2 

successivcs    Summiren   der    Glieder   der   vorigen   ßeihe 
1,  2,  3,  ...  n  entsteht,  ausgedrückt. 

5.  Die  Exponenten  von  a  befolgen  wieder  das  ursprOng- 
liche  Gesetz. 

Es  kann  demnach  auch  hier  sehr  leicht  jedes  Glied  des  Productet 
unabhängig  von  allen  übrigen  gebildet  werden.  So  ist  z.  B.  f&r  das 
5.  Glied  die  Summe  der  Zeiger  =3-}~S  —  1  =7,  und  f&r  diese  Summe 
die  8.  Variationsclasse :  511,  421,  331,  241,  151,  412,  322,  232,  142, 
313,  223,  133,  214,  124,  115,  wobei  die  Anzahl  der  Theile  oder  Gom- 
plexionen  in  der  That  auch  mit  dem  correspondirenden  5.  Glied  15  der 
hier  geltenden  Voriiicationsrcihe  (die  uns  hier  Yoriftnfig  nur  als  ein  me- 
chanisches Hilfsmittel  dienen  soll) :  1,  3,  6,  10,  15,  21  n.  8.  w.  Ilber- 
cinstimmt 

Dieses  5.  Glied  ist  demnach  t 

welches  indess,  in  der  Form  der  erstem  Glieder  des  obigen  Schemas 
dargestellt,  iUr  die  Anwendung  auf  gegebene  Zahlenbeispiele  beque- 
mer ist. 

§.  116.  Wird  das  vorige  Product  abermals  mit  einer 
Functionsreihe  ä^  4*  ^l,^  +  St»^*  +  •  •  •  multiplicirt ,  so  er- 
hält man  für  das  Product  von  4  solchen  Reihen  genau  wie- 
der die  mit  obigen  analogen  Gesetze:  die  Summe  der  Zei- 
ger ist  im  n.  Gliede  =4  +  (w  —  l)  =  n-|-3;  die  Zeiger 
selbst  bilden  die  4.  Variationsclasse  zu  dieser  jedesmaligen 
Summe;  die  Anzahl  der  Theile  in  jedem  einzelnen  Coeffi- 
cienten stimmt  mit  dem  gleichnamigen  Gliede  der  Verifica- 


tionsreilie   1,  4,  10,  20,  . .  .  — ,  die  wieder  auf 

'      '         '  1.2.8        ' 

dieselbe  Weise  aus  jener  des  vorigen  §.  wie  diese  letztere 
aus  der  ihr  vorausgehenden  (§.  114),  d.  i.  durch  successives 
Summiren  der  Glieder  der  Heihen  1,  3,  6,  10,  ...  entsteht, 
überein« 

§•  IIT  Da  sich  nun  diese  Gesetze  fortwährend  wie- 
derholen und  für  m  4~  1  solcher  Functionsreihen  als  giltig 
erweisen,  wenn  man  sie  fbr  m  Functionen  als  richtig  an- 
nimmt ;  80  kann  jetzt  ohne  Schwierigkeit  au;  dem  Producte 
jeder  beliebigen  Anzahl  von  dergleichen  Functionsreihen  je- 
des beliebige  Glied  gebildet  werden. 

Um  dieses  durch  ein  Beispiel  nachzuweisen,   wollen  wir  setzen,   es 
sei  ans  dem  Prodncte  der  4  Functionen: 

1  —  »x+Sa:»— -4x3-1«...,     i-j-x  — ar*  — ars  +  ar*  +  ..., 
2  +  3ar  +  x*-f-2x5  +  2z*  +  ...,     3— x  — 8x«  — 2x3  — 4x*  — .. . 
das  3.  Glied  zu  hesdmmen.    Bildet  man  sonach  die  4.  Variationsclfisse 
zur  Summe  4  +  8  — 1»6,  so  erhftlt  man:    3111,  2211,  1311,  2121, 
1221,  1131,  2112,  1212,  1122,  1113,    also  im  Ganzen  10  Complexio- 
neu,  welche  Zahl  auch  in  der  That  mit  dem  8.  Glied  der  hieher  gehö- 
rigen Verificationsreihe  1,  4,  10,  ...  abereinstimmt    LAsst  man  femer 
In   diesen   Complexionen   die   ersten   Zahlen   links   Air  die  Zeiger  der 
Coeffidenten  der  1.  Function,   die  folgenden  Ar  jene  der  Coefficienten 
in  der  2.  Function  u.  s.  w.  gelten,   oder   schreibt  man,   was   ftr   die 
Bechnung  bequemer  und  kttrzer  ist,   diesen  C!oefficienten ,   übereinstim- 
mend mit  der  Darstellung  in  §§.  114  und  115,  auf  folgende  Art: 
[{31  +  22  +  13)  1  +  (21  -f  12)  2  +  (11)  3]  1 

+  [(21  +  12)  1  +  (11)  2]  2  -h  [(11)  1]  3  ; 
SO  eihilt  man  nach  gehöriger  Substitution  und  Beduction  ganz  einfach 
ftr  das  verlangte  3.  Glied :  —  13x^. 

Anmerk.    Sind  die  Functionsreihen  von  der  Form 

Ag  X»  -|-  Ä^  x*»+«»  +  . . .  f 
so  darf  man  nur  x"*  =  y  setzen,   um  diese  wieder  auf  die  hier  Tor- 

ausgesetzte  Form  zu  bringen;  denn  man  erhftlt  dadurch: 

n 

Polynomischer  Lehrsatz. 

§.  118.  Setzt  man  in  der  Entwicklung  von  §.  114 
a|=^,  (i^=zA^f  ...  0»  =  ^»;  80  erhalt  man  nach  einer 
einfachen  Beduction  für  die  2.  Potenz  eines  Polynoms: 


(Ji  +  A^a  -f-  A^j;*  +  ...)*  =  ^?  +  2A,A^a 

wobei  also  wieder  dieeelben  Gesetze  wie  im  angeführten  §., 
jedoch  mit  einiger  Vereinfachung  gelten.  Um  hier  z.  B. 
das  7.  Glied  ausser  der  Reihe  zu  entwickeln ,  wird  man 
bloss  die  2.  Combinationsclasse  zur  Summe  2  +  7  — 1=8 
bilden,  und  jede  Complexion  (welche  sofort  die  Zeigo*  des 
Buchstaben  A  geben)  mit  einer  Zahl  (welche  den  betreffen- 
den Coefficienten  liefert)  versehen,  welche  anzeigt ,  wie  oft 
sich  die  Elemente  dieser  Complcxion  permutiren  Itussen.  Man 
erhält  dadurch  die  4  Complexionen :  71,  62,  53,  44,  zu  de- 
nen der  Reihe  nach  die  Permutationszahlen  2,  2,  2,  1  kom- 
men, deren  Summe  7  (welche  an  die  Stelle  der  Summe  der 
Partialproducte  in  §.  114  tritt)  wieder  mit  dem  7.  Glied  der 
hieher  gehörigen  Yerificationsreihe  1,  2,  3,  .  .  .  überein- 
stimmt; es  ist  also  das  verlangte  7.  Glied: 

(2A,  A^  +  2^-4.  +  2.4,  A^  +  Al)a:\ 

§.  lld.  Setzt  man  eben  so  in  §.  115  a|=a|=^|, 
a,  =  o,  =  ^2  u.  8.  f  1 ;  so  erhält  man  für  die  3.  Potenz  eines 
Polynoms : 

(A,+A^x  +  A^a:^  +  ...y  =  A\+SA]A^a^ 

+  (äA]A^  +  äA^ADa^  +  i3A\A^  +  GA^A^A^  +Al)a^  +  ... 

dabei  bilden  die  Zeiger  im  1.,  2.,  •  • .  n.  Glied  die  3.  Com- 
biuationdclasse  zur  Summe  4,  5,  ...  3  +  n — l=n-}-2, 
und  die  Coefficienten  die  zugehörigen  Peimutationszahlen. 

Um  also  hier  z.  B.  das  6.  Glied  sa  bilden,  hat  man  als  Snmme  der 
Zeiger:  3  +  6  —  1^8,  und  daf&r:  611,  521,  4dl,  422,  332,  welchen 
Complexionen  beziehungsweise  die  Permutadonszahlen  3,  6,  6,  3,  3 
(deren  Summe  21  sofort  wieder  mit  dem  6.  Gliede  der  hieher  gehörigen 
Verificationsröihe  1,  3,  6,  10,  ...  übereinstimmt)  zukommen,  so,  dass 
man  endlich  f&r  das  6.  Glied  den  Ausdruck  erh&lt: 

§.  120.  Bildet  man  nun  nach  dem  nämlichen  Gesetze 
die  n.  Potenz  des  Polynoms  oder  der  Functionsreihe,  in- 
dem man  nach  und  nach  die  Zahlen  n,  n-|-l,  n4'2,  ... 
als  Summen  der  Zeiger  im  1.,  2.,  3.  Glied  etc.  so  oft  als 


n 

möglich  in  n  Theile  ohne  Wiederholung  zerlegt,  jeder  so 
gebildeten  Complexion  die  zugehörige  Pennutatiouszahl  bei- 
fügt, und  endlich  aus  diesen  Elementen  auf  die  vorige  Weise 
die  Glieder  zusammensetzt ;  so  erhält  man  nachstehende, 
unter  dem  Namen  des  polynomischen  Lehrsatzes 
bekannte  Entwicklung: 

=  A;  -\-nA''-^A^x  +  \nA'-^A,+'^^^A'-*A{\a;* 

+  [»Ar-'A,  +  n(n-l)Ar-'A,A,  +±^A'r'A{\x'  + . . . 

welche  nicht  nur  a)  für  jeden  ganzen  positiven,  son- 
dern auch  /3)  für  negative  und  y)  gebrochene  Expo- 
nenten gilt,  wie  wir  in  den  nächsten  §§•  erweisen  werden. 

§•  121.  a)  Multiplicirt  man  beide  Theile  der  vorigen 
Gleichung  mit  dem  Polynom  -4^  -|-  A^a  +  A^a^  +  •  •  •*  wel- 
ches Kürze  halber  durch  P  bezeichnet  werden  soll;  so  er- 
hält man  ganz  einfach : 

P-H-i  =  ^H-i  -f-  (n  +  l)A'lA^a 

+  [(n  + 1)  ^»^ + ^?^±^  ^r^^j^^^ 

ein  Besultat,  welches  auch  unmittelbar  aus  der  vorigen 
Entwicklung  (§.  120)  hervorgeht,  wenn  man  darin  n  +  1 
statt  n  schreibt:  gilt  demnach  diese  genannte  Entwicklung 
für  irgend  einen  ganzen,  positiven  Exponenten  n,  so  gilt  sie 
auch  für  den  nächst  folgenden  um  eine  Einheit  grossem 
n-\-l;  da  nun  aber  diese  Entwicklung  (§.  119)  fhr  n  =  3 
gilt,  so  gilt  sie  auch  für  3  +  1=4,  und  da  sie  sonach  für 
«  =  4  gilt,  wieder  für  4-|-l  =  5  u.  s.  w.,  also  allgemein 
für  jeden  ganzen,  positiven  Exponenten  n. 

§.  122.  ß)  Bezeichnet  man  Kürze  halber  die  Coeffi- 
cienten  der  Entwicklung  §.  120  durch  -B^,  5^,  .  . .,  setzt 
nämlich  i'»  =  5,  +  B^x  +  . . . ;  so  ist 

P—  =  1 :  P»  =  1 :  (j5^  +  Ä,Ä?  +  J9,Ä?«  +  . . .) 


wo  also  7^9  T,,  . . .  die  zu  bestimmenden  Coefficienten  sind 
Multiplicirt  man  zu  diesem  Ende  die  letzte  Gleichung  mit 
dem  Nenner  oder  Divisor  B^-^ B^a -^^ ...,  so  erhält  man 
(§.114): 

+  (T,B,  +  T^B^  +  T,B,)x'  + . . ., 
und  daraus  nach  §.  111  (oder  112),  wenn  man  für  Bi,  B^, . . • 
die  Werthe  aus  §.  120  herstellt: 

7;5,=1,  also    r,  =1:5,  =1:^"=^7»; 
T^B^  +  T^B^  =  0,  also    Tt  =  —  T^B^'.Bi=  —  nA^-^Ä^; 
T,  =  (-T,B^-T,B,):B, 

es  ist  also 

woraus  sofort  folgt,  dass  die  obige  Entwicklung  §.  120  auch 
ftir  negative  Exponenten  gilt. 

§.  123.    y)  Sei  endlich  der  Potenzexponent  =— ,   wo 

VW 

n    und    m    ganze    Zahlen    sein    sollen ;     so    hat    man    f&r 

i^  =  r,  +  3;«  +  T^x*  +  ...(§.  113,  d) ,  wenn  die  Glei- 
chung zur  m.  Potenz  erhoben  wird; 

P«^  (7;  +  Tjar  +  T;«*  -}- . .  .)•»,  d.  i.  (§.  120): 
A\  -f  nAx-^A^x  -\-...  —  Tf-{-  mT^-^T^x  +  . . . 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  nach  §.  112: 


^-\ 


T^  =  A\    oder     T,  =^«, 
mT^^T^  =  nA'r^A^   oder    r,=-^«   "^,  u.  8.w, 

ftl 

SO 9  dass  man  also  erhält: 

ü         —  ——1 

P'»  =  ^T  +  -^7    A^x 


+ 


wodurch  sofort  der  Beweis  hergestellt  ist,  dass  die  besagte 
Entwickelung  in  §.  120  auch  für  gebrochene  Exponen- 
ten,  die  übrigens  (da,  nach  §.  122,  n  oder  m  auch  negativ 
sein  darf)  positiv  oder  negativ  sein  können,  gilt. 

An  merk.  Diese  Entwickelung  (§.  120)  oder  der  polynomische  Lehr- 
satz gilt  übrigens  nicht  bloss  fUr  rationale,  sondern  (wie  wir 
Im  §.  131  sehen  werden)  auch  filr  irrationale  und  selbst  ima- 
ginäre Exponenten. 

Zar  Uebang  entwickle  man  (1  —  2j?  -f-  ar'  -*  Sx")^  vollstän- 
dig und  von  (1  — 2x*4-3ar«  — 4x«-f-x*)*  d*«  7.  Glied.  Man 
erhält  beziehungsweise: 

1  —  Sa:  +  28x*  —  68x«  +  142z*  —  236*»  +  322x*  ^  404ar» 
+  397x'— 336x»  +  270x'*  — 108x"+81z"  and  1208a:**»). 

Binomischer  Lehrsatz. 

§.  124.  Aus  der  Entwickelung  des  §.  120  folgt  als 
apecieller  Fall  für  ^,  =  ^^  =  etc.  =  0,  wenn  man  noch  zur 
groseem  Einfachheit  ^j  =  a  und  A^x  =  b  setzt ,  die  unter 
der  Benennung  des  binomischen  Lehrsatzes  bekannte  Ent- 
wickelung : 

n(n-l)(n-2) 
'  1.2.3  '  • 

welche  also  ebenfalls  für  ganze ,  gebrochene ,  positive  und 
negative  Werthe  von  n  gilt. 

Anmerkung.  Der  Kürze  wegen  werden  wir  in  der  Folge  die 
Binominalcoefficien  ten,  das  ist  y»  ""^ — 5T^'  •  *  * 
«  (it  —  1) . . .  (n  —  m  -|-  1) 


(:) 


1.2... 

bezeichnen. 


der  ßeihe  nach,   durch 


(i).  (a)...- 


§.  125.  Von  den  Gesetzen,  welche  in  dieser  Entwi- 
ckelung Statt  finden,  führen  wir  hier,  als  die  fbr  uns  wich- 
tigsten, nur  folgende  an:  1)  für  ganze,  positive  Expo- 
nenten n  bricht  die  Reihe  ab  und  schliesst  mit  dem  n  -{- 1. 
Glied.    2)  In   diesem   Falle   besitzen  je   2  von  den  beiden 

*)  Man  sehe  I.  S.  28. 


äussern  gleich  weit^  abstehende  Glieder  einerlei  Coeffi- 
cienten  und  die  Exponenten  von  a  und  b  sind  bloss  unter 
einander  verwechselt.  3)  Für  negative  und  gebro- 
chene Exponenten  n  geht  die  Reihe  oder  Entwickeluug 
ohne  Ende  fort. 

Denn  das  Abbrechen  der  genannten  Reihe  hftng^  offenbar  bloss  von 
dem  Null  werden  eines  der  Schlnssfactoren  n  —  1,  n— 2,  n*~«3  a.  s.w. 
ab ;  setzt  man  daher  den  8chlus«fieu;tor  des  m  -f>  S.  Gliedes ,  d.  L  it  —  m 
Null,  80  hat  man  als  Bedingungsgleichting  ftür  das  Abbrechen  der  obi- 
gen Reihe :  n  -^  m  =*■  0 ,  und  daraus  m^^Uj  so,  dass  also  (da  m  seiner 
Natur  nach  nur  ganz  und  positiv  sein  kann)  Ar  ganze,  positire  Werthe 
von  a,  das  m -f- 2.  =  n 4~ 2.  Glied  zuerst  verschwindet,  und  sonach  (da 
dieser  Factor  n  —  m  nun  auch  in  allen  folgenden  Gliedern  erscheint) 
die  Reihe  mit  dem  n-{~l«  Gliede  abbricht;  dagegen  Ar  negattve  oder 
gebrochene  Werthe  von  a,  woAr  diese  Bedingungsgleichung  n*-^«-»0 
gar  nicht  bestehen  kann,  die  Reihe  ohne  Ende  fortl&oft. 

Femer  ist  das  m-f-  1.  Glied  vom  entoi  g^ezählt 

1    .    2     .      d      .      .      .     m  ' 

und  das  m+  1*  Glied  vom  letzten  gez&hlt,   welches  sofort   vom  ersten 
an  gerechnet,  das  n—'m-\'  1.  bildet 

_n(n— l)...(m+2)(m+l)     ^^^.^ 
1  .  2  .  .  .  (n  —  m  —  1)  C«  —  n») 

«(w—  1)  ...  (n — w-j-l)  (w  — m)  (n^m^  l)...(m4-  2)  (m-f-l) 
"°  1  .  2     .     ,     .     la  (w+U     (»«-|-2)  .  .  .  (n-m-l)  (n  —  m) 

_  n  (n  —  1) . . .  (/t  ^  w  +  1)  ^^ 
1*2     •     •     •      fn 
wodurch  auch  das  zweite  Gesetz  bewiesen  ist. 

§.  126.    Für  einen  ganzen  positiven  Exponenten  n  folgt 
also  nach  dem  vorigen  §. : 

(a  4-  *)-=  0»+  (?)  a-»6  +  (2)  a-»Ä«  +  . . . 

+  («)««i-« +(;;)«&— +  6-, 

oder,  wenn  man  in  dieser  Reihe  das  1.  und  letzte,  2.  und 
vorletzte  Glied  u.  s.  w.  zusammennimmt,  auch: 

(1)     (<«  -I-  6)*  =  (o"  +  6")  +  (';)  ab  (o— »  +  6—») 

+  (;)  a»6»(««-  +  i— )  +  (a)  «*&»(«—  +  6—)  +  . .. 


dabc'i  ist,  wie  mftn  aus  dem  allgemeinen  Gliede 

findet,  das  letsste  Glied,  ftLr  n  gerad  (damantn  =  ~  setzen 
und  von  dem  Resultat  die  Hälfte  nehmen  muss): 

n(n-l)...(f +  l)    »    . 

a  6 

1        2  - 

1   .   ^  .   .   .        - 

M   -        1 

und  für  n  ungerad  (indem  man  m  = zu  setzen  hat) : 

n(n— 1)...(!4^)  1L=1  »zl 

r^zrrr«     *     («  +  fc)- 


.2...(^) 


§.  127.  Wir  wollen  nun  in  dieser  Entwickelung 
a-f^=y  setzen,  und  sofort  auch  die  Binome  des  zweiten 
Theils :  a"  +  fc"  ,  a*~*  +  ^"^^  •  •  •  >  durch  y  auszudrücken 
suchen,  dabei  aber,  um  nur  mehr  den  Gang  der  Rechnung 
anzuzeigen,  nie  weiter  als  bis  zu  dem  Binome  a*"'-]-^''"^ 
gehen ,  und  sonach  die  folgenden  a*"^  +  ^*"®  ^-  s-  w.  aus- 
lassen. Diess  vorausgesetzt,  setze  man,  da  die  spätem  Bi- 
nome zuerst  bestimmt  werden  müssen,  in  der  genannten 
Entwickelung  (1)  n  —  6  statt  n\  so  erhält  man: 

yn-6 -- '^n-e  _j_  Jii-6 

(wo  man  stehen  bleiben  muss,  indem  im  folgenden  Gliede 
schon  das  Binom  a""^  +  i*^  vorkäme),  wodurch  nun  schon 
das  Binom  a*~^  +  6*"^,  welches  das  letzte  in  unserer  Reihe 
bilden  soll,  bestimmt  ist. 

Setzt  man  femer  in  (1)  n  —  4  statt  n,   so  erhält  man: 
y^^  =  (a«-*  +  J«-*)  +  (tj  —  4)  ah  (a— «  +  i"-«), 

und  daraus,  wenn  gleich  für  das  letzte  Binom  der  eben  ge- 
fimdene  Werth  substituirt  wird: 

a"-^  -f  V"^  =  y*~*  —  (n  —  4)  aiy»-«. 

Eben  so  folgt,   wenn  oben  n  —  2  statt  n  gesetzt  wird: 


y«^  =  (a— »  4-  i^>)  +  (n  —  2)  ab  (O^  +  i*"*) 

und   daraus   erhält  man,    nach   gehöriger   SubstitutioD   der 
bereits  gefundenen  Werthe  und  der  einfachen  Keduction: 

ö»-*  +  l/^^  =  y^  —  (n  —  2)  afty»-* 

(n  — 2)(n-5)     , 

Lässt  man  endlich  in  (1)  n  ungeändert,  bestimmt  dar- 
aus d^  -{-l^  ^  indem  man  fbr  die  bereits  durch  y  ausge- 
drückten Binome  substituirt ;  so  erhält  man,  wenn  man  zu- 
gleich die  Entwickelung  so  weit  hersetzt,  wie  sie  erhalten 
wird,  wenn  man  nicht  mit  dem  Binome  a"~^  -f- 1*~*,  son- 
dern erst  mit  jenem  a*^*^  +  ft*~*^  überall  abbricht  *) : 

(a)r    a«  +  Ä^==y»  — naftjr-*  +  ^^^^^a*6V*^ 

_  «(n-4)(n-5)    ^  „(„-,5)(n-6)  (n- 7) 

1.2.8  ^  '1.2.3.4  ^ 

„(„«6)(n  — 7)(n-8)(«  — 9)  ^jq 


I 


a'&'y«-^°  +  -.., 


wobei  also  a-{-ft  =  y  und  n  eine  ganze,  positive  Zahl 
ist.  Aus  den  leicht  (nach  jenen  in  §.  126)  zu  bildenden 
letzten  Gliedern  folgt,  dass  diese  Reihe  immer  nur  so  weit 
fortgesetzt  werden  darf,  bis  y  den  Exponenten  0  oder  1  er- 
hält (die  Entwickelung  hat  nämlich,  je  nachdem  n  gerad 

fi  n  -4-  1 

oder  ungerad  ist,  —  + 1  oder  Glieder). 

§.  128.  Aus  der  Ableitungsart  (§.  124)  folgt,  dass 
das  Binomialtheorem  fttr  jeden  rationalen  Exponenten  Gil- 
tigkeit  habe;  um  diese  aber  auch,  des  künftigen  Gebrau- 
ches willen,  für  irrationale,  ja  selbst  imaginäre  Ex- 
ponenten zu  erweisen,   behandeln  wir  in  der  nachstehenden 


*)  Eine  dem  AnfUngcr,    der   dankbaren   Rcductiunen  wegen,    sehr  ein- 
pfeblenswerthe  Uobnng. 
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directen  Ableitung  dieses  Satzes,  den  Exponenten  voUkom- 
men  als  variable  Grosse« 

§.  129.  Man  setze  (1)  (1  + ;»)»  =  1  +  -dj^»  +  A^a^  + . . . 
-]--4»j!* -|- ...,  wobei  A^,  -4,, .••  von  a  unabhängige  Coef- 
ficienten,  also  offenbar  gewisse  (eben  zu  bestimmende)  Func- 
tionen vom  Exponenten  y  sind.  Lässt  man  x  um  die  ganz 
willkürliche  GrOsse  z  zunehmen,  so  erhalt  man  auch: 

(2)  il-\-:c  +  zy  =  l+A,{z-\-z)-\-A,(w  +  zy  +  ,.. 

+  Anix  +  z)' -\- . . . 

X 

Setzt  man  femer  in  (1)  —  statt  a,  so  folgt,  wenn  man 

z 

gleich  durchaus  mit  dem  Nenner  g^  multiplicirt  und  hierauf 
z  in  z-^-l  übergehen  lässt : 

(3)  {l+z  +  a^y=(l  +  zy+A,(l  +  zy-^a: 

+  A^{l+zy^^x*  +  ...'\-An(l  +  z)i^af'  +  ... 

Aus  (1)  folgt  aber,  da  -4|,  A^f.  nur  vom  Exponenten 
abhängen:  (1 +z)9  =1 +A^z  +  A^z^  +  ... ,  (l+;j)i^i 
=^1+B,z  +  B^z^  +  ...,  (i+zy-^  =  l+C,z  +  C^z^  +  ... 
etc.,  (1+^)»— -*  =  l  +  ifi-?  +  Jlf,^«  +  ...,  (1+^)«^ 
=  1  +  iVj;?  +  Ajjer*  -{••••>  «<>  f  dass  man  also  die  Coeffi- 
cienten  jBj,  C^,...  N^  aus  A^,  jene  5„  C,, ...  N^  aus  A^ 
Q.  8.  w.  erhält,  indem  man  beziehungsweise  in  A^j  A^^... 
An  (als  Functionen  von  y)  der  Reihe  nach  y  —  1,  y  —  2,... 
y  —  n  setzt.  Werden  diese  Werthe  in  (3)  substituirt,  hier- 
auf die  Entwickelungen  (2)  und  (3)  (als  identische  Ausdrücke) 
emander  gleichgesetzt,  und  zugleich  in  (2)  von  den  Poten- 
zen (die  man,  weil  die  Exponenten  ganze  Zahlen  sind,  als 
bekannt  voraussetzen  darf)  nur  überall  die  beiden  ersten 
Glieder,  als  für  unsem  Zweck  hinreichend,  entwickelt;  so 
erhalt  man  die  Gleichung: 

-|-  A^z  +  2A^xz  +  8A^a*z  -{-•..  +  nAnOl^h  +  •  • . 

=  l  +  A^z  +  A^z^  +  ...  +  A^a(l+JB^z  +  B^z*  +  ...) 

i'A^a:*{l  +  C^z+C^z*  +  ...)'^.,. 

+  A^ix--^  (1  +  M,z  +  M^z*  -f . . .), 

und  daraus,  nach  §.  112  (da  A^^  A^,...  j?i,  B^y...  etc. 


von  «  luicl  z  unabhängig  sind):  2^=^j5j,  &A^'=  A^C^ 
II.  8.  w.y  nAn=^An^\M^^  woraus  man  der  Ueihc  nach 

*  1.2'  •  1.2.8  ' 

und  dieses  Gesetz  für  An^\  als  giltig  angenonmien,  also 

""■*         1  .  2.8...(«— l) 

gesetzt 9  aus  der  letzten  Gleichung: 

•"II  —  '  ■  ■ ' 

1.2.3  ...  fi 

(wodurch  die  Allgemeingiltigkeit  dieses  Gesetzes  erwiesen 
ist)  erhält.  —  Nach  dena,  was  vorhin  über  die  Bildung  der 
Coefficienten  B^y  Cj , .  * .  AT^  bemerkt  worden ,  würden  also 
die  sämmtlichen  Coefficienten  A^j  A^  . .,  An  gefunden  sein, 
wenn  jener  -4^  bekannt  wäre» 

§.  ISO.  Um  aber  diesen  ersten  Coefficienten  A^^  von 
welchem  alle  folgenden  abhängen,  zu  bestimmen,  setze  man 
(da  er  irgend  eine  Function  vom  Exponenten  y  sein  muss), 
A=?(y);  80  ist  (§•  129)  (l+a^y  =  l+a^tf(y)+... 
und    eben    so :     (1  +  ^)'  =  1  +  a^  (2:)  +  .  .  . ,    (1  +  ä')»+' 

=  l+^f(y  +  '^)  +  -'-  Nun  ist  aber  auch  (1  -f- «/"^' 
=  (l'\-ay  (i-^-a)*,  also,  wenn  man  substituirt: 

1  +  ^  ?  (y + ^)  +  •  •  •  =  [1  +  ^  ?  (y )  +  •  •  •]  [1 + «  ?  (-2)  + .  •  •] 

=  1  +  « [?  (y)  +  ?  (^)]  +  •  • . ; 

daraus  folgt  (§.  112) :  ?  (y  +  -?)  =  9  (y)  +  r  i^)-  ^^»^ 
Relation  gibt  ftir  z  =  y:  <f  (2y)  =  2!f  (y) ,  für  2  =  2t/: 
9(%)  =  ?(y)  +  ¥(2y)=%(y)»    ^^   ßo  allgemein:    f(»y) 

»x  (n  v)         <p  (y)  ---  r 

=  n9(y)    oder  ^ = ;    die    Function   y(y)   ist   dem- 

nach  so  beschaffen,  dass  der  Quotient  y(y):y  ungeändert 
bleibt,  wenn  man  statt  y  irgend  ein  Vielfaches  von  y  setzt ; 
diepe  ist  also  nothwendig  von  der  Form  Ay  ^  wo  A  eine 
constante  Grosse  bezeichnet.  Man  hat  demnach  (1  +  a^y 
=  1  -j-  Ay  .  ä:  +  .  .  .  ,  und  da  es  gleichgiltig  ist,  bei  wel- 
chem  AVerth  von  y  die  davon  unabhängige  Grösse  A  be- 
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stimmt  wird ,  so  setze  man  y  =  1 ;  dadurch  erhält  man : 
1 -}-*=  1 +-4^  + •  •  M  80>  dass  also  (§.  112)  -4  =  1,  folg- 
lich ^j  =  y  (y)  =  u4y  =  y  wird.  Mit  diesem  Werthe  von 
Jj=y  hat  man  daher  (§.  129)  ^^  =y  —  1,  Ci  =y  —  2,... 
itf^L  =  y  —  {n  —  1) ,  N^  =^f/  —  n  u.  s.  w. ,  also ,  wenn  man 
diese  Werthe  in  die  obigen  Ausdrucke  von  A^y  -4,,...  -4«, 
80  wie  dann  diese  CoefHcienten  in  der  Reihe  (1)  substituirt : 

y(y.^l)...(y^«+l) 
'1.2...»  '  * 

in  welcher  Entwickelung  nun  der  Exponent  durchaus  j  e- 
den  (sowohl  reellen  als  imaginären)  Werth  haben  kann. 

§.  131*  Zusatz.  Man  kann  jetzt  auch  der  Ent- 
wickelung in  §.  120  oder  dem  polynomischen  Lehrsatze 
dieselbe  Allgemeinheit  hinsichtlich  des  Exponenten  verschaf- 
fen ,  wenn  man  -4,  «  +  ^,  ^*  +  . . .  =  J?  setzt ,  wodurch 
die   Entwickelung   des   Polynoms  P^    in  jene   des   Binoms 

übergeht,  hierauf  die  Potenzen  £*,  £•,...  nach  §§.  118, 
119  etc.  (oder  §.  120,  wo  n  nur  ganze  Werthe  erhält),  ent- 
wickelt und  die  erhaltenen  Kesultate  gehörig  substituirt. 
Man  erhält  dadurch,  übereinstimmend  mit  §.  120: 

wobei  aber  nun  diese  Entwickelung  für  jeden  Exponen- 
ten gilt. 


Burg*»  Compendlnin  d.  hSh.  Math.  ^ 


Drittes  Capitel. 

Von   den   Grenzen  der  Functionen;   dem  unendlich 

Grossen  und  KleineiL 

Erklärungen. 

§.  1S2.  Nähert  sich  bei  der  steten  Zu-  oder  Abnahme 
der  veränderlichen  Grösse  die  davon  abhängige  Function 
immer  mehr  und  mehr  einer  bestimmten  Grösse,  ohne  diese 
jemals  überschreiten  zu  können ;  so  wird  diese  letztere  Grosse 
Grenze  (Umes)  der  Function  genannt. 

So  ist  z.  B. ,  wenn  x  fortwährend  wächst,  a  die  Grense  der  Func- 
tion y'^aziz'-  (was  man  jetzt  kurz  durch  Um,y^=>a  zu  bezeidmea 
pflegt);  die  Einheit  die  Grenze  der  Summe  der  unendlichen  Reihe: 
—  -j —  -|--.^..,a=rl  —  ^;  der  Kreisumfiing  die  Grenze  der  demsel- 

ben  ein-  und  umgeschriebenen  regelmässigen  Vielecke,  bei  fortwähren« 
der  Zunahme  der  Seitenzahl  u.  s.  w.  Eben  so  ist  bei  der  steten  Ab- 
nahme  des   numerischen   Werthes   von  x,    1   die  Grenze  der  Function 

y  ■-  '■  .■■    ,   welche  Grenze  «ie  tiberdiess  fltar  x  ■-■  0 ,   vollkommen  er- 

reicht. 

§.  ISS.  Von  einer  wachsenden  Grösse ,  deren  nume- 
rischer Werth  ins  Unbestimmte,  über  alle  angebbaren 
Grenzen  hinaus  zunimmt,  sagt  man,  sie  werde  unend- 
lich, oder  ihre  Grenze,  die  man  dann  durch  cx>  bezeich- 
net, sei  das  unendlich  Grosse.  Will  man  anzeigen, 
dass  u  bereits  grösser  als  jede  angebbare  Zahl  geworden 
sei;  so  schreibt  man:  u  =  oo.  (Da  jedoch  das  Unendliche 
nie  im  Sein,  sondern  nur  im  Werden  besteht,  so  schreibt 
man  auch  Zim.u  =  cx)). 

So  würde  z.  B.  in  der  ohne  Ende  fortlaufenden  Beihe :  1,8,3, 
4 , . . .  eines  der  spätesten  oder  letzten  Glieder  u:=x^c  sein. 

Eine  Grösse  kann  beständig,  d.  i.  ohne  Ende  zunehmen,  and 
gleichwohl  nicht  unendlich  werden,  sondern  an  eine  bestimmte  end- 
liche Grenze  gebunden  sein,  wie  im  obigen  Beispiele  (voriger  f.)  die 


Function  jr  =  a bei  der  fortwährenden  Zunahme  von  x,  oder  wte 

der  Umfang  nnd  die  FKU:he  eines  im  Kreise  beschriebenen  regelmAs^i- 
gen  Vieleckes  ohne  Ende  mit  der  Seitenzahl  zunehmen,  ohne  dass  sie 
jedodi  jemals  grOsser  als  der  Umihng  nnd  die  Fläche  des  Kreises  wer- 
den können.  Man  hat  daher  ein  Wachsen  ohne  Ende,  Ton  einem 
Wachsen  oder  Zunehmen  bis  ins  Unendlich«  an  nntencheideii. 

§.  lU.  Von  einer  Grösse,  deren  numerischer  Werth 
ins  Unbestimmte  abnimmt  und  dabei  kleiner  werden  kann 
als  jede  noch  so  kleine  angi'bbare  GrrOsse,  sagt  man,  sie 
werde  unendlich  klein  oder  habe  die  Null  zur  Grenze. 
—  Ist  a  eine  endliche,  u  eine  bis  ins  Unendliche  wachsende 
Grösse ;  so  kann  jede  unendlich  klein  werdende  Grösse  durch 

M  =:  ^  dargestellt   werden.     Stellt   man   sich   vor ,   dass   u 

ihre  (fingirte)  Grenze  oo  im  Zunehmen  erreicht  hat;  so  ist 
auch  00  mit  ihrer  Gren^  0  zusammengefallen  und  man  hat 

0=— .    (Da  auch  das  unendlich  Kleine  nur  im  Werden 

OD  ^ 

existirt,  so  schreibt  man  wieder  Um^  oo  =  0). 

So  sind  s.  B.  die  letsten  Glieder  der  unendlichen  Beihe  ^^  --,  -r-, .  • . 

8      4      o 

onendüch  klein  nnd  Ton  Null  nicht  mehr  m  nntersdiieiden. 

Eine  Grosse  kann  ebenfiüls   ohne  Ende  abnehmen,   ohne  desshalb 
mendlich  klein  an  werden,   wie  s.  B.   bei  der  unendlichen   Zunahme 

Ton  r,  die  obige  Function  y=:a-| — ,  nicht  kleiner  als  a,  der  Um- 
fing oder  die  HAche  eines  einem  Kreise  umschriebenen  r^gelnftssigea 
Polygons,  bei  der  fortwahrenden  Zunahme  der  Seitenzahl,  nicht  kleiner 
ils  der  Umfiüng  oder  die  Fl&che  des  Kreises  werden  kann  u.  s.  w. 

Analog   mit   der   hier  Ar   die   unendlich  klein  werdende  Grösse  »  . 
angefahrte  Beseichnung  U&sst  sich  eine  unendlich  gross  werdende  GrOsse 

aach  durch  u^ss-^  darstellen,    und  es  wird  u  ihre  Grense  im  Znneh- 

CO 

men  err^cht  haben,  wenn  i»  die  ihrige  im  Abnehmen  erreicht  hat,  so, 

dass  oo  =  —  ist. 
0. 

§.  MS.  Da  bei  der  unendlichen  Zunahme  von  u  nichts 
destoweniger  das  geometrische  Verhältniss  u :  w*  jenem  von 
1 '.  tt  angeändert  gleich  bleibt ,    so  wird  auch ,   wie  u  gegen 

6* 
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1 ,  BO  tt'  gpgeti  u  unendlich  zunehmen ,  und  für  u  =  cx>, 
sofort  oo*  gegen  oo  selbst  wieder  unendlich  gross  »ein. 
Aus  diesem  Grunde  heisst  auch  oo*  das  Unendliche  der 
zweiten  Ordnung,  während  jenes  einfache  oo  auch  da» 
der  ersten  Ordnung  genannt  wird.  Aus  gleichem  Grunde 
heissen  oo*,  oo*,  . .  .  oo'»  beziehungsweise  unendliche  Grös- 
sen der  3.,  4.,  . .  •  w.  Ordnung. 

Obschon  also  bei  dem  unendlichen  Wachsen  ron  «die  GrGs&en 
tif  f/»»,  a»,  logu  u.  8.  w.  durchweg  Unendlich  werden;  so  können  sie 
dennoch  von  verschiedenen  Ordnungen  sein,  und  selbst  noch  fiür  w^co 
eine  Vergleichung  unter  einander  gestatten. 

§.  186.  Da  eben  so  fiir  die  unendlich  klein  werdende 
Grösse  CO  fortwährend  co :  oo*  =  1  :  co  bleibt,  so  wird,  wie 
00  gegen  1,  so  »"  gegen  oo  selbst  wieder  unendlich  klein, 
und  man  nennt  desshalb  auch  oo*  das  unendlich  Kleine  der 
zweiten  Ordnung,  so  wie  aus  gleichem  Grunde  »',  oo*, .  • . 
oy*  unendlich  kleine  Grössen  der  3.,  4., .  .  .  n.  Ordnung 
heissen. 

Lehrsätze. 

§.  181.  Aus  den  über  das  unendlich  Grosse  (§§.  133, 
135)  gegebenen  Erklärungen  folgen  unmittelbar  folgende 
liehrsätze : 

§.  188.  Eine  unendlich  werdende,  oder  kürzer,  eine 
unendliche  Grösse  wird  nicht  geändert,  wenn  man  eine  end- 
liche Grösse  hinzuaddirt  oder  davon  abzieht. 

Denn  es  ist ,  wenn  a  eine  endliche ,  «  eine  unendlich  werdende 
Grosse  bezeichnet,  offenbar  »r-|-a=«;  indem  ja  schon  in  dem  Be- 
griffe des  Unendlich  Werdens  Ton  «,  jede  gedenkbare  Znnaiunc  liegt, 
also  durch  n-^a  nichts  ansgedrfickt  wird,  was  nicht  schon  m  an  und 
Ar  sich  bezeichnet.  Ist  aber  u-^  a='u,  so  ist  auch  (beiderseits  a  ab- 
geigen)  u  =  u  —  a,  also  überhaupt :  u  ^a  =  Uy  oder ,  auf  die  Gren- 
len  übergehend :  od  i  a  =  <x>,  [oder  auch  Um.  («  i  «)  =  <^3. 

§.  180.  Eine  unendliche  Grösse  höherer  Ordnung  wird 
durch  Addition  oder  Subtraction  einer  unendlichen  G^rösse 
niederer  Ordnung  weder  vermehrt  noch  vermindert.  (Oder 
die  Grenze  einer  unendlichen  Grösse  höherer  Ordnung  wird 
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nicht  geändert,  wenn  zu  dieser  Grösse  eine  unendliche  Grösse 
Y(m  niederer  Ordnung  addirt  oder  subtrabirt  wird.) 

Denn  für  ^  =»  ati«  und  i5  «*  6  «*»—*»,  wo  also  A  (bei  unendlicher 
Zunahme  von  ti)  eine  anendliche  Grßsse  von  höherer  Ordnung  als  B 
ist,  hat  man  -4^-0  =  ti»— »»  (an*»  i  ö)  =«  ti«»— *» .  oiiw  (zufolge  des  vo- 
rigen §.)  B>a»**»^,  oder  auch,  auf  die  Grenzen  übergehend: 
a  Oö»  i  6  <x>»»— w  =  a  rvjn   [<i.  i.  /,",«.  (^  ^t  -Ö)  ^  /<>«- .  A  *)]. 

*)  Sind  w  und  u  verseh windende  oder  unendlich  klein  werdende  Grös- 
sen, so  crh&lt  man  f&r  die  Grenzrechnung  folgende  UauptsILtzc: 

Aus  X  ==  a  z^ia  folgt  a  =»  Um,  x  und  daher  ist  auch  x  =  lim,  x  it.  «^' 
Daraus  folgt  weiter: 

I.  Es  sei  X  =  lim.  jr  +  a>  und  y  «=  lim.  y  -{-  w',  so  ist  *  i  y  =  /im  x 
it  lim,  y  -f~  (<^  dl  <^  )  ui^<^  ^®*  <^^°i  Unendlichklcinwerden  von  a>  Jb:  ^'t 
auch: 

/tm.  (x  Jb  y)  =  ^w»»  ^  d:  /*«•  y- 

1  Aas  dieser  Relation  folgt  für  y  =  x  und  das  untere  Zeichen  lim,  (x — y) 
=  lim,  X  —  lim,  y  «=■  0,  also  lim.  y  =  lim,  x. 

3.  Die  beiden  erstoren  Gleichungen  in  1.  geben  xy  r'' U^*^  x ,  lim,y '\- 
(w'  lim.  X  +  w  lim.y  -["  w  w)    woraus    sofort    Hm.  (xy)  —  lim.  x  .  tbn,  y 

folgt. 

Ist  y  =a  ^  eine  constante  Grösse ,   so  ist  lim.  Ax  =  A  lim,  x  (wegen 
Um,  A  =  A).    Auf  gleiche   Weise  folgt  auch  : 

lim,  (xy  2 . . .)  SS  lim,  x ,  lim,  y .  lim,  z  , ., 

4.  Aus  den  genannten  beiden  Gleichungen  in  1  folgt  femer: 

X       Um.  X  -|-  »       lim.  x       «  lim.  y  —  «'  /im,  x 
y       /tm.  y  +  w'       lim.  y       (/im.  y  +  w')  /im.  y 

da  im  2.  Theile  dieser^  Gleichung  der  2.  Bruch  bei  dem  unendlichen 
Abnehmen  von  <a  und  u,  unendlich  klein  wird,   so  ist  sofort 


,.     /x\       /tm.x 
hm.  \  —  t  »^— . 

\y/       /tm.y 


5.   Aus  3.  folgt,  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  unmittelbar: 

Um.  (x*)  =  (Um.  x)«. 

P 
Setzt  man  in  dieser  Gleichung  n  *»  g  und  x'  statt  x,  so  folgt: 

Um.  (x^)  =»  (/i»i.  X*)*  und  daraus 

£  1 

Um.  (x*)  =  (lim.  x')*  oder  wegen  lim.  x^  =  (/im.  x)'  auch 

E  £ 

.    lim,  (x^)  =  (/im.  x)*. 

Eben    so    ist    wegen     - — - — r  =  -7: r— =  (/im.  xV- »     und    auch 

Um.  Cx»)       Ui»t  r)»       ^  '^ 


{.  140.  Unendlich  werdende  continuirliche  Ghrös- 
Ben  behalten  das  bei  irgend  einem  endlichen  Werth  obwal- 
tende geometrische  Verhältniss  auch  dann  noch  bei,  wenn 
sich  diese  ihren  Grenzen  schon,  so  weit  man  nur  immer 
will,  genähert  haben. 

Denn  fttr  ^  »  ntt  nnd  B  =  mu  hat  man  A:B  ^nuimu  —  nim, 
welches  VeihftltnisB  selbst  noch  fILr  «  — •  co ,  woftlr  also  A  und  B  Un- 
endlich werden,  gilt 

§.  141.  Aus  den  Erklärungen  (§§.  134,  136)  über  das 
unendlich  EHeine,  ergeben  sich  gleich&Us  folgende,  mit  den 
eben  angeführten,  analoge  Lehrsätze: 

§•  142.  Eine  endliche  Grosse  kann  durch  die  EQn^cu- 
fügung  oder  Wegnahme  einer  unendlich  kleinen  Grösse  we- 
der vermehrt  noch  vermindert  werden. 

Denn  ist  u  eine  unendlich  klein  werdende,   oder  kflrser,    eine  nn- 
^   todlich  kleine  Grösse ;  so  ist  (§.  134}  w  « -^^  folglich 

AI  A    i    ^      Au^a      Au        . 

u  u  n 

wen   (|.  188)    die   endliche   Ghitose  a  gegen   die   onendliche  Au   Ter- 
schwindet. 

§.  14S.  Eine  unendlich  kleine  Grösse  niederer  Ord- 
nung wird  durch  die  Addition  oder  Subtraction  einer  un- 
endlich kleinen  Grösse  höherer  Ordnung  nicht  geändert. 

1  Um,  1  /  1  \ 

(linu  ar)— ». 

6.  Da,  wie  man  leicht  sieht,  Um.  {af^)  ^  l  ist,  also  a*^  ^  \  +  »    geseilt 
werden  kann,  so  folgt  a*  •«  oKm.  x+w  .  aJiim.x ,  ^^  «^  qM».  *  (i  -U  »') 

7.  Auf  Ahnliche  Weise  findet  man  noch  Um,  {x")  »  (Um,  x)*m.  r. 

Mit  Hilfe  dieser  S&tze  folgt  nnn  die  obige  Relation  auf  folgende  Art. 
Wegen   A±B^a.ifl  ±h,u^>r-^^^a±^yn  ut,     wenn    man 

auf  die  Grenzen  übergeht  ^i.  (A±B)^  Um.  (a±—\.  Um,  («•)  — 

Um.  a .  Um,  («)«  «  a  Wh. (««)  -  Um.  (au«)-.  Um,  A  ,     wie     angegeben 
wurde. 


w 

I>eiui  für  ^»OMf»— "•  und  B^-^bn^,  wo  also  B  unendlich  Uein 
Ton  höherer  Ordnanf  ala  A  ist,  folgt  mit  BerftckBichtigDng  des  vorigen 
Satzes  (§.  142)  i  A^B^  «»— «  (a  Jb  huß^)  «-  m»— « .  a  —  o«»— «»  =  A. 
(Auch  kann  man  in  diesem  §.  anf  eine  ganx  Ähnliche  Weise,  wie  in 
§.  139  die  Orensen  sam  Grunde  legen). 

$.  144.  Unendlich  klein  werdende  continuirliche 
Grossen  bebalten  das  geometrische  Verbältniss,  welches  sie 
bei  irgend  einem  endlichen  Werthe  gegen  einander  besitzen, 
selbst  dann  noch  bei»  wenn  sie  sich  schon  ihrer  Grenze 
Null,  so  weit  man  nur  immer  will,  genähert  haben. 

Denn  setzt  man  A^^nca  und  B'^mta,  so  findet  fortwährend,  ob- 
scfaon  A  und  B  mit  «o  nnendlidi  klein  werden,  das  VerhiUtttiss  Statt: 
A:B  »snw: MM  =:»:«. 

§.  145.  Zusatz.  Mit  Hilfe  des  unendlich  Kleinen 
lässt  sich  nun  auch  von  den  continuirlichen  Functionen 
($.  110)  folgende  einfache  Definition  geben:  die  Function 
/(«)  ist  innerhalb  der  Grrenzen  a?=a  und  a:=b  stetig, 
wenn  eine  unendlich  kleine  Zu-  oder  Abnahme  von  of,  die- 
ses s  zwischen  a  und  b  genommen,  eine  unendlich  kleine 
Aenderung  in  f(a)  hervorbringt.  Liegt  a  zwischen  a  und 
(,  so  sagt  man  auch,  die  Function  f{w)  sei,  wie  klein  auch 
die  Differenz  a  —  b  oder  b  —  a  sein  mag,  in  der  Nähe  von 
«=:»  stetig  oder  continuirlich. 

So  ist  ftr/Cx)  —  X"  8ofort/(ar+ w)=:(ap+ w)»  ==r»  +  |"  I  x»—^  a  + 

I   Ij:»— 2ö,«-j-...s— jf«-f.Pcü,   wo  P  fUr   alle  endlichen  Werthe  yon 

X  (und  natdrlidi  n)  eine  endliche,  also  Pu  eine  unendlich  kleine  GrOsse, 
daher  die  Aenderung  der  Function  f(x'\^uii)  — /(x)  •—  P»  selbst  un- 
endlich klein,  also  x^  ftkr  alle  endlichen  Werthe  der  Variablen  x  eine 
continnirliche  Function  von  x  ist. 
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Viertes  Capitel. 

Theorie  der  höheren  Gleichungen. 


I. 
Gleichungen  mit  einer  Unbekannten. 

Erklärungen. 

§.  146.  Eine  höhere  Gleichung  mit  einer  unbekann- 
ten Grösse  heisst  geordnet,  wenn  sie  auf  die  Form  ge- 
bracht ist: 

(1)    «•  +  A^af^^  +  A^af-'^  +  . . .  +  An-ia  +  An  =  0. 

In  dieser  Gleichung  des  n.  Grades,  von  der  Unbekann- 
ten a,  können  die  Buchstaben-  oder  Zahlencoefficienten  A^^ 
A^f...An  reell  oder  imaginär,  rational  oder  irrational,  ganz 
oder  gebrochen,  positiv  oder  negativ  und  zum  Theil  (selbst 
alle  von  A^  bis  inclus.  ^n^i)  auch  Null  sein ;  indess  setzen 
wir  hier  ein  für  alle  Mal  reelle,  rationale  Coefficien- 
ten  voraus. 

§.  141.  Der  Kürze  wegen  werden  wir  diese  allgemeine 
Gleichung  durch  X=0  darstellen,  wobei  -Y  das  Polynom 
der  Gleichung  heisst  und  sofort  eine  Function  von  j?  ist. 

§.  148.  Jeder  reelle  oder  imaginäre  Ausdruck,  wel- 
cher, fttr  X  gesetzt,  der  Gleichung  Genüge  leistet,  also  das 
Polynom  X  auf  Null  bringt,  heisst  Wurzel  der  Glei- 
chung. 

So  i»t  B.  B.  fÄr  die  Gleichung  4a:* -|- 1  —  3jr  4"  2x* »  welche  ge- 
ordnet in  x3  —  2r '  4"  }  ^  —  4^  —  0  übergeht ,  jeder  der  3  Ausdrücke : 
1»  K^  +  V^~"0  ^^^  i(l — V — 1)  eine  Wurzel,  wovon  man  sich 
leicht  überzeugen  kann. 

§.  149.  Lehrsatz.  In  jeder  höherD  Gleichung  X=  0 
ist  das  Polynom  X  für  alle  endlichen  Werthe  von  a  eine 
c  o  11 1  i  n  u  1  r  1  i  c  h  e  Function  von  x. 
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Denn  lässt  man  x  um  die  willkürliche  Grösse  o)  zu- 
nehmen oder  in  a?  -f-  oo  übergehen ,  so  geht  X  oder  /(^) 
über  in 

/(a?  +  oo)  =  (ä  +  co>  +  ^|(ä?  +  »)*-*  +  .42(^  +  w)"-^  +  . . . 

und  wenn  man  (§.  124)  entvTickelt  und  Alles  nach  Potenzen 
von  03  ordnet,  erhält  man : 

(a)    /(^  +  »)  =  X+XiCö  +  Z2Co'^  +  X,co»  +  ... 

wobei  die  auf  einander  folgenden  Coefficienten  X,  Xj  .  .  . 
folgende  Werthe  haben: 

^  1.2  '  1.2  *  '  I        "    *» 

i.(n~-l)(.~2)^^^    I    (n^l)(n--2)(.^3)    ^    ^^_^ 
"^  1.2.3  ^^  1.2.3  *  '^' 

^'  =  ^xl^-.'(^~x)  *  +  ^,  =  «X  +  ^. , 

Y-  n  (n  —  1)  (n  —  2)  . . .  8  .  2  .  l 

A»  —  — ■ ' =  1. 

1  .  2  .  3  ...(«  —  1)  n 

Da  nun  X  nichts  anderes  als /(a?)  ist,   so  folgt: 

/(-,  J^  «)  -/(^)  =  CO  (X,  +  J^,  Cö  +  . . .  +  .Y„co-  ^), 

und  es  ist,  wenn  w  eine  unendlich  kleine  Grösse  bezeichnet, 
für  alle  endliche  Werthe  von  »r,  wofür,  wie  man  sieht, 
auch  X,  -Xj,  Xj,  ...^  endliche  Grössen  sind,  diese  Diffe- 
renz oder  Aenderung  der  *  Function  /(^)  unendlich  klein, 
mithin  diese  Function  f{x)  =  X  (§.  145)  innerhalb  dieser 
Grenzen  in  der  That  continuirlich. 

A  n  m  c  r  k.  Da  die  obige  Bntwickclung  (a)  in  der  Folge  hänfig  ange- 
wendet wird,  so  machen  wir  darauf  aufmerksam,  dass  sie  immer 
leicht  hingeschrieben  Xverden  kann  .  wenn  man  nur  die  ganz  ein- 
fachen Bildungsgesetze  der  Coefficienten  A",  -X", ,  X,  , . . .  berück- 
sichtiget; diese  sind  nämlich  folgendem  ^  ist  das  ge:4ebene  Polynom 
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der  Gleichung  selbst  X^  wird  ans  X  gebildet  oder  abgeleitet,  in- 
dem man  m  jedem  Gliede  den  Exponenten  Yon  x  znm  Coefficienten 
macht  und  den  Exponenten  selbst  um  eine  Einheit  Tennindert 
Genau  auf  dieselbe  Art  wird  X^  aus  X^ ,  X^  ans  X^  n.  s.  w., 
^n  a"S  Xnr^i  abgeleitet  oder  derivirt,  nur  dass  man  noch 
alle  Glieder  in  X^  durch  1,  in  X,  durch  1 . 2  u.  s.  w.,  in  Xn  durah 
1 .  2 .  3  . . .  a  dividiren  muss.  Aus  diesem  Grunde  heissen  die  Po- 
lynome X^j  X^,..,Xn9  der  Reihe  nach,  das  1.,  2.,  ...n.  abge- 
leitete Polynom,  und  man  erfaAlt ,  wts  als  Bechnungsprobe 
dienen  kann,  flU*  das  letste  Polynom  X»  inuner  den  1.  €?oefficien- 
ten  des  Polynoms  X  der  gegebenen  Gleichung  (also  A^^  wenn 
X»^  A^x*^  -^Ag  a?*— 1  + . . .  ist). 

§.  150.  Lehrsatz.  Ist,  vom  Zeichen  abgeeeheiiy 
Am  der  grösste  Coef&cient  des  Polynoms  X;  eo  wird  für 

^  3[  Am  -|- 1  das  !•  Glied  a^  desselben  grosser,  als  die  Summe 

aller  übrigen  Glieder. 

Denn  setzt  man  Kürze  halber  A^af^^  +  A^^b^'^  +  •  •  • 
+  -4«  =  P,  so  ist  offenbar  Amflf^^  +  Am/Sf^'^  +  -4«;??*''-^  +  •  •  • 

+  -4«,,  d.  i.  (1)  Ami — -l>P.   Setzt  man  nun  j?,^-4«  +  1> 

80  folgt  a  —  i~Am  oder  (a —  i)af^~Äm^9   und   wenn 
man  davon  die  Relation  O^Am  abzieht ,  fbr  beide  Falle : 

(a  —  1) af'P^ Amäf"  —  Am  oder  Ä»>4a(^). 

Diese  Kelation,  mit  der  vorigen  (1)  verglichen,  ^bt 
um  so  mehr:  ^ >  P,  d.  i.  4?"  >  Aj^a^  +  A^  s^^  + . . .  +  -4„ 
was  zu  beweisen  war. 

So  wird  z.  B.  in  x'  +  2ar»  +  4a:  +  3  —  0,  filr  :r  <»  4  +  1  »«  5 ,  das 
1.  Glied  a?'— 125  grösser,  als  die  Summe  der  flbrigen  Glieder: 
50  +  20  +  3  =  78.  In  vielen  FUlen  (besonders  wenn  auch  ne^tire 
Glieder  rorkonunen)  reichen  sogar  schon  kleinere  Zahiea,  wi^  namont- 
liich  hier  die  Zahl  4,  sn  diesem  Zwecke  hin. 

§.  151.  Folgerung.  Aus  diesem  Satze  folgt  un- 
mittelbar folgender:  Es  lassen  sich  in  der  endlichen  oder 
unendlichen  Reihe  y*"  + -^^y*^^ -f-^^^y'^+^-f- . . .  für  y  so 
kleine  Werthe  angeben,  dass  dadurch  das  1.  Glied  y~  grös- 
ser als  die  Summe  aller  folgenden  Glieder  auslallt« 


§1 

Denn  setzt  man  in  dem  obigen  Polynom  X  (vor.  §.) 
ar  =  — ,  ao  hat  man  ftür  —  ZT  Am  +  1  sofort : 

1  1  r  1 

d.  i.  für  y  "I  sofort:  1  >  ^^y  -|-  ^^*  -|-  . . .  +  i4«y*, 

^^  ."III  ~f"  1 

oder,  wenn  man  mit  y**  multiplicirt,  bei  diesen  angegebenen 
Werthen  von  y,  auch: 

y-  >  A^  y«+l  4-  ^,y~+2  +  •  •  •  +  ^nf^, 

wobei  auch  offenbar  n=:oo  sein  kann« 

§•  152.  Lehrsatz.  Erhält  man  aus  dem  Polynome 
X  der  Gleichung  X=Oy  für  die  2  auf  einander  folgenden 
Substitutionen  ^  =  a  und  a=^bs  Resultate  mit  verschie- 
denen Zeichen;  so  liegt  zwischen  a  und  b  wenigstens 
eine  (je  nach  Beschaffenheit  von  a  und  b  reelle  oder  ima- 
ginäre) Wurzel  dieser  Gleichung. 

Denn  da  X=f(a)  (§.  149)  eine  continuirliche  Func- 
tion von  a  ist,  so  muss  f{a)  bei  dem  Uebergange  von  f(a) 
in  f{b)y  d.  i.  vom  Positiven  ins  Negative,  oder  umgekehrt, 
Dothwendig  (da  hier  f{a)  nicht  Unendlich  werden  kann) 
durch  Null  gehen,  so,  dass  es  also  einen  zwischen  a  und  b 
übenden  Werth  a  geben  muss ,  wofftr  /(a)  =  0  wird ; 
dann  ist  aber  (§.  148)  ^  =  oi  eine  Wurzel  der  Gleichung 
f(x)=X=0. 

§.  15S.  Zusatz  1.  Da  bei  dieser  Voraussetzung 
(dass  f(a)  und  f(b)  verschiedene  Zeichen  besitzen)  /(a) 
bei  dem  Uebergange  von  /(a)  in  /(&),  oder  umgekehrt,  im 
Allgemeinen  3,  5,...2m-f-l  Mal  durch  Null  gehen  kann, 
80  kann  auch  überhaupt  zwischen  aund  b  eine  ungerade 
AnzaU  von  Wurzeln  der  Gleichung  X=0  liegen. 

§.  IM.  Zusatz  2.  Man  sieht  femer  leicht,  dass, 
wenn/(a)  und /(6)  einerlei  Zeichen  besitzen,  zwischen 
aund  b  sofort  0,   2,   4,...  2m,  d.  i,  überhaupt  eine  ge- 
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radc  Anzahl  von  Wurzeln,    die  Null  mitgerechnet   (also 
auch  gar  keine),  liegen  könne. 

§.  1S5.  Lehrsatz*  Jede  Gleichung  von  einem  un- 
geraden Grad  hat  wenigstens  eine  reelle  Wurzel,  ihr 
Zeichen  ist  das  entgegengesetzte  von  jenem  des  letzten 
Gliedes  -4». 

Denn  setzt  man  als  1.  Substitution  ;r  =  0,  so  fallen 
in  X  alle  Glieder  bis  auf  das  letzte  An  weg,  und  man  hat 
je  nach  dem  Zeichen  desselben  für  X  ein  positives  oder 
negatives  Resultat.  Setzt  man  ferner  als  2.  Substitution, 
je  nachdem  An  positiv  oder  negativ  ist,  a*  = -ip (Am -\- ^)9 
so  erhält  (§.  150)  X  das  Zeichen  des  1.  Gliedes  ä",  wird 
also  negativ  oder  positiv,  und  es  liegt  daher  (§.  152)  im  er- 
stem Falle  zwischen  0  und  —  (^4^  +  1),  im  letztem  Falle 
zwischen  0  und  +  (-^r»-|-l),  wenigstens  eine  reelle  Wur- 
zel, und  diese  ist  beziehungsweise  negativ  oder  positiv. 

§.  156.  Lehrsatz.  Jede  Gleichung  von  einem  ge- 
raden Grad,  deren  letztes  Glied  negativ  ist,  hat  wenig- 
stens zwei  reelle  Wurzeln,  davon  ist  eine  positiv,  die 
andere  negativ. 

Denn  setzt  man  wieder  als  1.  Substitution  ^  =  0,  so 
wird  X  (gleich  dem  letzten  Glied)  negativ;  setzt  man  dann 
als  2.  Substitution  .r  =  ±  (^„  +  1),  so  wird  in  beiden  Fäl- 
len X  positiv;  es  liegt  also  (§.  152)  eine  Wurzel  zwischen 
0  und  -|-  (Am -{-1)9  die  sonach  reell  und  positiv,  und 
eine  Wurzel  zwischen  0  und  —  (Am  -+- 1) »  welche  sofort 
reell  und  negativ  ist. 

§.  151.  Lehrsatz.  Jede  Gleichung  von  einem  ge- 
raden Grad ,  deren  letztes  Glied  p  o  s  i  t  i  v  ist ,  so  vne 
überhaupt  jede  Gleichung  von  was  immer  für  einem  Grad, 
deren  Coefficienten  sämmtlich  oder  theil weise  imaginär, 
jedoch  in  der  Form  et,  -\-  ß  \  —  1  enthalten  sind ,  hat  we- 
nigstens eine  in  dem  Auedruck  p  -^  q  jA—  1 ,  wobei  p  und 
q  reelle  Grössen  (die  theilweise  auch  XuU  sein  können)  be- 
zeichnen,  enthaltene  Wurzel. 


Da  sich  dicBer  allgemeine  Satz  hier  nioht  ohne  viele 
Weitläufigkeit,  mit  Hilfe  der  Dül'erentialrechnung  hingegen 
sehr  einfach  beweisen  lässt,  so  verweisen  wir  in  dieser  Be- 
ziehung auf  die  Anmerkung  des  §.  697. 

§.  156.  Zusatz.  Fasst  man  das  in  den  drei  letzten 
§§.  Gesagte  zui>ammen,  so  folgt,  dass  jeder  höhern  Glei- 
chung ohne  Ausnahme  wenigstens  eine  Wurzel,  diese  mag 
nun  reell  oder  imaginär  sein,  entsprechen  mtüsse. 

§.  159.  Lehrsatz.  Ist  o;  =  co  eine  Wurzel  der 
Gleichung  X=0,  so  ist  das  Polynom  X  durch  x  —  w 
theilbar. 

Denn  ist  w  eine  Wurzel  der  Gleichung  X=0,  so  findet 
(§.  l-JS)  die  Gleichung  Statt:  w* -f- ^jco«-^!  +  ^,00"-^  +  . . . 
-}-  An—x  00  -|-  -4»  =  0 ;  bestimmt  man  also  aus  dieser  Glei- 
chung An  und  setzt  dessen  Werth  in  das  Polynom  X,  so 
erhält  die  Gleichung  -X'=0  die  Form: 

(«•—  0)*)  +  A^  (d^^  —  W«~0  +  .  .  .  +  An-.'l  {X^  —  CO*) 

+  Anr-\  {x  —  (a)  =  0, 

unter   welcher    die    Richtigkeit   unseres    Satzes    unmittelbar 
erkannt  wird  *). 

§.  160.  Zusatz.  Theilt  man  wirklich,  so  erhält  man. 
Alles  wieder  nach  x  geordnet: 

af-i  +  B^ ar-^  +  B^af-^  +  .  •  •  +  Bn^ix  +  i?«^i  =  0, 
dabei  ist,   wie   man   leicht  findet:   B^=A^-\-(üy   B^=A^ 
+  -^1  w  +  öo*,     -B,  =  ^,  +  yljco  -j-  -^1^*  +  w'5  •  •  •  J^n-\ 
=  An~i  +  An^'ica  +  •  •  •  +  »"""S  und  nach  demselben  Bil- 
dungsgesetz : 

Bn  =  An+  An^l  W  +  .  •  .  +  ^1  Co»-*  +  CO»  =  X  =  0  .  .  .  <13) 

•)  Schnrfiinniger  noch  ist  folgender  Beweis:  theilt  man  X  durch  x  —  u 
and  die  Division  geht  nicht  auf,  so  wird  der  Quotient  X  eine  ähn- 
liche Function  von  x  wie  X  sein ,  dagegen  der  Kest  R ,  nach  der 
Natur  der  Division ,  kein  x  mehr  enthalten ,  und  man  hat  X  =» 
(x  —  ui)  X'  -{-  R,  Setzt  man  nun  x  =»  « ,  so  wird ,  da  w  eine  Wur- 
xel  ist,  X=  0,  und  man  erholt  daher  0  —  0  +  12,  d.  i.  Ä  =- 0,  und 
Bwar ,  da  R  von  x  unabhängig  ist,  nicht  bloss  für  x  =-  co ,  sondern 
überhaupt  für  jeden  Werth  von  x. 
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oder  auch  in  anderer  Darstellung  (reeurrirend)  und  wenn 
man  im  Polynome  X  den  CoefBcienten  zu  j;*  allgemein  mit 
A^  bezeichnet 9  wodurch  der  Quotient  B^af^^'-\-Bi:if^'^'{-**» 
-|-  ^«—1  =  0  entsteht ,  sofort : 

ßo  =  Aq  ,  ^j  =  Sq  «  4"  -^1 »  -B^  =  ^1 00  +  -4j,  •  •  • 

Bn^i  =  Bn^'X&)  +  An^i    Uud   ((5)   Ä  =  Ä-l  »  +  ^»  =  0. 

Es  ist  also 9  um  es  wiederholt  zu  bemerken: 
X=(a!~w)(ar'^+B^af^'^  -{-  B^af-*  +...  +  B^i)=0. 

An  merk.  1.    Sind  die  Coefficienten  Ä^,  A^.,,  der  Gleichung  ^  =  0 
in  Zahlen  gegeben  nnd  ist  r  =  9c  eine  Wurzel  dieser  Gleichung,   so 

X 

erh&lt  man  bei  der  wirklichen  Rechnung  den  Quotienten  am 

einfachsten  nnd  bequemsten,  wenn  man  sieh  zur  Herleitung  der 
Zahlencoefiicienten  £,,  B^., ,  Bn^i  des  znletst  angegebenen  Sche- 
mas bedient;  zugleich  kann  man  die  Belation  (ß),  welche  dabei 
jB»  -»  0  geben  muss,  als  GontroUe  Air  die  Bichtigkeit  der  Bedinung 
benützen. 

Um  z.  B.  die  Gleichung  ^x^^^Zx* — llx-f'^""^,  welche  die 
Wurzel  X  a-  3  besitzt,  durch  x  — « 8  zu  theilen,  schreibt  man : 

A^  Ag  A^  A^ 

2  —8  —11  +« 

X-.8     [2],   8X2— 8-[3],  8X8  —  11 Ä.   SX  — «  +  «-« 

B^  -Bi  B^  B, 

nnd  erhält  sofort  als  gesuchten  Quotienten :  2x*  +  8x  — >  2  »-  0. 

Eben  so  hat  man  fllr  die  Gleichung  x*  +  a:'  —  7x*  —  x  +  6  »  0, 
in  welcher  x «» —  1  eine  Wurzel  ist ,  um  den  durch  Division  mit 
X  -f*  1  entstehenden  Quotienten  zu  erhalten,  nach  diesem  Verfahren : 

1,  +1,  —7.  — 1, 

X 1     1.    — lXl+1-0,     -lXO-7=-7,    — lX-7— 1-+6, 

— 1X«+«— 0 

also  den  Quotienten  x^  —  7x  -f-  6  »-  0. 

Femer  daraus,  wegen  x— «2,  wenn  man  mit  x««-«2  diTidirt: 

1,  0,  —7,  -fe 

X-.2     1,     2X1+0  —  2,     2X2  — 7  — —  3,     2X  — 3  +  6  — O 

sofort    X»  -f-  2x  —  3  —  0. 

Endlich  folgt  wieder  daraus ,  da  in  dieser  Gleichung  x  =  1  eine 
Wurzel  ist,  wenn  man  mit  x— 1  theilt: 

1,  +2,  —3 

X— 1       1,     1X1  +  2=^8,     1X3-3  =  0 
der  Quotient    x-t-S=rO, 
so  dass  hier  x  —  —  3  die  Wurzel  ist 


—  8, 

-1, 

+  1, 

+  8, 

[S] 

Auch  die  vielfachen  Wurzeln  einer  Gleichung  geben  sich  da- 
durch zn  erkennen  ;  denn  ist  z.  B.  die  Gleichung  x*  —  Sx^  — <  6^:'''  -|- 
28x  —  S4  — 0  gegeben,  nnd  man  nnterancht  ob  3  eine  Wurzel  der- 
selben ist;  80  hat  man  nach  diesem  Verfahren  ganz  kurz  das 
Sdiema: 

—  6,     -f-  S8,     —  S4 

-8,     +12,     [0] 

—  6,     [0] 

[0] 

Da  also  nicht  bloss  das  Polynom  der  gegebenen  Gletcfanng  durch 
X  —  S  theilbar  ist,  sondern  auch  der  durch  die  Division  von  jr  — 2 
entstehende  Quotient  nnd  so  anch  der  folgende  und  der  nAchst  fol- 
gcnde ;  so  besitzt  die  gegebene  Gleichung  diese  Wurzel  x  ^^%  drei 
Mal  und  der  aus  der  Division  mit  (x  —  8)^  entstehende  Qnotient 
ist  X  +  3  "*  0,  also  noch  x  •»  —  3. 

An  merk.  9.  Theilt  man  das  Polynom  X  durch  den  Factor  x  —  fl^ 
nnd  ist  «  keine  Wurzel  der  Gleichung  JT  *  0 ;  so  erh&lt  man 
nach  diesem  Vorgänge  für  Bn  nicht  Null ,  sondern  wie  aus  der 
Gleichung  (ß)  zu  ersehen ,  jenen  Werth ,  welcher  auch  entsteht, 
wenn  man  in  dem  Polynom  X  die  Unbekannte  x  —  «  setzt 

Um  also  B.  B.  die  Resultate  Ar  die  Substitutionen  von  x  »>  S, 
3,  4 . . .  in  dem  Polynome  -X^  —  x*  -|-  Sx'  +  2x*  +  6x  —  148"6  zn 
erhalten,  hat  man  nach  diesem  VerÜahren: 

1,     3,       2,         6,      ---148*6 

2)  1,     5,     12,       30,     [—88-6] 

3)  1,     6,     20,       66,     [+49-4] 

4)  1,     7,     30,     126,     [+355-4] 


wobei  dfe  eingeklammerten  Zahlen  die  gesuchten  Resultate  dieser 
Substitutionen  sind.  Dieses  RechnnngsverfUiren  stellt  sich  gegen 
das  gewöhnliche  um  so  bequemer  heraus,  je  höhere  Potenzen  von  x 
in  dem  Polynome  X  vorkommen. 

§.  161.  Lehrsatz«  Jede  Oleichnng  des  n.  Grades 
bat  fi  Wuraeln,  und  zwar  weder  mehr  noch  weniger. 

Denn  ist  w^  jene  Wurzel,  die  der  Gleichung  X=0 
(f  158)  nothwendig  zukommt,  so  hat  man  (vorig.  §.) 

X=  («  —  «, )  (4?^i  H-  Äjof-*^  +  . . .  H-  B^i)  =0. 

Diese  Gleichung  wird  aber  nicht  bloss  für  a  —  »|  =  0, 
woraus  eben  die  genannte  Wurzel  j?  =  00|  folgt,  sondern 
»uch  für  X  =  «»-*  -f  B^a^'^  +  •  •  •  +  Bf^x  =  0  befriediget. 


Ist  daher  wieder  «j  die  Wurzel,  welche  dieser  letztem  Glei- 
chung nothwendiger  Weise  entsprechen  muss;  so  hat  man 
eben  so: 

eine  Gleichung,  welcher  auf  doppelte  Weise,  ein  Mal  für 
X  —  öOg  =  0  (woraus  eben  ^  =  0)2  folgt)  und  dann  auch  für 
X'  =  a^"^  +  C;  x"*-^  +  . . .  +  CL-'i  =  0  Genüge  geleistet  wird. 
Bezeichnet  man  desshalb  die  Wurzel,  welche  diese  letztere 
Gleichung  haben  muss,  durch  co, ;  so  ist  eben  so 

X'  =  (;r  —  CO, )  (^«-8  +  i>i  ar«-^  +  .  . .  +  Dn-f,)  =  0. 

Werden  diese  Schlüsse  fortgesetzt,  so  erhält  man,  da 
zuletzt  statt  dem  Polynom  nur  noch  ein  Binom  als  Quotient 
entsteht :  JF*^'^'  =  (x  —  con-i)  (^  -f-  Q)  =  0 ,  so ,  dass  aus 
x-\-  Q  =  0  sofort  die  letzte  Wurzel  x  =  —  Q  =  oo«  hervor- 
geht. Man  hat  daher  endlich  durch  die  stufenweise  Sub- 
stitution : 

X=  (x  —  «1)  X  =  (ä  —  coj  («  —  w,)  X' 

=  (X  —  COj)  (X Wj)  (X 00,)  X" 

u.  s.  w.,  und  zuletzt : 

(y)     X=  (x  —  <ü^)(x  —  cöj)  (x  —  co^)...(x  —  CO»)  =  0, 

aus  welcher  Darstellung  nun  auch  unmittelbar  folgt,  dass 
erstlich  jede  der  n  Grössen  Wj,  co, ,...öOn>  statt  x  gesetzt, 
die  Gleichung  X=0  befriediget,  also  eine  Wurzel  dersel- 
ben ist,  und  femer,  dass  es  ausser  diesen  keine  andere  Wur- 
zel mehr  geben  könne. 

§.  162.  Zusatz.  Sind  also  öOj  ,  Wj,  co, , .  • .  oo«  die  « 
Wurzeln  der  Gleichung  X=0;  so  lässt  sich  das  Polynom 
derselben  durch  X={x  —  (^i){x  —  «j)(a?  —  oö,),*.(d?  —  w») 
darstellen*),  also  in  n  einfache  Factoren  von  der  Form 
x-{-p,  oder,  wenn  man  will  (fiir  den  Fall,  dass  p  ein  Bruch 
wäre),  a-\-  bx  zerlegen.  Ist  n  gerade»  und  nimmt  man  im- 
mer 2  einfache  Factoren   zusammen,  so  entstehen   —  aua- 

2  ^ 


♦)  Nach   dieser    Darstellung   ist   es    ebenfalls    leicht    die    Sfttse    in   §§• 
152  —  154  zu  erweisen. 


dratische    Factoren  von   der   Fonn   a -\- bx -\- ex* ;    ftlr 

n  ungerade    hingegen    erhält    man   quadratische    und 

einen  ein&chen  Factor. 

So  hat  z.  B.  die  Gleichubg  x*^x^  —  7x*  — •  ar  -f-  ^  =  <>  die  Wurzeln 
X  *=  4-  1?  *-*l>  +2,  — ^  8  ;  also  ist : 

x4  +  x3  —  7 ar "  —  X  4-  6  —  (x  —  1 )  (x  +  1 )  Ca:  —  2)  (ar  +  3) 
—  (x*—  l){x»4-x  —  6)  «.  (x*  —  3x  +  a)  (x»  +  4x  +  3)  n.  ».  w. 

Um  das  Polynom  I2x* -{- I6x* -^  Sx  ^-^  4  in  Fikctoren  zu  zerlegen, 
Inlde  man  die  (sogleich  geordnete)  Gleichung 

*^  +  *^'  — i*  — i  =  o» 

und  da  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind «  x  »>  4*1  ^  h  —  i'y  ^^  folgt 
x3  4-  I x'  —  Jx  —  J  =  (x  —  i)  (i^  +  i)  (^  +  }) »  oder ,  wenn  man  die 
Brüche  wegschafiFt: 

12x3  4-  16x*  —  8x  —  4  =-  (2x  —  l)  (2x  4-  1)  (3x  4-  4). 

§.  m.  Lehrsatz.  Ist  p-^-q \^—  1  eine  Wurzel  der 
Gleichung  jr=.0,  so  muss  auch  der  conjugirte  Werth 
V  —  ?  V^ —  ^  ®^®  Wurzel  dieser  Gleichung  sein. 

Denn  setzt  man  in  -X"  =  a?"  +  -4j  af^^  +  •  •  •  +  -^»> 
«=j>-f-?V^ — 15  so  erhält  man,  nachdem  sowohl  die  re- 
ellen,  als  auch  imaginären  Theile  fOr  sich  zusammen  genom- 
men worden,  einen  Ausdruck  von  der  Form  P-|-QV^"~~1> 
wo  P  nur  gerade  und  Q  nur  ungerade  Potenzen  von  q 
enthält«  Setzt  man  ferner  im  Polynome  X,  x  =p  —  qY —  1 ; 
so  ändert  sich  durchaus  nichts,  als  (da  man  nur  — q  statt 
-^q  zu  setzen  hat)  das  Zeichen  von  Q,  und  man  erhält  als 
Resultat  dieser  Substitution:  P — Q]/^l.  Istnun^  +  j}/— 1 
eine  Wurzel  der  Gleichung  Jf  =  0,  so  hat  man  (§.  148) 
P-\-Q\/ — 1=0,  d.  i.  (indem  diese  Relation  nicht  anders 
bestehen  kann)  P=0  und  (2j/^l==0,  woraus  durch 
Subtraction  auch  P — QV^— 1=0  folgt:  es  bringt  also 
auch  die  2.  Substitution,  nämlich  a=p  —  ^^j/^— 1,  das 
Polynom  X  auf  Null,  folglich  ist  auch  dieser  Werth  von  a 
eine  Wurzel  der  Gleichung  Jf=0. 

§•  164.  Zusatz  1.  Da  also  die  imaginären  Wurzeln 
einer  Gleichung  immer  paarweise  und  conjugirt  vor» 
kommen,  so  entspringen  aus  jedem  Paar  die  einfachen  Fac- 
toren a — p  —  q]/ — 1  und  a — p  -^  q}/^—  i,   welche   zu- 
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sammen  den  quadratischen  Factor  {oß—pY  +  q^  geben ;  es 
kann  demnach  das  Polynom  einer  jeden  höhern  Gleichung 
in  lauter  reelle  quadratische  Factoren  von  der  Form 
a^  +  ax-^b  aufgelöst  werden ,  wozu  für  eine  Gleichung 
von  ungeradem  Grade,  noch  ein,  ebenfalls  reeller,  ein- 
facher Factor  kommt. 

§,  165.  Z  u  s  a  t  z  2.  Da  femer  die  quadratischen  Fac- 
toren, also  auch  ihr  Product,  wesentlich  positiv  ist;  so 
kann  das  Polynom  einer  hohem  Gleichung  von  lauter  ima- 
ginären Wurzeln  fiir  gar  keinen  reellen  Werth  von  d?  ne- 
gativ werden. 

§.166.  Eigenschaften  der  Coefficienten.  Ver- 
richtet man  in  (y)  §.  161  die  Multiplication  mit  den  n  Bi- 
nomial- Factoren  und  ordnet  das  Ganze  nach  fallenden  Po- 
tenzen von  Xy  so  erhält  man: 

{S)  js:=^«  — ci^«-»  +  c,a:— 2— c;^'^+...  +  (— 1)*G., 

wobei  die  Coefficienten  Cj ,  C, , . . .  nachstehende  Werthe 
haben :  Cj  =  co^  +  «i  +  •  •  •  +  ö>»  >  C'j  =  «i«i  +  coi  w,  + . . . 
+  cöiCOn  +  «a^s  +  •  •  •  +  ööjöö«  +  etc.  +  ««-i  w»,  (7,  =  w^co^co,  + 
etc.  +  co„_2««— iWn  n.  s.  w.,  Cn  =  coia),co,  .  ..w«_ico„,  so,  dass 
also  Ci  die  Summe  der  Wurzeln  oder  die  Summe  ihrer 
Combinationen  zu  1 ,  C^  die  Summe  ihrer  Combinationen  zu 
2  u.  s.  w.,  Cn  die  Summe  ihrer  Combinationen  zu  n,  d.  i. 
ihr  Product,  bezeichnet. 

§.  16T.  Zusatz.  Fehlt  also  in  einer  hohem  Glei- 
chung das  2.  Glied,  so  muss  die  Summe  der  positiven  Wur- 
zeln jener  der  negativen  Wurzeln  gleich  sein.  Fehlt  das  letzte 
Glied  {An)  9  ßo  muss  wenigstens  eine  ihrer  Wurzeln  gleich 
Null  sein. 

A  n  m  e  r  k.  Sind  die  '  sämmtlichen  Wurzeln  einer  Gleichung  JT  =  0 
negativ,  so  besitzt  das  Polynom  X^^^x-^  w^)  (a:  +  w,)  . .  . 
(x  4-  a>n)   nur   positive    Coefficienten. 

§.  168.  Lehrsatz.  Aendert  man  in  der  Gleichung 
X=0  die  Zeichen  des  2.,  4.,...  d.  i.  jedes  in  gerader 
Stelle  stehenden  Gliedes;    so  verwandelt  man   dadurch  die 


Gleichung  in  eine  andere ,   welche  die   nämlichen   Wurzeln, 
jedoch  mit  entgegengesetzten  Zeichen  besitzt. 

Denn  setzt  man,  um  die  Zeichen  der  Wurzeln  zu  än- 
dern, in  X=Qf  statt  ä,  — a;  so  erhält  man,  für  w  ge- 
rad:  a^  —  A^a*^^ -\- A^af^*^  —  ...-|-^„  =  0,  und  für  n 
ungerad:  — ^*  +  -^i^'*~^  —  ...  +  ^»  =  0,  oder,  wenn 
man  durchaus  die  Zeichen  ändert ,  wieder  wie  zuvor : 
j?*  —  A^a*^^  +  A^af^*^  —  ...  —  An  =  0.  Diese  Gleichung  hat 
also  die  Wurzeln  — a,  — ß,  +y  etc.,  wenn  die  ursprüngliche 
X=0  die  Wurzeln  +a,  +ßj  — y  ^^  8>  w.  besitzt 

So  hat  z.  B.  die  Gleichung  x^ -J" *** -j-ar  —  6  =  0  die  Wurzeln  +  1, 
—  2,  —  3,  während  jene  x^  —  4a:*  +  x  -{-  6  =  0  die  Wurzeln  --  1,  +2, 
•f  3  besitzt 

Anmerk.  1.  Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (<})  (§.  166),  in  welcher 
die  Wurzeln  positir  angenommen  sind,  folgt  also,  dass  eine  Glei* 
chung  JT  s»  0 ,  in  welcher  das  Poljnom  lauter  positive  Coeffi- 
denten  besitzt,  nur  negative  Wurzeln  haben  könne.  (Vergleiche 
auch  die  vorige  Anmerk.) 

Anmerk.  2.  Wir  werden  die  Gleichung  mit  entgegengesetzten  Wur- 
zeln (wie  man  sich  Kürze  halber  auszudrücken  pflegt)  kurz  durdi 
X  =  0  bezeichnen. 

§.  100.  Erklärung.  Je  nachdem  zwei  auf  einander 
folgende  Glieder  des  Polynoms  X  gleiche,  oder  verschiedene 
Zeichen  besitzen ,  sagt  man,  dass  diese  beiden  Glieder  eine 
Zeichenfolge  (Permanenz)  oder  einen  Zeichenwechsel 
(Variation)  bilden. 

Hieraus  folgt ,  dass ,  wenn  in  einer-  Gleichung  des  n. 
Grades  kein  Glied  fehlt,  die  Summe  aus  der  Anzahl  der 
Zeichenfolgen  und  Zeichenwechscl  gleich  n  ist. 

So  enthlüt  z.  B.  die  Gleichung  x* — 2a?*  —  Sar^-l-a?'  —  4x -— 5  =  0 
3  Zeichenwechsel  und  2  Zeichenfolgen. 

§.  170.  Lehrsatz.  Eine  Gleichung  X=0  kann  nicht 
mehr  reelle  positive  Wurzeln  besitzen,  als  in  X,  und  nicht 
mehr  negative  Wurzeln  haben,  als  in  X=0  (§.  168)  Zei- 
chenwechsel vorkommen. 

Denn  stellt  man  das  Polynom  X  einer  Gleichung  des  m. 

Grades  durch  X=af^+  +  ...  —  ApaP ... +ylgd?<'  +  + 

7* 
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etc.  —  -4«a?* ...  —  Am  dar ,   wobei ,   ohne  Rücksiclit  auf 

die  etwa  fehlenden  Glieder,  ApX^  das  erste  vorkommende 
negative,  AqO^  das  hierauf  zuerst  folgende  positive  Glied 
u.  8.  w.,  endlich  Aua^  dasjenige  Glied  bezeichnet,  in  wel- 
chem der  letzte  Zeichen  Wechsel  Statt  findet,  und  daher  mit 
dem  letzten  Gliede  Am  9  welches  wir,  um  die  Ideen  zu  fixiren, 
als  negativ  voraussetzen,  einerlei  Zeichen  besitzt,  also  hier 
ebenfalls  negativ  ist,  und  diesem  sonach  unmittelbar  ein 
positives  Glied  vorausgeht ;  so  erhält  man,  wenn  X  mit  dem 
Binom  a  —  00,  wobei  00  positiv  sein  soll,    multiplicirt  wird: 

X  (a  —  <ß)  =  a^^~^  '^  '  "  ~  M  a^^ZT"  '  fa^\  ^-^^ 
^  ^  ...  —  aco/  +  +  ...  +  pooJ 

so,   dass  dieses  Product  die  Form  hat: 

Ä^i ...  —  Ä^at^^ . . .  +  A^x9+^ ...  —  A^a^^ . . .  +  po. 

Obschon  nun  in  diesem  Producte  die  Zeichen  der  Zwi- 
schenglieder unbekannt  sind,  so  ist  doch  so  viel  gewiss, 
dass  vom   1.   Glied  af^^  bis   zu  jenem  A  O^^^  wenigstens 

ein,  bis  zu  jenem  A'a^'^^  wenigstens  zwei  u.  s.  w. ,  also 
bis  zu  jenem  A'^a^^  wenigstens  eben  so  viele  Zeichenwech- 
sel, wie  im  ursprünglichen  Polynom  X"  von  x^  bis  zu  dem 
nämlichen  oder  correspondirenden  Gliede  AuX^  Statt  finden. 
Da  aber  von  da  an  in  X  kein  Zeichenwechsel  mehr,  dage- 
gen im  vorliegenden  Producte  wenigstens  noch  ein  solcher 
(durch  das  letzte  Glied  -|-  [ica  begründet)  vorkommt ;  so  be- 
sitzt das  Product  X  (a  —  00)  wenigstens  einen  Zeichenwech- 
sel mehr,  als  -57*). 

Stellt  nun  X  das  Product  aller  einfachen  Factoren 
dar,  welche  aus  den  negativen  und  imaginären  Wurzeln 
unserer  Gleichung  X^O  entspringen  (also  X^=l  ist,  wenn 
keine  solchen  Wurzeln  vorhanden  sind),  und  bezeichnen 
G>i ,   a>2  9  •  •  •  die  positiven  Wurzeln  derselben ;    so  hat  man 

*)  Der  Beweis  ist  der  nAmliche,  wenn  man  das  letzte  Glied  Am,  also 
auch  damit  AuX^  positir,  mithin  das  diesem  Gliede  Toransgehende 
als  negativ  annimmt. 
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X=JC(a — a>i)(a? — m^),,.,  und  es  gibt  sonach  in  X\a — ca^) 
wenigstens  einen ,  in  .y  (a?  —  ö>i  )  (^  —  O2)  wenigstens  zwei 
u.  8.  w.  Zeichenwechsel  mehr,  als  in  X'.  Selbst  also,  wenn 
in  X'  gar  kein  Zeichenwechsel  vorkommt,  besitzt  das  Po- 
lynom X  dennoch  wenigstens  eben  so  viele  Zeichenwechsel, 
als  in  der  Gleichung  X=0  positive  Wurzeln  dj,  o,, . .  . 
vorhanden  sind. 

Verwandelt  man  femer  (§.  168)  die  Gleichung  X=0 
in  jene  mit  entgegengesetzten  Wurzeln  X  =  Of  so  erschei- 
nen die  negativen  Wurzeln  der  erstem,  als  positive  Wurzeln 
der  letztem  Gcleichung,  und  diese  muss  daher  wenigstens 
r  Zeichenwechsel  darbieten,  wenn  die  Gleichung  Jf  =  0  r 
negative  Wurzeln  besitzt. 

Da  also  jede  positive  Wurzel  der  Gleichung  -X'=:0  we- 
nigstens einen  Zeichenwechsel  in  X,  und  jede  negative  Wur- 
zel einen  solchen  Wechsel  in  X  begründet;  so   kann   man 

auch  sagen,  dass  in  X=0  nicht  mehr  positive  und  nega- 
tive reelle  Wurzeln  vorhanden  sein  können,  als  beziehungs- 
weise in  X  und  X  Zeichenwechsel  Statt  finden. 

§.111.  Zusatz.  Fehlt  aber  in  einer  Gleichung  kein 
Glied,  so  kann  diese  nicht  mehr  positive  Wurzeln  als  Zei- 
chenwechsel, und  nicht  mehr  negative  reelle  Wurzeln  ha- 
ben, als  Zeichenfolgen  vorhanden  sind.  Sind  dabei  die 
sämmtlichen  Wurzeln  reell,  so  bietet  das  Polynom  genau 
so  viele  Zeichen  Wechsel  und  Folgen  dar,  als  die  Gleichung 
beziehungsweise  positive  und  negative  Wurzeln  besitzt 

Die  oben  (§.  168)  angeinhrte  Gleichung  x'  — 4jf*  + ^  +  6  =  0  be- 
ritzt  2  positive  und  1  negative  Wurzel ;  es  enthält  aber  auch  in  der 
That  das  Polynom  derselben  2  Zeichenwechsel  und  1  Folge.  So  be- 
sitzt  femer  das  Polynom  der  Gleichung  X  =  ar*  —  1  Ix*  -|-  ^  ^^  •"•  8  *=-  0, 
deren  Wurzeln  sofort  1 ,  1 ,  2 ,  —  4  sind ,  S ,  und  jenes  der  Gleichung 
X=»2r*  —  llar'  —  ISor  —  8  =  0    1   Zeichenwechsel ;    es   hat   aber   auch 

diese  Gleichung  wirklich  3  positive  und  1  negative  Wurzel. 

Transformation  der  Gleichungen. 

§.  172.  Aufgabe.  Eine  gegebene  Gleichung  X  =  0 
in  eine  andere  y=0  zu  verwandeln,  in  welcher  die  Wur- 
zeln um  a  kleiner  als  in  der  ursprünglichen  sind. 


Auflosung.  Bezeichnet  man  die  Unbekannte  oder  das 
Symbol  aller  Wurzeln  der  transformirten  Gleichung  durch 
y ,  80  soll  y'='X  —  a  oder  «  =  a  -}"  y  ß^in.  Dieser  Werth 
für  Ä  in  X=  0  substituirt,  gibt  in  Uebereinstimmung  mit 
der  Entwicklung  in  §.  149  för  die  transformirte   Gleichung 

5"=^"+ 7;y--i  + r,t/»-'^  +  ...  +  r^iy  +  7;=o, 

wobei  (in  §.  149,  a?  =  a  und  a>=y  gesetzt): 

T;  =  a«  +  ^,a»-i  -f  A^dr-'^  +  . . .  +  A^xa  +  J«, 
2J_i  =  7ia"~"^  +  (^  —  1)  A^cS^'^  +  . . .  +  An^\  etc., 

j;  =  "^"""^\a  +  (n  — l)^,a  +  ^   und    r,=«a  +  ^,    ist 

Auch  kann  man  in  dieser  Gleichung  statt  y  den  Buch- 
staben oder  das  Symbol  x  setzen,  muss  aber  dann  die  trans- 
formirte Gleichung  F=  0  durch  f{x  -|-  a)  =  0  bezeichnen, 
wenn  die  ursprüngliche  Gleichung  X  =  0  durch  j\x)  =  0 
ausgedrückt  wird,  weil /(.r)  =/(y  +  a)  ist. 

A  n  m  0  r  k.  Um  für  die  practisehe  Bechnung  wieder  ein  kurzes  and 
bequemes  Verfahren  abzuleiten,  kann  folgende  Betrachtung  dienen. 
Soll  z.  B.,  un  die  Ideen  festzusetzen,  die  Gleichung 
X  =  ^o^"  +  A^^  +  ^i^  +  -4i=0...  (1) 
in  eine  andere  y  =  0  verwandelt  werden ,  deren  Wurzeln  um  die 
GhrOsse  a  kleiner  sind ,  wofftr  also  y  «—  ar  —  a,  oder  ap  — «  y  -|-  a  wird, 
so  erhält  man  durch  Substitution  und  Entwickelung  eine  Gleichung 
von  der  Form 

«0^'  +  Ol  y*  +  a,y  +  oj  =  0  . . .     (2) 
wobei  es  sich  also  um  die    leichte    und   bequeme    Berechnung    der 
Cocfficientcn  Og,  a^ . . .  handelt. 

Setzt  man  aber  in  dieser  letztem  Gleichung  ft&r  jr  seinen  Werth 
*— a,  so  wird  auch: 

Oo  (z  — a)3-f-Oi  (x  —  a)a  -f-  a,  (x  — o)  +  Og  —  0.. .     (3) 
und  da  diese  Gleichung  entwickelt  und  nach  x  geordnet  mit  jener 
(l)  identisch  sein  muss,  so  folgt  sogleich  Oo  ">-  A^, 

Da   ferner   das    Polynom  (3)   durch  x  —  a  getbeilt  den   Best  o, 

und  den  Quotienten  a^  (x  —  o)'  -|-  «i  (x  — o)  -|-  ««  gi^>t»  so  moss, 
wegen  der  erwähnten  Identität,  auch  das  ursprfiugliche  Polynom  X. 
in  (l)  durch  x  —  a  getheilt,  diesen  Quotienten  und  den  Kest  o^ 
geben.  Wird  der  erhaltene  Quotient  abermals  durch  x  — a  getheilt, 
so  erhält  man  den  Uest  a,  und  Quotienten  oq  (x — >  a)  -|-  »i,  welcher 
wieder  mit  x  —  a  dividirt  den  Rest  a^  und  Quotienten  o^  =  A^  gibL 
Da  man  nun  durch  das  in  §.  160,  Anmerk.  angegebene  Verfah- 
ren diese  auf  einander  folgenden  Divisionen  mit  x-^a  sehr   leicht 
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ansAlhreii  nnd  lo  diese  Beste  a„  o,,  a^  erhalten  kann ;  so  hat  man 
anch  dadurch  die  gesachte  Gleichung  (2)  g^efanden. 

Soll  B.  B.  die  Gteichnng  8x»— ar*  — 18a:' — 18x*  — x-f  8  — 0. . .  (1) 
in  eine  andere  Terwandelt  werden,  deren  Wurzeln  um  3  kleiner 
sind,  so  hat^an  nach  diesem  Verfahren  : 

8 
x=2     8,    2X3—1  =  5.    2X5— 18  —— 8»    2X— 8  — 18=— 84, 

2X— 84  — 1«— 69 
8,  -1,  --I8,  —18, 

x«=2     3,    2X3—1=5,    2X5— -18=-  — 8,     2(— 8)  — 18=-— 34, 

-1,  +3 

2(— 84)— 1«-  — 69,    2(— 69)-|-8  — [— 185] 
3,    2X3+6  =  11,  2X11  —  8=14,    2X14  — 34=«— 6, 

2(— 6)  — 69  =  [— 81] 
8,    2X3+11=17,  2X17+14—.48,  2X48— 6  =  [90] 
8,    2X3-f-17=23,  2X23-j-48  =  [94] 
8,    2X84-23«[29] 

folglich  ftr  die  gesuchte  Gleichung,  da  die  eingeklammerten  Zahlen 
die  genannten  Beste  sind,  und  wenn  man  das  Bjmhol  der  Unbe- 
kannten statt  mit  y  ebenfalls  durch  x  bezeichnet : 

8x»  4-  29x*  +  94x3  +  90x«  —  81x  —  185  =  0 . . .  (2) 

und  in  der  That  sind  —  1,  -— 1,  — 1,  8  und  ^  die  Wurzeln  der 
gegebenen  Gleichung  (1),  wfthrend  diese  letztere  Gleichung  (2)  die 
Wurzeln  besitzt :  —  3,  —  8,  —  3,  +  1  und  —  J. 

Sollten  dagegen  die  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  z.  B.  um  1  Ter- 
grössert  werden ,  so  würde  man  x "» —  1  setzen  und  dadurch 
folgendes  Schema  erhalten: 

8,    —    1, 
3,     —    4, 

8,     —    7, 

3,     -10, 

3,     —18, 

3,     [—16] 
folglich  wftre  die  transformirte  Gleichung: 

8x»  — 16x*+  16x'  =  0 
also  die  Wurzel  x  =  0  3  Mal  rorhanden,    so,   dass  man  durch  Ab- 
kürzung mit  x'  die  Gleichung  3x*  —  16x+  16  =  0  und  daraus  Ar 
die  beiden  übrigen  Wurzeln  x—4  und  x=s^  erh&lt,  wie  es  sein  solL 

Dass  man  endlich  in  dem  Torigen  Schema,  Ton  der  zweiten  Zeile 
angefangen,  überall  das  erste  Glied  8  h&tte  auslassen  kOnnen,  wird 
man  yon  selbst  bemerken,  und  es  würde  sich  mit  Bücksicht  auf  diese 
Bemerkung,  wenn  z.  B.  die  Gleichung 

8x*— 13x»+  7x»  — 8x  — 9  =  0 
in  eine  andere  verwandelt  werden  sollte,   deren  Wurzel  jede  am  ^ 


—  18, 

-18, 

—  1, 

+  8 

—  14, 

—    *. 

+  », 

[0] 

—    7, 

+    3, 

[0] 

+    8, 

[0] 

[+16] 

_  ^^ 

kleiner  ist,    dfu  Schema   auf  die  einfiMfaste  nnd  kfirzeste  Art  ent- 
wickelt ,  fiu  daratellen : 

3,     -—13,     +7,     —  8,     —  9 
x«J  -~12,     +3,     -7,     [4-y] 

-11,    -J,    [-V]        • 

—  10,     [—4] 

[^9] 
und  dadurch  die  verlangte  Gleichung  Sar*  —  9x^ — 4x'— V^+Y'^O 
erhalten. 

§.  173.  Aufgabe.  Aus  einer  Gleichung  das  zweite 
Glied  wegzuschaffen. 

Auflösung.  Transformirt  man  die  gegebene  Gleichung 
X=0  nach  dem  vorigen  §.  in  jene   1^=0,  so  soll  in  dieser 

Gleichung    sofort   ZJ ,    d.   i.    na  -{-  A^=0   sein ;    aus    dieser 

Ä                               A 
Bedingungsgleichung  folgt  aber  a  = -^  also  ^  =  y -^ 

und  daraus  ganz  einfach  die  Regel  zur  Wegschaffung  des 
2.  Gliedes  der  Gleichung  X=0. 

So    muss    man    also ,     um   ans    der   Gleichung   x*  —  Sx^  -}-  2x^  + 
6x  —  5  =»  0  das  2.  Glied  wegzuschaffen, 

setzen,   wodurch  man  die  Gleichung  y*  —  22y*  —  5ü_y  —  33  =  0  erhält. 

§.  174.  Aufgabe.  Eine  Gleichung  in  eine  andere 
zu  verwandeln,  deren  Wurzeln  m  Mal  so  gross  sind  als  die 
Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung. 

Auflösung.     Ist   X  =  0   die   gegebene,    y=0   die 

» 

transformirte   Gleichung;    so   soll  y:=ma  oder  a  =  —  sein. 

m 

Diesen  Werth  in  X  substituirt,  erhält  man,  wenn  auch  gleich 
zur  Wegschaffung  der  Brüche  durchaus  mit  m"  multipli- 
cirt  wird; 

+  m»-^  An-iy  +  m^An  =  0, 
ein  Resultat,  welches  man  auch  kürzer  erhält,  indem  man 
unter  die  Glieder  von  X  (die  etwa  fehlenden  durch  Nullen 
ergänzt)  die  geometrische  Reihe  1,  m,  w*,  .  .  .  m*  setzt, 
je  zwei  über  einander  stehende  Glieder  mit  einander  multi- 
plicirt,  und  überall  7/  statt  a  schreibt. 
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Um  B.  B.  die  Gleichung  x^'^x^^lOx'\'S  =  0  in  eine  andere  mit 
8  Mal  so  grossen  Wurzeln  zn  verwandeln,  hat  man  nach  diesem  Ver- 
fahren: y34-3.y2__9.  10^4-27.8  =  0,  d.i.  y" -j- Sjr' —  90y -f- 216 
»0;  es  sind  in  der  That  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  «=^  1, 
S,  — 4,  w&hrend  die  letztere  die  Wurzeln  3,  6,  — '12  besitzt 

§•  115.  Aufgabe.  Aus  einer  gegebenen  Gleichung, 
ohne  dass  sie  (§.  146)  aufhört  geordnet  zu  sein,  die  Brüche 
wegzuschaffen. 

Auflösung.     Seien,   um  die  Ideen  festzusetzen,  aus 

der  Gleichung  a^  -\ —  a^  ^ —  a-\ —  =  0   die   Brüche   weg- 

P  q  r 

zubnngen.  Transforinirt  man  nach  dem  vorigen  §.  diese 
Gleichung  in  eine  andere,  deren  Wurzeln  m  Mal  so  gross 
fiind,  so  hat  man: 

y*  +  -y'  +— y  +  V  =  0- 

Nimmt  man  nun  fbr  die  hier  als  unbestimmt  anzuse- 
hende Grösse  m  den  kleinsten  Werth,   für  welchen  />,  g,  r 

beziehungsweise  in  »n,  tm^,  m*  (da  man  die  Brüche  ~,  -, . . 

als  zur  kleinsten  Benennung  gebracht  voraussetzt)  enthal- 
ten sind,  was  in  jedem  Falle  (öfter  aber  auch  durch  klei- 
nere Zahlen)  erreicht  wird,  wenn  man  für  m  das  kleinste 
gemeinschaftliche  Vielfache  von  j9,  j,  r  nimmt;  so  ist  die 
Aufgabe  mit  den  möglich  kleinsten  Zahlen  aufgelöst. 

Um  s.  B.  ans  der  Gleichung  x* — i^'  +  Jx"  —  Jar-f-J«=»0  die 
Brftche  wegzuschaffen ,  hat  man  nach  der  eben  erwähnten  allgemei- 
nen Regel,  wenn  man,  da  8  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache 
der  Kenner   ist,    die  Wurzeln    8    Mal    so   gross   macht,    also   x  ^  ly 

setzt    (§.    174):    y*  — f  y3_j.ilL?y«_?iliy +  ?^=  0  ,    das    Ut 

4  4  8 

y*  —  4y3  -f-  48jy*  —  640y  -|-  1 536  =  0.     Indess  erreicht  man  hier  seinen 

Zweck  schon  dadurch,  dass  man  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung 

bloss  verdoppelt,  indem  man  dalCLr 

y*  — }y3  H — j-y* ^y  +  -^  =  0, 

d.  i.  y«  —  y3  -f-  Sy»  —  lOy  -|-  6  «  0,  also  eine  weit  einfachere  Gleichung 
als  vorhin  erh&lt 
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§.  176.  Aufgabe«  FOr  eine  gegebene  Gleichung  die 
Differenzen- Gleichung,  d.  i.  jene  Gleichung  zu  finden, 
deren  Wurzeln  die  Differenzen  aus  je  zwei  Wurzeln  der 
gegebenen  Gleichung  sind. 

Auflös.  Sind  (D^y  coj,  (d,  .  .  .  o»  die  Wurzeln  der  ge- 
gebenen Gleichung,  und  ist  y  die  Unbekannte  der  gesuchten 
Gleichung  T=0;  so  ist  zufolge  der  Aufgabe  y  der  allge- 
meine Stellvertreter   der  sämmtlichen  Differenzen  Oj  —  », , 

Oj C2>  •  •  •  fl'j  —  COn  9    Oj  —  Oj  ,    O2  —  €0^9  .  •  •  Oj  —  O»  U.  8«  W., 

die  sich  aus  den  n  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  bil- 
den lassen.  Da  nun  »i  und  Oj  Wurzeln  von  X=^0  sind, 
so  bestehen  (§.  148)  die  Gleichungen: 

(1)  cD7+^ior"^+^ja)'r-2  +  ...  +  -4«  =  0    und 

(2)  (o--\-A,a)r-'+A^a}r-'  +  ...+An  =  0. 

Aus  a>2  —  <*>i  =  y  folgt  cDj  =  (Dj  +  y,  und  wenn  man  diesen 
Werth  in  der  letztern  Gleichung  (2)  substituirt,  so  erhält 
man  nach  §.  149,  cD=y  gesetzt: 

wobei  Ay  t^,  "^2»  •  •  •  "^w  ^®  ^^^^  angegebenen  Werthe  von 
X,  Xj,  JTj,  .  .  .  X»,  nur  überall  cd^  statt  «  gesetzt,  besitzen. 
Da  aber  auf  diese  Weise  A  das  Polynom  der  vorigen  Glei- 
chung (1),  und  dieses  gleich  Null  ist;  so  hat  man  auch: 

"^1  y  +  "^2  y  *  +  •  •  •  +  '« y~  =  0, 

oder  wenn  man  mit  y  abkürzt,  d.  i.  die  Wurzel  y  =  0  (die 
den  Differenzen  ©^  —  co^,  coj  —  ©j»  •  •  »cd«  —  <0n  entspricht) 
gleich  auslässt,  auch: 

(m)     Tj+T,y  +  T,y»  +  ...-f  r,^,y»-«+y— 1=0 

(wegen  r»=:l),  in  welcher  Gleichung  sofort  (§.  149)  die 
Coefficienten  t^,  t^,  ...  Functionen  von  (Di,  nämlich  die  ab- 
geleiteten Polynome  ^aus  der  Gleichung  (1)  sind.  Eliminirt 
man  daher  aus  dieser  Gleichung  (m)  und  jener  (1)  die  Grrüsse 
cDj,  so  erhält  man  eine  Gleichung  in  y,  deren  CoeiEGcienten 
gewisse  Functionen  von  den  gegebenen  A^^  -4^,  .  .  .  sind, 
als  gesuchte  Gleichung. 

Da  man  aber  statt  der  in  ^Rechnung  gebrachten  Diffe- 
renz coj  —  ©1  =y   eben   so  gut  jede  andere  o,  —  0^=99 
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o,  —  O3  =  y  u.  8.  w.  der  übrigen  hätte  nehmen  können ;  so 
mu88  man  gleichzeitig  in  (1)  und  den  Coefficienten  r^,  ""j»"- 
(als  Functionen  von  <Dj)  die  Wurzel  Oj  mit  den  übrigen  coj, 
o,, . . .  Wn  vertauschen  können,  und  immer  noch  durch  die  an- 
gedeutete Elimination  (nun  von  o,  oder  «3  u.  s.  w.)  aus 
den  betreifenden  Gleichungen  (m)  und  (1)  die  gesuchte  Glei- 
chung erhalten. 

Man  kann  also  auch  in  (1)  statt  cd,  den  allgemeinen 
Stellvertreter  von  i»i,  Og,  .  .  .  (0«,  d.  i.  a?,  wodurch  aber  diese 
Gleichung  in  die  ursprüngliche  X  =  0,  und  eben  so  in  den 
Coefficienten  "j,  Tj,  . . .  der  Gleichung  (m)  a  statt  Oj  setzen, 
wodurch  diese  Gleichung  genau  in  jene 

X,-\-X^-{-X^^  +  ..  +  Xn-iy-'-»  +y-»  =  0  (vergl.  §.  U9) 

&bergeht,  und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  a  eliminiren, 
nm  die  gesuchte  Gleichung   r=  0  zu  erhalten. 

So  ist  z.  B.  flbf  die  Gleichung  r^— 7x-|-6  =  0  sofort  X=x*  — 
7jr  4"  ^  >  -STj  =  3a:'  —  7  ,  X^  =  3x  (JT,  «=»  1)  :  man  mass  daher ,  um 
dazu  die  Differenzengleichung  zu  finden,  ans  den  beiden  Gleichungen 
jc3— 7x  +  6  — 0,  (^==0)  und  Sx^ -.  7  +  3ry -|- y*  =- 0  (^,  +X^  + 
y'^=zO)  X  eliminiren.  Man  findet  als  Besultat  dieser  Elimination  die 
Gleichung  y*  —  42y<  +  441y'  —  400  =  0  ,  welches  auch  in  der  That 
die  verlangte  Differenzengleichung  ist;  denn  es  sind  die 
Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung :  1,2,  —  3 ,  aus  denen  sich  so- 
fort die  Differenzen  l  —  2=--l,  1  +  3  =  4,  2— .1  =  1,  2  +  3  =  5," 
—  3  —  1  «  —  4  und  -—3  —  2«-'-.5  (da  jene  1  —  1  ,  2  —  2  etc., 
bereits  ausgeschieden  sind)  als  Wurzeln  dieser  letzteren  Gleichung  er- 
geben. 

Eben  so  findet  man  y*  —  36y*  +  324y*  +  459  =  0  als  Differen- 
zengleichnng  der  Gleichung  x'  —  6x  —  7  »*■  0. 

§.  177.  Da  sich  die  n  Wurzeln  a>i,  (D,,..!»!»»  wenn  man^ 
wie  es  bereits  oben  geschehen  ist ,  jene  Diiferenzen  oj^  —  ©^ , 
Oj  —  Oj,  .  .  .  o»  —  o»  auslässt,  n{n  —  1)  Mal  zu  2  combi- 
niren  lassen,  nämlich  eben  so  viele  Differenzen  oder  Wur- 
zeln der  Gleichung  F=0  geben;  so  ist  diese  letztere  vom 
n(n  —  1)*"  Grade.  Da  ferner  jeder  positiven  Wurzel  eine 
gleiche  negative  entspricht,  indem  man  hat: 

Oj  —  ©2  =  +-  a    und    cDj  —  0^^^^==^  —  a, 

Oj  —  CO,  =  +  ß    und    0,3  —  Ol  ==  —  j3   u.   s.   w. ; 
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80  ist  das  Polynom  der  Differenzengleichung  y=  0  in  Fac- 
toren  aufgelöst  (§.  162): 

so,  dass  dieses  also  aus    ^     ^       =  m  quadratischen  Fac- 

toren  von  der  Form  y*  —  oo^  besteht,  welche  sofort  ein 
Product  von  lauter  geraden  Potenzen,  d,  i.  ein  Product 
von  der  Form 

geben.     Setzt   man  daher  y^  =:  z  ^   so  geht    die  Gleichung 

y  =  o  über  in  jene :  Z=^s^  -j-  ^\  ^^^^  +  ^%  ^"^  +  •  •  +  ^«=ö> 
deren  Grad  nur  halb  so  gross,  als  jener  der  Differenzeu- 
gleichung  ist,  und  in  welcher  die  W.  z=^y^  die  Quadrate 
von  den  Differenzen  der  Wurzeln  der  ursprünglichen  Glei- 
chung X=Q  sind;  aus  diesem  Grunde  wird  diese  letztere 
Gleichung  die  quadrirte  Differenzengleichung,  oder 
besser,  die  Gleichung  der  quadrirten  Differenzen  der 
Gleichung  X  =  0  genannt. 

Für  die  im  Torigen  §.  angeführte  Gleichung  x*  —  7j:  -f-  6  =  ^  hat  man 
Bonach  z'  — 42«'4"'**^  *  —  400  =  0  als  die  quadrirte  Differenzen- 
gleich  nng. 

Auf  gleiche  Art  findet  man  2'  — «  42  2'-|-44l  z  —  49  •=  0  als   qua- 
drirte Differensengleichnng  fÄr  die  Gleichung  x'  —  7x  i  7  =  0. 

§.  178.  Aufgabe.  Zu  untersuchen,  ob  eine  gegebene 
Gleichung  gleiche  oder  sogenannte  vielfache  Wurzeln 
besitzt. 

Auflosung.  Bezeichnet  man  in  der  Gleichung  X=0, 
deren  Wurzeln  co, ,  oo,  , . .  oo„  sind,  die  Binome  x  —  C0| ,  o:  —  oo,, . . 
^  —  00»  Kürze   halber   durch  ij,  i,,  .  .  6„;   so   ist   (§.  162) 

X--  \  b^b^  .  .  bn* 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  a  -\-  a  statt  a,  wo  a  eine 
ganz  willkürliche  Grösse  bezeichnet ;  so  geht  (§.  149)  X  in 
A:+  Xi  a  +  ^,  a*  +  . . .  +  a»,  und  das  Product  6^  6, . .  6, 
in  (6,  +a)  {b^  +  a)...{bn  +  «)  =  0.  -fG-i  »+  CU,  a«  +  ... 
-f  Ci  a— ^  +  a"über,  wobei  (analog  mit  §.  166)  C«  die  Summe 
der  Combinationen  der  Grössen  6j ,  62 ,  .  .  &„  zu  n  C»-i 
jene  der  Combinationen  zu  n—  1  u.  s.  w.,  d.  i.  C«  =  6^6,..^,, 

^*-i  ^  "67  "^"  1^"^"  •  •  +  -5^  u.  s.  w,  ist.   Man  hat  also  die 
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Gleichung  J  +  X^  a  -|-  . .  +  a*=  C»  +  Cn_i  a  +  •  •  +  a*j  und 
daraus  (§.  112),  da  X,  -Xj , .  •  .  C»,  Cf,-i,  .  . .  von  a  unab- 
hängig sind:  X  =  Cn  =  bib^  .  .  .  bn  (die  ursprQngliche  Glei- 

XX  X 

chung),  -Xi  =  C«-i  =  --  -f  —  -f  . . ,  -|-  _  u.  8.  w. 

Ol  0,  On 

Besitzt  nun  die  gegebene  Gleichung  X=0  m  gleiche 
Wurzeln,  und  zwar  cDj  =  ©j  =  . . .  =  coot  =  «>  so  ißt  auch 
6j  =  6j  =  ...  =  ft^,    und  man   hat   X=  i^Ä«+i .  .  .  i«  und 

X^  =  MÄ^-^  6,»f  1 . .  ♦  6«  +  b'^bm^i . . .  ft»  +  etc. 

woraus  sofort  folgt,  dass  die  beiden  Polynome  X  und  X^ 
als  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  den  Factor  b^^  = 
(j?  — a)"^*  besitzen.  Besässe  die  obige  Gleichung  -X  =  0 
ausserdem  noch  p  Wurzeln  jede  =  6 ,  so  würde  man  eben 
80  finden,  dass  die  beiden  Polynome  X  und  X^  als  grössten 
gemeinschaftlichen  Factor  den  Ausdruck  {x  —  a)"*^^  (a  —  by~''^ 
haben,  u.  s.  w. 

§.  179.  Um  also  zu  untersuchen,  ob  die  Gleichung 
X=0  gleiche  Wurzeln  besitzt,  leite  man  (§.  149,  Anmerk.) 
aus  X  das  Polynom  X^  ab  und  suche  zu  X  und  X^  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Divisor;  ist  dieser,  in  einfache 
Factoren  zerlegt,  von  der  Form  {x  —  a)**  {x  —  by{x-\-  cY . . ., 
80  enthält  diese  Gleichung  die  Wurzel  a  (w  + 1)  Mal,  jene 
6  (p-f-l)  Mal,  die  Wurzel  — c  (r  +  1)  Mal  u.  s.  f.;  findet 
man  keinen  solchen  gemeinschaftlichen  Divisor,  so  hat  die 
Gleichung  auch  keine  gleichen  Wurzeln. 

So  ist  z.  B.  flkr  die  Gleichung  x*  —  x^  —  8x«+5ar  —  2=^0: 
X=x* — jp»  — 3x"  +  5x  — a,  J:,  =- 4x3  —  3ar*  —  6ar+5;  und  da  man 
zwischen  X  und  X^  als  grOssten  gemeinschaftlichen  Divisor  x*  —  2x  -(-  1 
—  (x— 1)^  findet,  so  enth&lt  diese  Gleichung  die  Wurzel  x  =  l  3  Mal; 
und  in  der  That,  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind:  1,  1,  1  und  —2. 

Cubische  Gleichungen. 

§.  19D.  Da  sich  (§.  173)  aus  jeder  Gleichung  das  2. 
Glied  wegschaffen  lässt,   so  können  wir  zur  grossem  Ein- 
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fachheit  die  aufzulösende  cubische  Gleichung  in  der  Form 
Yoraussetzen :  (1)  x^  -\-  pas  '\-  q  =  0. 

Um  diese  Gleichung  aufzulösen,  setze  man  (2)  a=y-\-z; 
so  geht  dieselbe  über  in :  y '  +  -2^'  +  C^I/^  +  jp)  ^  +  ?  =  0,  und 
wenn  man,  um  y  und  z  zu  bestimmen,  nebst  der  vorigen  Be- 
dingungsgleichung (2)  noch  die  folgende:  3y^-|-/>  =  0,  wor- 
aus (3)  z=  —  ~  folgt,  annimmt,  so  folgt:  (4)  y*  +  ^*+?=0 

^^^  ^*~27^  +  ^'^^'    ^'   ^'   y*  +  ?y*  =  i?'  woraus  so- 


fort y  =  y/—^±  1/^  +  —  folgt.  Aus  (4)  hat  man 
z^=^  —  q  —  y',    oder  wenn  man  för  y'  substituirt  und  die 

Wurzel  auszieht:  z  =  y    —  -  hF  \/—  +  — •  ^^  *^'S^  ^^ 

endlich  aus  (2),  von  den  doppelten  Zeichen  nur  die  obem 
beibehaltend,   indem  die  untern  dasselbe  Kesultat  geben: 

+l^[-l-K^l. 

welcher  Ausdruck  unter  dem  Namen  der  Cardan'schen 
Formel  bekannt  ist. 

§.   181.     Setzt  man  Kürze  halber 

so  geht  die  Formel  (5)  über  in  (7)  a;  =  pA  +  j/'^Ä  Um 
nun  zu  sehen,  wie  diese  Formel  die  sämmtlichen  3  Wurzeln 
der  Gleichung  (1)  enthält,  bemerke  man,  dass  die  3  Cubik- 

wurzeln  aus  a^  sind:  o,  al -i  und  gl  i»)^ 

3 

♦)  Sctet  man  nftmlich  ya^  =  x^  so  folgt  x^ — a'»»0,  und  da  x  »»  a 
eine  Wurzel,  also  (§.  159)  x^  — «3  durch  x  — a  theilbar  ist;  so  er- 
h&lt  man  noch  x*  +  ax  +  a*  «=  0,  und  daraus  die  beiden  Hbrigen  oben 

3 

angegebenen  inii^n&ren  Wurzeln  von  V^o'. 
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oder  für  ^( — 1  +  j/^— 3)  =  a  auch:  a,  ao,  a*a.    Versteht 

man  also  unter  yA  die  gewöhnliche,  reelle  oder  arithmeti- 

3 , 
sehe  Cubikwurzel  aus  A;  so   sind  die  3  Wurzeln  von  yA 

sofort:    l.|/L4,  ayAy  a^yA.    Auf  die  nämliche  Art  hat 

man  för  die  3  Werthe  von  y^B  auch  1  .f^JB,  oLp'By  a^p^B; 

da  nun    aber   [vergl.  (2)  und  (3)]  wegen  i/2= — -  in  (6) 

3 

V  V  •  TT 

fär  yA  und  yB  nur  jene  Werthe  genommen  werden  dür- 
fen, die  zusammen  ein  reelles  Product  geben;  so  sind  für 
X  nur  folgende  3  Combinationen  möglich  oder  brauchbar: 

(8)     aj^  =  l.\^A  +  l.i^B,    a^  =  ap'A  +  a^\/'B, 

und     ÄTj  =  a*  yA  -f-  «  yB^ 

welches  zugleich  die  gesuchten  3  Wurzeln  der  Gleichung 
(1)  sind. 

§.  182.  Um  zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen 
die  vorigen  3  Wurzeln  der  Gleichung  a?*+p«-|-^  =  0,  in 
welcher  p  und  q  positiv  oder  negativ  sein  können,  reell 
oder  imaginär  ausfallen,  muss  man  die  3  Fälle  unterschei- 
den :  1.)  wenn  ^  -f  ^  >  0,  2.)  =0  und  3.)  <  0  ist.   Man 

findet  durch  diese  Discussion  [I,  105],  dass  im  1.  Falle  die 
Wurzel  jjj  reell,  die  beiden  übrigen  imaginär  sind ;  dass  im 
2.  Falle  alle  3  Wurzeln  reell  sind  und  dabei  äTj  =  a^  ist, 
und  dass  endlich  auch  im  3.  Falle  die  sämmtlichen  3  Wur- 
zeln reell  ausfallen,  obschon  sie  in  der  Card  aussehen  For- 
mel unter  einer  imaginären  Form  erscheinen,  wesshalb  man 
diesen  auch  den  irreduciblen  Fall  genannt  hat. 

,   Auflösung  der  cubischen  Gleichungen  mit- 
telst  trigonometrischer  Functionen. 

§.  183.  Für  den  1.  der  im  vorigen  §.  angeführten  3 
Falle  setze  man,   wenn   a)  der  Coefficient  p  positiv  ist, 

(m)  —  1/ —  =  tang  y  und  ytariff  ^  f  =  tang  ;jj,  wo  9  und  ^ 
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zwei  Hilfswinkel  bezeichnen ;  so  erhält  man  für  die  Grössen 
A  und  B  im  §.  181,  (6),  nach  einigen  leichten  Reductionea: 

A  =  \/ —  .  tang \ y  und  5  =  —  Ix  ~7  .  cof  J^ y ,    folglich 

fllr  die  reelle  Wurzel  Xy  in  (8):  (a)  ä^  =  —  2  1/  ^.co«2f 

Man  wird  also  zuerst  aus  (m)  (mit  beständiger  Anwendung 
der  Logarithmen)  die  Hilfswinkel  9  und  ^^  und  mit  diesen 
letzteren  aus  der  Gleichung  (a)  die  Wurzel  x^^  berechnen. 

§.  184.  Ist  aber  V)  p  negativ,  so  setze  man,  wenn 
überall  [nämlich  in  (1)  und  (6),  §§.  180,  181]  p  gleich  ne- 
gativ genommen,  und  dann  unter  p  wieder  nur  der  nume- 
rische Werth   verstandenj  wird :   (m')  —  1/   -=-  =  «m  f   und 

2. 

wieder  ytang  i^  9  =  tang  ^ ;  so  findet  man 

und    («0  ar,  = : 1/   — j 

wobei  die  Rechnung  wieder  nach  der  vorigen  Angabe  zu 
f&hren  ist. 

§.  185.     Da  sich  im  2.  Falle  die  3  Wurzeln  unmittel- 

bar  logarithmisch  berechnen  lassen,  indem  /Cj  =  —  2  1/  -> 

3  ^ 
jTj  =  ;c,  =  Y/—  ist ;    so   sind   hierzu   keine   anderweitigen 

Hilfsgrössen  nothwendig. 

§.  186.  Für  den  3.  oder  sogenannten  irreduciblen 
Fall,  in  welchem  p  nothwendig  negativ  sein  muss,  setze 
man ,  wenn  unter  p  wieder  nur  der  numerische  Werth  ver- 
standen [also  die  Gleichung  (1)  durch  x^ — jp^-f- J  =  0  dar- 

gestellt]  wird ,   x  =  r8in^   oder   «in  y  ==  — ;    so   erhält  man 

wegen   (§.  23.  Anmerkung)  ^n  3f  =  3  m  f  —  4  mn  9'   odef 
sin  f '  —  J  sin  9  +  i  sin  3y  =  0  sofort : 

(n)     X*  —  f  r*Ä?  -\-  \r*8in8f=  0, 
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eine  Gleichung ,  deren  Wurzeln  in  dem  Ausdrucke  (d) 
a^=r»in(f,f  wobei  £&r  9  alle  Werthe  gesetzt  werden  müs- 
sen, für  welche  sinS^  (als  Bestandtheil  des  letzten  Gliedes 
der  vorigen  Gleichung)  ungeändert  bleibt,  enthalten  sind. 
Diese  so  beschaffenen  Werthe  von  9  sind  aber  die  dritten 
Theile  von  89,  180  — 89,  3.180  —  39,  5.180  — 89,... 
und  360  +  39,  2.360  +  39,  3.360  +  39  u.  s.  w.,  also  die 
Werthe:  9,  60  — 9,  180  — 9,  300  — 9,.-..  und  I2O  +  9, 
240  +  9 ,  360  +  9  u.  s.  w.  Es  ist  aber  leicht  zu  sehen, 
dass  diese  unzähligen  Bögen  nur  3  verschiedene  Sinus, 
nftmlich  m  9 ,  sin  (60  —  9)  imd  —  sin  (60  +  9)  haben ,  so, 
dass  also  auch  aus  dem  genannten  Ausdrucke  (c{)  für  die 
Gleichung  (n)  nur  3  Wurzeln ,  nämlich  (ß)  fl?i  =  r  «m  9, 
a^=r  sin  (60  —  9)  imd  a^  =  —  r  sin  (60  +  9)  hervorgehen. 
Vergleicht  man  endlich  die  obige  Gleichung  (n)  mit  der 
ursprünglichen : 

a?* — ^^  +  gf  =  0, 

so  folgt:  (y)  fr*=p  und  \r^sinS^  =  qj  woraus  nun  ganz 
einfach  r  und  9,  und  mit  Hilfe  dieser  Werthe  aus  {ß)  die 
3  Wurzeln  mittelst  Logarithmen  berechnet  werden  können. 

Man  findet  z.  B.  fOr  die  dem  1.  Falle  (§.  188)  entsprechende  Glei- 
chung jc3  +  8ar  — 2«0  die  Hilfewinkel  y  «- 135^  0»  «  53®  1 7' 52"-7, 
und  damit  die  reelle  Wurzel  j?^  := '5960717. 

Für  die  (dem  im  §.  184  angef&hrten  Falle  entsprechende)  Glei- 
chung x"  —  2x  +  4  =  0  folgt  y  =  1 5®  47'  35"-4  ,  »I;  =  27"  22'  4"  und 
r^  =  — *  2.     (Die  heiden  imaginftren  Wurzeln  sind :  —  1  :£  V—  1). 

Aus  der  zum  2.  Falle  (§.  185)  gehörigen  Gleichung  jc»  —  8x  —  2  «—  0 
erhält  man  die  Wurzeln  x^  ■«  -|-  2 ,    x,  =  x,  =  —  1. 

Endlich  findet  man  f&r  die  zum  3.  Falle  (§.  186)  gehörende  Glei- 
chung  xs— 7x  +  6=-0,  aus  (7):  /o5rr= -4850188  und  y—19*  6'23"-8, 
folglich  mit  diesen  Werthen  ans  (ß):  ar^ «—  1,  ^f»  —  2,  x,  =  —  8. 

Gleichungen  des  vierten  Grades. 

§.  187.  Es  sei  auch  hier  die  aufzulösende  Gleichung 
bereits  von  ihrem  2.  Gliede  befreit  und  auf  die  Form  ge- 
bracht :  (1)  a*  +  j?^*  '•\-  qa  -{- r  =:  0.  Man  setze  (2)  a?  =  w  -f- 
y  -\-Zy  80  wird  j?*  =  w*  -|-  y*  +  2;*  -|"  2  (uy  +  wz  +  yz)  und 
^*  =  (u^  +  y^  +  z^y  +  4(u^  +y^  +  z^)  (uy  +  UZ  +yz)^ 

Borg'g  Comp«ndlum  d.  hSb.  Math.  8 
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^  («V*  +  '**^*  +  y*-^*)  +  Swy^d?  [wogen  (2)]  ;  diese  Werthe 
für  a^  und  a?*  in  (1)  substituirt,  erhält  man: 

+r  +  [4(u» +y >+2r*)  +  2p](«5^  +  tt;^ +y;^)  4- (8«y^ +9)*=?0. 
Da  die  Gleichung  (2)  unbestimmt  ist  und  noch  2  Bedingun- 
gen gestattet,  so  setze  man  (4)  4{u^'\-y^ -^z*)-\-2p  =  0 
und  (5)  Suyz  -f-  ?  =  0 ;  dadurch  geht  die  vorige  Gleichung 
(3),  wenn  man  zugleich  noch  fQr  u*-|-y*  +  ^*  ^^^  ^^^  W 

folgenden  Wertli substituirt,  in  die  folgende  einfachere 

über :  (6)  uY  +  ^^^^  +  y^^*  =  t^  (p*  —  ^) ;  endlich  folgt 
noch  aus  (5)  die  Relation  (7)  M*yV  =  — . 

Da  nun  von  den  3  Grössen  u*,  f/\  z*  in  (4)  die  Summe 
oder  Combinationen  zu  1,  in  (6)  die  Summe  der  Combinationen 
zu  2,  und  in  (7)  die  Summe  der  Combinationen  zu  8  oder 
ihr  Product  ausgedrückt  ist;  so  können  diese  (§.  166)  als 
die  Wurzeln  der  cubischen  oder  sogenannten  reducirten 
Gleichung 

^    ^  '2  '     \      16      7  64 

angesehen  werden. 

§.  188.  Löst  man  diese  cubische  Gleichung  nach  den 
vorhergehenden  §§.  auf,  und  bezeichnen  r, ,  t?,,  r,  die  3 
Wurzeln  derselben ;  so  hat  man  w  =  ±  j/üi ,  y  =  dz  ]/t?„ 
z  =  dz  ]/t?,,  und  zufolge  der  Gleichung  (2) : 

ar  =  dz  ]/v^  db  ]/t?,  di  ]/t;,. 

Macht  man  in  dieser  letztem  Summe  hinsichtlich  der 
doppelten  Zeichen  alle  Verbindungen,  so  findet  man  darun- 
ter nur  8  verschiedene  Werthe.  Von  diesen  8  Werthen 
fbr  a  sind  aber  bloss  4  als  Wurzeln  der  gegebenen  Glei- 
chung brauchbar;  man  findet  diese,  wenn  man  berücksich- 
tiget,  dass   vermöge  der  Gleichung  (5)  das  Product  aus  ti, 

y,  Zy  d.  i.  aus  ]/t?j ,  \/v^,  V^,,  das  entgegengesetzte  Zeichen 
von  q  erhalten  muss. 

§.  189.  Man  hat  also,  wenn  q  positiv  ist,  nämHch 
für  die  Gleichung  (a)  a* -{- px* -\- qx '\- r  =  0  die  Wur*«ln: 
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j,  =  ~  j/i;!  —  1/"«,  —  ]/t?3,  Ä?,  =  — ■[/«'i  +V^^+Vv^, 

und  wenn  j  negativ  ist,  oder  für  die  Gleichung  (b)  a^-^px* 
—  qx-\-r=Of  die  Wurzeln : 

^,  =  — ]/üi  +  ]/ü,  — 1A„  jr^  =  _ -^/vj  —  ]/"t?,  +  |/t,3. 

Für  die  Gleichung  x* — 25x»  +  60x  —  36  =  0  ist  die  redacirte 
oder  c  u  b  i  fl  c  h  e  Gleichung :  »"  —  y  r*  -f-  VV  »  —  *i»  =  0  ,  und  da 
man  Ar  diese  die  Wurzeln  v^  «»  f ,  v,  »»  4,  v,  «»  V  ^^det ;  so  erhält 
man  aus  den  der  Gleichung  (a)  zukommenden  Wurzeln :  x^  »- »-  6^ 
X,  — » 4-  3,  X,  =r  -f-  2,  x^  =  4-  1  als  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung. 

Eben  so  findet  man  fllr  die  Gleichung  x*-— 7x*-f- 17x' — 17x 
+  6  a*o,  welche  (§.  173)  vom  2.  Gliede  befreit  in  jene 

80  wie  diese,  wenn  (§.  175}  die  Brüche  weggeschafft  werden,  in  jene 
jf'*^*22y'^  —  24y'-i-4b  =  0  übergeht,  als  reducirte  Gleichung: 
»'—11»»+ IQ»-— 9  —  0,  dafür  die  Wurzeln  r,  =  1,  »,=- 1,  »,  =  9, 
und  damit  aus  den  obigen  Wurzeln  der  Gleichung  (6) : 

y'i-^ö,    ya=  — 3,    y',=  — 3,    ^4  =  1; 

da  femer  y  =  |^y'  und  x=y-|~-}  ist,  so  erhält  man  endlich  für  die 
Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung :  x^  =  3,  x,  =  1,  x,  =  1,  x^  =  2. 

Die  reciproken  Gleichungen. 

§.  190.    Erklärung.    Sind  in  einer  Gleichung  X=  0, 
welche  die  Wurzeln  a,  /3,...  besitzt ,   auch   die  reciproken 

■nr  1       1 

Werthe  — ,  — , . .  Wurzeln  derselben ;  so  wird  die  Gleichung 

tt    ß 

öne  reeiproke  genannt  und  unmittelbar  daran  erkannt, 
Aws  ohne  Kücksicht  auf  die  Zeichen,  je  zwei  Ton  den  bei- 
den äussern  Gliedern  des  Polynoms  ^eich  weit  abstehende 
Glieder  einerlei  Coefficienten  besitzen. 

f  191.     Es  ist  also 

(1)    ^  +  A^x"*-^  +  A^x'^-:^  +  ...  dz  A^x^±A^xdtil  =  0 

die  allgemeine  Form  der  reciproken  Gleichungen. 

Denn  ist  a  eine  Wurzel  derselben,  so  hat  man 

«•  -f  ^,a«-*  +  ^8a»-2  +  . . .  ±  A^a^  db  ^,a  zfc  1  =  0, 

8* 
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oder ,  wenn  man  durchaus  mit  d=  «*  dividirt  und  die  Glie- 
der in  umgekehrter  Ordnung  schreibt: 

woraus  sofort   folgt,   dass  in  (1)  auch  a  =  —  (§.  148)  eine 

OL 

Wurzel  ist  Dasselbe  gilt  auch  für  eine  jede  andere  Wur- 
zel ß,  y  u.  s.  w.  der  Gleichung  (1). 

§.  192.   Für  eine  reciproke  Gleichung  von  gerader 
Ordnung  hat  man,  nur  die  obem  Zeichen  beibehaltend: 

+  A^a:^  +  A^a +  1=0, 

oder,  wenn  man  durch  a^  dividirt  und  die  Glieder  paar- 
weise, nämlich  das  1.  und  letzte,  2.  und  vorletzte  u.  s.  w. 
zusammennimmt : 

(3)  (.-+-i.)+^,(^i+^) 

Setzt  man  nun  (4)  a-] — =^9  bo  erhält  man  aus  der 

X 

Entwicklung  (a),  §.  127,  für  a  =  Ä  und  6  =  —  : 

n(»-4)(n  — 5) 

v^^  etc., 

1.2.3         ^ 

und  daraus  auch,  indem  man  statt  n  nach  und  nach  n  —  Ij 

n  —  2  u.  s.  w.  setzt,  die  Binome  «*~*  -A u,  s.  w.  durch 

y  ausgedrückt,  so,  dass  wenn  man  dann  die  Werthe  aller 
dieser  Binome  in  die  Gleichung  (3)  substituirt,  eine  Glei- 
chung in  y  entsteht,  welche  nur  vom  n.,  also  halb  so  ho- 
hem Grade  als  die  gegebene  Gleichung  (2)  ist.  Lässt  sich 
diese  letztere  auflösen,  so  hat  man  zur  Bestimmung  der 
ursprünglichen  Wurzeln  x  aus  (4)  die  Relation: 

(6)  «=i(y±Vy^:^). 
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»0,  dass  also  jede  der  n  Wurzeln  y,  2  Wurzeln  in  «,  die 
zugleich  zu  einander  reciprok  eiiid,  liefert,  und  sonach  die 
2n  Wurzeln  der  Gleichun;^  (2)  gefunden  sind. 

So    hat    man    z.   B.    fftr  die   Gleichung    a:»  — *  6x»  +  14x*  - — ISx« 
4-  14x»  —  6x  4  1  =  0    zuerst 

and  für  x-j "»^i  nach  der  Entwicklung  (5)  (oder  auch  dayon  un- 

abhängig,  wenn  man  die  3.  und  2.  Potenz  macht) : 

x3+— =  y3  — 3y     und     x4  +  — =:y'  — 3 

(yergl.  wegen  des  Ahbrechens  dieser  Reihe  §.  127),  also  wenn  man 
substitairt  und  reducirt :  y^  —  6y'  -|-  lly  —  6  =  0.  Da  diese  Gleichung 
die  Wurzeln  y  =  1 ,  2 ,  3  besitzt ;  so  erhftlt  man  nach  4er  Relation 
(6)  mr  y  =  1 : 

_l-f-jA--8  _1  — V^— 8_  8 

x.  •^—  _  t      X. 


*~  2  •     *•  2  ""1+K— 3' 

flir  y  =  2  : 

24-0  S  ->  0 


2  +  0       ,  2  —  0 

y,  =  --^=l,      x^  = 


2  '        •  2 

und  fftr  y  =  8 : 

_84-V^5  _  3  —  1/^5  _        2 

'»—        2        '     '•—        2        —  3+Y5 
als  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung. 

§.    193.     Zusatz.     Haben    die   gleichen   numerischen 
Coefficienten    verschiedene    Zeichen ,    wie    z.    B.    in 

«'-f"-4id?*  +  Jlg**  —  -4,«*  —  A^x  —  1  =  0  (wo  also  der 
mittlere  Coefficient,  da  ihm  gleichzeitig  beide  Zeichen  zu- 
kommen, Null  sein  muss);  so  folgt  zuerst  aus  der  genann- 
ten Vereinigung  der  Glieder  oder  der  Darstellung: 

(^«  —  1)  +  A.aix''  —  I)  +  A^x^i^^  —  1)  =  0, 
dass  diese  Gleichung  durch  x^  —  1  theilbar  ist,  ihr  also  die 
beiden  Wurzeln  ^  =  ±  1  zukommen.  Führt  man  aber  die 
Division  aus,  so  kommt  man  wieder  auf  eine  reciproke  Glei- 
chung, und  zwar  von  der  im  vorigen  §.  behandelten  Eigen- 
schaft. Dieser  Quotient  ist  für  die  vorige  Gleichung: 
X*  +  A^x^  +  (1  +  A^)x^  +  ^jÄ  +  1  =  0. 

§.  IM.     Ist   die  reciproke  Gleichung  von  ungerader 
Ordnung,    so  hat  diese,    wie  leicht  zu   sehen,  je  nachdem 
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die  gleichen  numerischen  Coefficienten  gleiche  oder  verschie- 
dene Zeichen  haben,  zuerst  die  Wurzel  —  1  oder  + 1»  ^^^ 
man  erhält ,  wenn  das  Polynom  beziehungsweise  (§.  159) 
durch  ^=kl  gethcilt  wird,  wie  man  ganz  einfach  findet,  als 
Quotienten  das  Polynom  einer  reciproken  Gleichung  von 
gerader  Ordnung,  die  man  sofort  nach  den  beiden  vori- 
gen §§.  weiter  behandeln  wird. 

So  ist  ftlr  die  Gleichung  3x»  —  x*  —  ISar»  —  ISar*  —  x  +  3  —  o 
zuerst  X|  »»  -—  1  eme  Wurzel,  und  man  erhAlt  daraus  durch  die  Division 
mitx-|-l  die  reciproke  Gleichung  gerader  Ordnmg:  3x*  —  4x' —  14x* 
—  4x-|-3'*"0,    welche    nach    §.  192    behandelt,    noch    die    Won  ein 

X,  «=■ —  1,  X,  =-  — —  ,  X4  «-3  und  ap,  «-  J  liefert 
Bben  so  erhält  man  für  die  Gleichnng 

zaerst   die  Wurzel  x^  ««  1 ,  und  dann  aus  der  durch  Division  mit  x  —  1 
entstehenden  reciproken  Gleichnng 

x*-jx3-.yx»^}x  +  l»o 

nach  §.192  noch  die  Wurzeln  —  1,  — — - ,  8  und  J. 

Anmerk.  Da  wir  von  den  zunächst  hieher  geh()rigen  binomischen 
Gleichungen  x^  ^  A=^Oj  welche  sich  mit  Hilfe  der  reciproken  Glei- 
chungen allgemein  bis  znm  10.  Grad  auflösen  lassen  [I.,  124],  weiter 
unten  (§§.  229,230,  315,  316)  die  ganz  allgemeine  Auflösung  geben 
werden;  so  können  wir  diese  hier  vorläufig  übergehen. 

Auflösung  der  numerischen  Gleichungen« 

§.  195.  Erklärung.  Sind  die  Coefficienten -4j ,  A^^.^A» 
ehier  höhern  Gleichung  in  Zahlen  gegeben,  so  nennt  man 
die  Gleichung  eine  numerische  Gleichung,  zu  deren  voll- 
ständigen oder  näherungsweisen  Auflösung  (da  die  allge- 
meine Auflösung  der  Gleichungen  bis  jetzt  noch  nicht  über 
die  Gleichung  des  4.  Grades  hinausreicht)  die  Analysten 
sofort  verschiedene,  mehr  oder  weniger  scharfsinnige,  Me- 
thoden erfunden  haben. 

Grenzen  der  reellen  Wurzeln. 

§.  196.  Erklärung.  Liegen  die  positiven  Wurzeln 
einer  Gleichung  zwischen  den  beiden  (positiven)  Zahlen  g 
und  Gf  so  heissen  diese  Zahlen  Grenzen  der  positiven 
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Wurzeln ;  man  setzt  aber  dabei  immer  yoraus,  dai»  g  und  O 
die  Wurzeln,  wenigstens  in  ganzen  Zahlen,  so  eng  wie 
möglich  einschliessen ,  g  also  (in  der  Voraussetzung  von 
g  ^G)  so  gross,  und  G  so  klein  als  möglich  sei.  (So  wä- 
ren in  diesem  Sinne  ^  =  4  und  ö  =  10  die  Grenzen  der 
positiven  Wurzeln  einer  Gleichung,  welche  die  positiven  Wur- 
zeln 4-2,  6  und  9*6  besitzt.) 

Bezeichnet  man  eben  so  die  Grenzen  der  negativen 
Wurzeln  durch  ^'  und  G\  wo,  vom  Zeichen  abstrahirt,  g'K.  G' 
ist;  so  heissen  auch  G  und  G*  die  obern  oder  äussern, 
und  g  und  g  die  untern  oder  i  n  n  e  r  b  Grenzen.  Gewöhn- 
lich, besonders  wenn  G  und  G  nicht  weit  von  einander 
abstehen,  lässt  man  die  Nulle  für  die  gemeinschaftliche  in- 
nere Grenze  gelten. 

§.  lOT.  Unter  allen  Methoden,  die  obere  Grenze  der 
positiven  Wurzeln  einer  Gleichung  -Y  =  0  im  obigen  Sinne 
zu  finden,  ist  folgende  (von  Newton  herrührende)  die 
sicherste : 

Man  verwandle  die  Gleichung  X  =  0  durch  Substitu- 
tion von  a:=y-f-a  (§.172)  in  jene  y=0,  und  suche  die 
kleinste  ganze  Zahl  für  a,  für  welche  die  sämmtlichen 
Coefficienten  Tj,   T^^..Tn,  dieser  transformirten  Gleichung 

positiv  ausfallen ;  so  werden  die  sämmtlichen  durch  i/=a? —  a 
dargestellten  Wurzeln  dieser  letztern  Gleichung  (§.  168,  An- 
merkung 1.)  negativ,  folglich  ist  a^or,  d.  i.  bei  diesem 
kleinsten  Werth  dennoch  grösser,  als  jede  positive  Wurzel 
der  Gleichimg  X  =  o. 

§.  196.  Zur  Bestimmung  der  untern  Grenze  g  der  po- 
sitiven Wurzeln  der  Gleichung  -X'=0  verwandle  man  diese 

durch  Substitution  von  a^ssz —  in  jene,  FssO,  und  suche 
f&r  diese  Gleichung  wieder  (nach  dem  vorigen  §.)  die  obere 
Grenze  'G  der  positiven  Wurzeln  y ;  so  is t  ^r  =  r^  eine  Zahl,  klei- 
ner als  die  kleinste  Wurzel  x  der  Gleichung  X=:0,  und 
zwar  wieder  im  obigen  Sinne  (§.  196). 
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§.  199.  Um  endlich  die  beiden  Grenzen  G\  g  der 
negativen  Wurzeln  der  Gleichung  X  =  0  zu  bestimmen, 
verwandle  man  diese  (§.168)  in  jene  X=0  mit  entgegen- 
gesetzten Wurzeln,  und  suche  für  diese  nach  den  beiden 
vorigen  §§.  wieder  die  beiden  Grenzen  i,  l  der  positiven 
Wurzeln;  so  hat  man  sofort  (t'  =  Z  und  ^'  =  /. 

So  findet  man  z.  B.  fftr  die  Gleichung  ar*  —  2x* —  54ar*  —  30*-|-  189  =  0 
die  Grenzen  G«-;  9,  (r  «  6,  ^=-1,  ^'  =  2 ;  und  in  der  That,  die  Wurzeln 
dieser  Gleichung  sind:  1*6055,  8*4774,  — 5*6060,^2*4770. 

Das  Aufsuchen  der  rationaltn  Wurzeln. 

§.  200.  Lehrsatz.  Die  rationalen  Wurzeln  einer  ge- 
ordneten Gleichung,  deren  Coefficienten  durchaus  ganze 
Zahlen  sind,  können  nur  ganze  Zahlen  und  keine  Brüche 
sein. 

Denn  es  sei  —  ein  zur  kleinsten  Benennung  gebrach- 
ter Bruch,    und  wenn  es  möglich  ist,  a?  =  —  eine   Wurzel 

der  nach  §.146  geordneten  Gleichung  X=0  von  durchaus 
ganzen  Coefficienten ;  so  hat  man ,  wenn  dieser  Werth  in  X. 
substituirt  imd  dann  durchaus  mit  ß'*~*  multiplicirt  wird. 

^  +  ^1  a»-i  +  ^,  «^'  i3  +  . . .  +  ^n  i3'-i  =  0, 

eine  Gleichung,  welche  unmöglich  bestehen  kann,  weil  sich 
sonst  die  Summe  von  ganzen  Zahlen  und  einem  Bruche  auf 
NuU  reduciren  könnte. 

§.  201.  Hat  man  daher  die  gegebene  numerische  Glei- 
chung nach  §.  146  geordnet,  und  die  etwa  vorhandenen 
Brüche  nach  §.  175  weggeschafft;  so  müssen  die  rationalen 
Wurzeln  dieser  Gleichung  ganze  Zahlen  und  überdiess  (§.  166) 
Factoren  des  letzten  Gliedes  A%  sein.  Zerlegt  man  demnach 
das  letzte  Glied  des  Polynoms  in  seine  einfachen  und  zu- 
sammengesetzten Factoren  und  setzt  diese  nach  und  nach 
für  Xy  und  zwar,  wenn  das  Polynom  -X  Zeichenwechsel  und 
Zeichenfolgen  besitzt  (§.  170),  sowohl  positiv  als  auch  nega- 
tiv genommen;  to  sind  jene  Factoren,  welche  dabei  X  auf 
Null  bringen,  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  X=  0.  Um 
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rndess  dieses  Verfahren,  welches,  wenn  An  aus  sehr  yielen 
Factoren  besteht,  ziemlich  ermüdend  werden  kann,  zu  ver- 
einfachen,  dienet  folgende  Betrachtung. 

§.  202.  Es  sei,  um  nur  die  Ideen  festzusetzen,  die 
Gleichung  gegeben  :x^  -{-  A^^  x^  -\-  A2  a  -{-  A^  =  0^  und  a  eine 
Wurzel  derselben;  so  folgt:  -^3  =  —  A^cl — Aj^ol*  —  a*.  Da 
nun  der  2.  oder  der  Theil  rechts  dieser  Gleichung  durch  a 
theilbar  ist ,  so  muss  es  auch  der  1.  sein ,  d.  h.  es  muss 
A^:  et  =  B  eine  ganze  Zahl  sein;  es  folgt  also  weiters,  wenn 
man  wirklich  dividirt:  B-^-A^^^  —  A^cl — a*.  Da  auch 
hier  wieder  der  Theil  rechts  durch  a  theilbar  ist,  so  muss 
gleichfalls  {B  -|-  A^)  :cl=  C  eine  ganze  Zahl  sein,  und  man 
erhält  nach  der  Division:  C-\-A.=  —  a.  Aus  gleichem 
Grrunde  muss  auch  {C-\'A^):a=D  eine  ganze  Zahl  sein,  V 

und  man  erhält,  nachdem  wirklich  durch  a  getheilt  worden : 
i?  -}- 1  =  o.  Man  wird  also,  da  sich  diese  Schlüsse  auf  eine 
jede  Gleichung  anwenden  lassen ,  nachdem  die  Zahlen  db  1 
auf  gewöhnliche  Art  probirt  worden,  von  den  Factoren  des 
letzten  Gliedes  sogleich  jene  als  unbrauchbar  oder  Nicht- 
wurzeln  T^eglassen,  welche  bei  diesem  Vorgange  die  von  der 
Zahl  OL  so  eben  angef&hrten  Bedingungen  nicht  erfhllen. 

So  findet  man  nach  diesem  Verfahren,  dass  in  der  Gleichung  x^-{^Sx* 

-^  31x'  —  63 jr  -f-  90  ==  0  Ton  den  Factoren  des  letzten  Gliedes  90,  d.  i.  1,3, 

3,  5,  6,  9,  10,  15,  18,  30,  45,  90  nur  jene:  -|-  1,  —  3,  -|-  5,  ^- «  Wur- 

teln  derselben  sind.     Denn  man  hat 

_    4.  90  —  93 

i.  B.  ^       »=  — 30,  —30—  63  «-  —  93,  — - — —  31,  31  —  31  «  0, 

0-3 

o,  0  -|-  3=  3, =1  —  1  und  > —  1  4"  1  ="  ^ » also  —  3  eine 


—  3  '       '  '    —  3 

4-90  —  48 

Wurzel.  Dagegen -t- — =-15,  15  — 63=  — 48, — -—=-—8,— 8— 31 

6  6 

"-^-«39,  aber  — 39   durch  6  nicht  theilbar;    also  ist  6  keine  Wurzel 

n.  s.  w. 

§.  203.  Hat  man  auf  diesem  Wege  nicht  alle  Wurzeln 
einer  Gleichung  finden  können,  so  ist  es  möglich ,  dass  sie 
gleiche  Wurzeln  besitzt.  Diese  können  nach  §.179  oder 
noch  einfacher  dadurch  gefunden  werden,  dass  man  die 
Gleichung   durch   die   aus  den  bereits  gefundenen  Wurzeln 
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a,  ß,  . .  gebildeten  Factoren  a  —  a ,  x  —  ß , . .  (§.  169)  divi- 
dirty  und  die  als  Quotient  entstehende  Gleichung  neuerdings 
nach  dem  vorigen  §.  behandelt ;  dieses  Verfahren  aber  über- 
haupt so  oft  als  nöthig  wiederholt. 

So  findet  man  z.  B.  nach  der  Verfahrnngsweise  des  Torigen  §.  für 
die  Gleichung  x* — •4a:*-f"^^"h  l^^'— *^'~"8=0  zuerst  nnr  die  beiden 
Wurzeln  x  =*  —  1  und  x  ^^  2.  Diyidirt  man  aber  die  Qleichnng  durch 
(x-|-l)(ar — i2)  =  r' — x — 2,  so  erh&lt  man  als  Quotient  die  Gleichung 
r*  —  Sx*  -|-  *  =  ^  j  ^^^  ^  diese  neuerdings  die  Wurzeln  x  =  —  1  und 
X  =  2.  Theilt  man  daher  diese  letztere  Gleichung  abermals  durch  x' —  x>— 2, 
so  entsteht  die  Gleichung  x — 2i»0,  aus  welcher  man  die  letzte  Wnrael 
T  =  2  findet.    Es  sind  demnach  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung: 

—  1,  --  1,  2,  2,  2. 

§.  2M.  Hat  man  von  einer  gegebenen  Gleichung  alle 
Wurzeln  bis  auf  2  gefunden,  so  erhält  man  diese  letztem 
immer  dadurch,  dass  man  die  als  Quotienten  entstehende 
quadratische  Gleichung,  wenn  man  die  gegebene  durch  das 
Product  der  aus  den  bereits  gefundenen  Wurzeln  gebildet^i 
einfachen  Factoren  dividirt,  nach  der  Regel  auflost. 

So  findet  man  ftlr  die  Gleichung  x^  —  30x  ~  56  »*  0  nach  §.  202  nnr 
die  einzige  Wurzel  x  »«  —  4.  Dividirt  man  aber  diese  Gleichung  durch 
x-|-4,    so   erh&It  man  als  Quotient  die  quadratische  Gleichung  x'  —  4x 

—  14»-i0,  welche,  nach  der  Regel  aufgelöst,  noch  die  beiden  Wurzeln 
o:  >ce  2  -)-  V^IS  und  x  *>«  2  —  }/ 18  liefert,  so,  dass  also  die  3  Wuneln  der 
gegebenen  Gleidinng  sind:  —  4,  2  -|-  8  V^2,  2^8  )/^2.  *) 

*)  Herr  J.  Derffel,  Assistent  am  hies.  k.  k.  poljt.  Institute,  gibt  cur 
Auffindung  der  rationalen  Wurzeln  einer  numerischen  Gleichung  ein 
(noch  nicht  yerGfirentlichtes}  practisches  Verfahren  an,  welches  eben 
so  einfach  als  sinnreich  ist.  Dasselbe  ergibt  sich  ans  folgenden  Be- 
trachtungen : 

Sind  a^,  (K,  . . .  oa  die  Wurzeln  der  Gleichung  X=Of  also  — a^, 
—  a,  .  .  .    — 01»    jene    der    Gleichung    J5C=0    (§.    168),     ist    also 

^  «.  (j:  —  äJ  (x  —  otj)  . .  (x  —  o«)  =-  0  und  ^  «=-  (x  +  ä^)  (x  +  ot,)  .  . 

{x+  An)  '^O  so  setze  man  die  aus  der  Substitution  von  x  =  1  enU 
stehenden  Polynome: 

-X:=  1 -f  A +•  •  +  ^»  =(— 0«(*i  —  1)(«,— 1)  ..(»•  — 1)- 5^  u. 
X  -  1  —  ^^  +  . .  +  (—  1)»  ^„  -  (a,  +  1)  (x,  +  1)  . .  (a»  +  1)  -  S,. 

Soll  nun  z.  B.  am  eine  rationale  Wurzel  der  Gleichung  X=0 
sein,  so  mnss  nicht  nur  xm  ein  Factor  des  letzten  Gliedes  ^m.  sob. 
dem,  wenn  am  pDsitiy  ist,  am — 1  ein  Factor  in  S^j  und  om-^*  ^ 
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Das  Aufsuchen  der  irrationalen  Wurzeln. 

§.  205.  Hat  man  alle  rationalen  Wurzeln  einer  Glei- 
chung nach  dem  Vorhergehenden  gefunden,  diese  durch  das 
Product  der  daraus  entspringenden  einfachen  Factoren  divi- 
dirt  und  als  Quotienten  die  Gleichung  X  =  0  erhalten;  so 
kann  diese  Gleichung,  soferne  dieselben  nicht  imaginär  sind, 
nur  mehr  irrationale  Wurzeln  enthalten.  Um  diese  zu  fin- 
den, sucht  man,  besonders  wenn  das  letzte  Glied  An  aus 
vielen  Factoren  besteht  (§§.197,199),   die  äussern  Grenzen 

ein  Factor  in  S^j  dagegen  wenn  am  negativ  ist,  otm-{-'i  ein  Fac- 
tor in  Si  y  und  om-^l  ein  Factor  in  S^  sein,  so,  dass  also  in  diesen 
beiden  FftUen  die  3  Zahlen  atm — 1,  arnj  om-'^'l  bezi«hangsw6iM 
eine  steigende  oder  fallende  Reihe  bilden. 

Man. wird  sonach  zur  Anfsuchong  der  rationalen  Wuneln  der 
Gleichung  X'^O,  aus  dieser  und  jener  ^=0  die  Summen  S^  und 

S^  bilden  (wäre  S^  oder  S^  =  0,  so  wäre  beziehungsweise  ctm  oder 
—  %m=  l  eine  Wurzel)  diese ,  so  wie  auch  An  in  die  eingehen  und 
zusammengesetzten  Factoren  auflösen  und  nachsehen,  ob  nicht  irgend 
einem  factor  otm  yon  An  zwei  unmittelbar  anliegende,  nur  um  eine 
Binheit  Terschiedene  Factoren  von  Sg  und  S^  entsprechen,  indem  nur 
ein  so  beschaffener  Factor  am  eine  Wurzel  der  Gleichung  X=0 
sein  kann  und  sofort  zu  versuchen  ist,  alle  übrigen  aber  ausgeschlos- 
sen sind ;  und  zwar  versucht  man  diesen  Factor  ctm  mit  dem  Zeichen 
-f-  oder  — ,  je  nachdem  diese  3  erwähnten  Zahlen,  als  Factoreh  von 
S^,  Anj  S^  in  dieser  Ordnung  eine  steigende  oder  fallende  Reihe 
bilden. 

So  ist  z.  B.  fllr  die  Gleichung  ar»— 2x*— 57x3  +  194x»  + 
56x  —  192  =  0  . .  (1)  sofort  5^  =  0 ,  also  x  =  1  eine  Wurzel.  Wird 
durch  X' — 1  dividirt  (was  am  einfachsten  geschieht,  wenn  man  be- 
merkt, dass  die  algebraische  Summe  der  ersten  m  Coefficienten  dieser 
Gleichung  den  m**"  Coefficienten  der  neuen  Gleichung  gibt)  so  erhält 
man  jene  x* —  x*  —  58x*  +  136x  +  192  =  0  . .  (2). 

Femer  ist  in  der  gegebenen  Gleichung  S^  »«  0,  also  auch  x-«^— 1 
eine  Wurzel  derselben,  so  wie  natftrlich  auch  dieser  Gleichung  (2) 
oder  X  =- 1  eine  Wurzel  der  Gleichung  x*+a?' — 58x' — 136x  + 192 =0, 
woraus  man  wieder  durch  Division  mit  x — 1  jene  x3-f-2x'' — 56x— 
192=0  oder  die  Gleichung  x^  —  2x'  —  56x  +  192  =-  0 . .  (3)  erhält, 
welche  entsteht,  wenn  man  die  Gleichung  (2)  mit  x-|~l  oder  die 
ursprflngliche  (1)  durch  (»— l)(a:+  1)  dividirt. 

Fftr  diese  letztere  Gleichung  ist  aber  weiters: 
S^  »  135  »  1.3.3.8.5,  An  »  192  =- 1.2.2.2.2.2.2.3,  S^  «  245  —  1.5.7.7 
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G,  G'  der  positiven  und  (wenn,  §.  170,  solche  vorhanden 
seift'  können^  der  negativen  Wurzeln,  substituirt  in  X  für  * 
nach  und  nach  die  Werthe  0,  1,  2  .  .  ö  und  0,  — 1, — 2, 
. .  —  (?',  und  beobachtet  die  dadurch  in  X  entstehenden 
Zeichenwechsel ;  ändert  nämlich  X  für  ^  =  a  und  ;c  =  a  +  1 
sein  Zeichen,  so  liegt  (§.152)  zwischen  diesen  beiden  Zah- 
len a  und  a-\-l  wenigstens  eine  reelle  Wurzel.  Bei  diesen 
Substitutionen  hat  nun  entweder  das  Polynom  X  sein  Zei- 
chen A  so  oftmal  geändert,  als  der  Ordnvmgs-Exponent  n 
der  Gleichung  Einheiten  hat,  d.  i.  es  haben  sich  die  sämmt- 
lichen  Wurzeln  der  Gleichung  X=0  verrathen  ,  oder  es 
findet  dieses  B.  nicht  Statt;  beide  diese  Fälle  sollen  beson- 
ders behandelt  werden. 

A,  Wenn  sich  eben  so  viele  Wurzeln  zu  erkennen 
geben,   als  n  Einheiten  besitzt. 

§.  206.  In  diesem  Falle  liegt  zwischen  zwei  solchen 
auf  einander  folgenden  Substitutionen  a!  =  a  und  x  =  a-\-l, 
die  in  X  einen  Zeichenwechsel  bewirken,  nur  immer  eine 
Wurzel,  und  man  kann  diese  durch  einige  Zwischensubsti- 
tutionen sehr  leicht  zwischen  zwei,  höchstens  um  ^j^  von 
einander  abstehende  Grenzen   einschliessen.     Liegt  also  die 

Nimmt  man  nun  in  derselben  Ordnung  aus  jeder  dieser  8  Grössen 
einen  Factor,  so  sieht  man  leicht,  dass  sich  nur  die  4  Gruppen 

3,  2,   1,     3,  4,  5,     9,  8,  7,     5,  6,   7 
von  der  oben  erwfthnten  Eigenschaft  bilden  lassen,  so,  dass  also  bloss 
die  Zahlen  —  2,  +4,  —  8  und  +  6  Wurzeln  der  betreffenden  Glei- 
chung (3)  sein  können  und  zu  yersuchen    sind.    Man   findet   in   der 
That  dafür  die  Wurzeln  +4,-8  und  -|-  6. 

Für  die  Gleichung  x*  —  Sx^  —.  6a:*  -f-  28a:  —  24  =  0  erhält  man 
5,  —  4  =-  1.2.2r,  ^n  -=  24  =  1.2.2.2.8,  iS,  =  54  =  1.2.3.3.3 
so  dass  man  hier  nur  die  Zahlen  4~  2?  4~  ^*  4~  ^}  —  S  zu  versuchen 
braucht,  welche  auch  in  der  That  sämmtlich  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung sind,  so,  dass  diese  Methode  zugleich  auch  eben  so  einfach  die 
wiederholten  Wurzeln  gibt. 

Für  die  Gleichung  endlich   j:<  — -  113x3  -f  llx*—  120x  -f-  360  =  0 
folgt 

5,  =  139,    -4»=  360,    5,  =  605 
woraus  man   ohne  Mühe  ersehen  kann,    dass  diese  Gleichung   keine 
rationale  Wurzel  besitzt. 
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betreffende  Wurzel  bereits  zwischen  a  und  a  +  j\j,  so  setzt 
man  nach  der  von  Newton  angegebenen  Näherungsmc- 
thode  a?=a-|-y,  wobei  nun  y  <^  V^  ist ;  man  erhält  durch 
diese  Substitution  in  X=0  (§.  149): 

dabei  die  Polynome  -X,  -X^ , .  .  so  verstanden,  dass  überall  a 
statt  X  gesetzt  wird.  Aus  dieser  Gleichung  folgt,  wenn 
man,  da  es  sich  nur  um  einen  Näherungswerth  handelt,  die 
hohem  Potenzen  von  y  vernachlässiget :  X  -|-  X^y  =  0  oder 

(«)y  =  --]^. 

Dies^  Werth  fhry  in  «  =  a  +  y  substituirt,  erhält  man 
(im  Allgemeinen)  für  x  schon  einen  etwas  genaueren  Werth, 
welchen  man  für  a  gelten  lässt  und  damit  aus  derselben 
Formel  (a)  ein  noch  genaueres  y  berechnet,  wodurch  auch 
das  neue  «  =  a  +  y  dem  wahren  Werthe  wieder  näher  ge- 
bracht wird,  u.  8.  w. 

So  findet  man  z.  B.  ftlr  die  Gleichung  x'  —  5x  — « 3  -■  0  sofort : 
G  =  3,  ö*  =  2,  und  f&r  *  —  —  3,  — 1,  0,  -|-1,  -|-2,  -|-8  beziehungs- 
weise X=»  —  1,  +1,  — '3,  —  7,  —  5,  +9,  so,  dass  also  eine  Wnrzel 
zwischen  -|-2  und  -^3,  eine  zweite  zwischen  —  2  und  —  1,  und  endlich 
die  dritte  zwischen  —  1  nnd  0  liegt  Setzt  man,  um  hier  nur  die  Rech- 
nong  ftr  die  positive  Wurzel  durchzuAhren ,  r  =  2'5;  so  findet  man 
daf&r  X  =  -\-'  125,  folglich  liegt  diese  Wurzel  zwischen  2  und  2'5.  Für 
x^2'4  dagegen  erhalt  man  X=—  1'176,  also  liegt  diese  Wurzel  zwi- 
schen 2*4  und  2*5  und  kann  sonach  von  keinem  dieser  beiden  Werthe  um 
-ffj  mehr  yerschieden  sein.     Nimmt  man  daher  in  der  obigen  Formel  (a) 

1*1 7fi 
X  »  2*4 ,  so  erh&lt  man  daraus  y  =  ,^^^  =  * 0958  und  damit   x  =  2*4 

-|.- 0958  =  2*4958.  Setzt  man  weiters  in  der  nämlichen  Formel  a= 2*496, 
so  folgt  y  =  —  -005122  und  damit  r  =  2*496  —  *005122  =  2*490878.  Für 
a  =  2-49087  wird  wieder  y^  —  '0«6038  *)  und  x  =  2*49086396,  ein  Werth, 
welcher  schon  bis  einschliessig  zur  6    Dezimalziffer  richtig  ist. 

Anmerk.  1.  Da  man  sich  bei  Anwendung  dieser  Newton'schen  Nähe- 
mngsmethode,  und  einer  gewissen  Bescha£fenheit  der  Gleichung 
.2r=0,  im  Verlaufe  der  Bechnung  vom  wahren  Werthe  wieder  ent- 
fernen kann  **),  so  muss  man  sich  dabei  von  Zeit  zu  Zeit  von  dem 

*)   Der  Kftrze  wegen  schreiben  wir  *0>6  statt  '000006,  '0^8  statt  -0008 

u.  s.  w. 
**)   M.  a.  Fonrier:  Anal jse  des  ^quations  d^termin^es.  Paris  1831. 
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Orade  der  Annfihenmg  ftberzeagen.  Dasn  dienet  die  Bemerknngf 
dasfi,  wenn  die  m.  Dezimalziffer  noch  richtig  ist,  das  Poljnom  Ji 
sofort  sein  Zeichen  ändern  muss ,  wenn  man  diese  Ziffer  nm  ein® 
Einheit  vergrössert. 

Anmerk.  2.     In  manchen  F&llen  kann  die  Trennung  der  Wurzeln  noch 
durch  folgende  Betrachtungen  vereinfacht  werden. 

Besitzt  die  Gleichung /(x)  =  0  lauter  reelle  Wurzeln,  wovon  p 
positiv  (die  negativen  Wurzeln  k()nnen,  da  sie  auf  den  Zeichenwech- 
sel keinen  Einflnss  haben ,  dabei  unberücksichtigt  bleiben)  sein,  und 
wie  sie  in  ihrer  GrAsse  auf  einander  folgen,  durch  ur^,  w^.,  U7,  .  .  . 
bezeichnet  werden  sollen.  Verwandelt  man  diese  Gleichung  nach 
§.  1 72  in  jene  /  (x  +  o)  =  0 . .  ( 1)  und  dann  auch  in  /(r  +  6) =0  (2), 
deren  Wurzeln  beziehungsweise  |un  a  und  6  kleiner  sind ,  als  jene 
der  ursprOnglichen  Gleichung,  und  ist  dabei  6  ]>  a ,  wj^ei  wir ,  um 
die  Ideen  zu  fixiren,  annehmen  wollen,  dass  a  zwischen  ip,  und  id,, 
und  6  zwischen  to,  und  to^  liegen  soll,  so  dass  man  die  steigende 
Reihe  ta^  a  tr,  tos  6  ta«  .  .  .  hat;  so  folgt,  dass  die  Gleichung  (1),  da 
die  Wurzel  w^  —  a  negativ  wird,  um  einen,  und  die  Gleichung  (2),  da 
die  Wurzeln  vo\  —  6,  w^  —  6  und  tr,  —  h  negativ  ausJEallen,  um  3  Zei- 
chenwechsel weniger,  als  die  ursprüngliche  Gleichung  y(x)  =0  hat; 
diese  beiden  Gleichungen  besitzen  also  beziehungsweise  p  < —  1  und 
p  —  8  Zeichenwechsel,  deren  Differenz  (p  —  1)  —  (/>  —  3)  =  2  sofort 
die  Anzahl  der  zwischen  a  und  6  liegenden  reellen  Wurzeln  angibt. 

H&tte  die  Gleichung  /(x)  =  0  gleiche  oder  wiederholte*  Wnraeln, 
so  würde  dies  nichts  Andern;  denn  besitzt  diese  Gleichung  s.  B.  die 
Wurzeln  U7| ,  u^, ,  10, ,  «7, ,  ws ,  103 ,  u;« .  —  und  liegt  a  zwischen  w^ 
und  w^^  und  h  zwischen  t&,  und  lo^,  so  dass  man  hat  t^^  a  v,  v, 
10,  w,  tos  6  W4  . . ;  so  wird  die  Gleichung  (1)  um  1 ,  und  jene  (8)  um 
6  Zeichenwechsel  weniger,  als  die  ursprüngliche  Gleichung,  d.  h.  diese 
werden  beziehungsweise/?  —  1  und />, —  6  Wechsel  besitzen,  deren 
Differenz  (p  —  1)  —  (p  —  6)  =  6  wieder,  wie  zuvor  die  Anzahl  der 
zwischen  a  und  h   liegenden  Wurzeln  anzeigt. 

Hat  also  die  Gleichung  (1)  n,  und  jene  (2)  m  Zeichen- 
wechsel, so  besitzt  die  Gleichung /(x)=o  (n — m)  zwischen 
a  und  6  liegende  Wurzeln. 

Da  eine  Gleichung,  in  welcher  auch  imaginäre  Wurzeln  vor- 
kommen, weniger  positive  Wurzeln  besitzen  kann,  als  in  dem  Poly- 
nom y(r)  ZeichenweelMiel  erscheinen,  so  kann  man  in  einem  solchen 
Falle  nur  sagen,  dass,  wenn  die  Gleichung /(ar)  =  0  n  swiachen  a 
b  liegende  reeUe  Wurzeln  besitzt,  sofort  die  Gleichung  (1)  wenig- 
stens um  n  Zeiohenwechsel  mehr,  als  jene  (2)  haben  müsse. 

Übrigens  vervteht  es  sich  von  selbst ,  dass ,  wenn  man  bei  dem 
allmäligen  Fortschreiten  zuletzt  b"^  Wn  gemacht  hat ,  Wo  ttfn  die 
grösste   in    der  Gleichung /(x)  =  0  vorkommende   positive    Wurzel 


Itl 

vein  soll,  und  wenn  difse  Gleich ong  nur  reelle  Wurzeln  besitzt, 
gofort  kein  Zeichonwechiel  mehr  in  /{x-^b)  yorkomme,  «Iso  nnch 
keine  positive  Wunel  Ober  6  hinaus  liegen  kann. 

201.  In  allen  Fällen  bestimmt  zum  Ziele  ffahrend,  je- 
doch anch  beschwerlicher,  ist  folgende  von  Lagrange  her- 
rührende Näheningsmethode: 

Liegt  die  zu  berechnende  Wurzel  zwischen  a  und  a-j-1, 

80  eetse    mtm  in  der   Gleichung  X  =k  0  sofort  ^  =  a  H » 

wobei  also  y^l  und  positiv  sein  muss.  Die  durch  diese 
Substitution  entatehende  Gleichung  (§•  149,  wenn  man  zur 
Wegschaffung  der  Brüche  sogleich  mit  y"  multiplicirt), 
nämlich 

(die  Polyn.  X,  A^  ^  ,  .  .  wieder  so  genommen,  dass  man 
statt  a,  a  setzt)  oder  Y=0  besitzt,  da  zufolge  der  An- 
nahme zwischen  a  und  a-\-l  nur  eine  Wurzel  liegt,  nur 
eine  positive  reelle  Wurzel  grösser  als  1.  Liegt  diese  zwi- 
schen b  und  6  +  1 ,  so  setze  man  y  =  6  -( r,  wo  also  wie- 
der y'  ^  1  und  positiv  ist ;  dadurch  erhält  man  auf  ähnliche 
Art  die  transformirte  Gleichung  y  =  0,  welche  wieder  nur 
eine  einzige  Wurzel  von  der  bemerkten  Beschaffenheit,  d.  i. 
positiv  und  ^  1 ,  haben  kann.    Liegt  diese  zwischen  e  und 


c  -f  1 ,  so  setze  man  in  der  letzten  Gleichung  y'  =  c  -| — ; 


7" 


80  wird  abermals  y"  positiv   und  ^  1   sein  u.  s.  w.     Man 
erhalt  auf  diese  Weise: 


1  ,    .     1 


y"=rf+.y  =^  +  ir  +  'y  =  *  +  -r  +  -i-^ 


und  endlich 


c  H j 


^  + 


9 


wobei  man  nach  den  bekannten  Eigenschaften  der  Ketten- 
brüche ganz  sicher  den  Werth  von  o?  um  so  genauer  erhält, 
je  weiter  man  diese  Kette,  also  das  vorige  Verfahren,  fort- 
setzt* Wäre  die  Wurzel  a  rational,  so  würde  der  Ketten- 
bmch  abbrechen,  während  er  sonst  ein  unendlicher  ist. 
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Wendet  man  diese  Methode  auf  das  TOrige  Beispiel  x»  —  5x*-*S  =  0, 
und  2war  wieder  auf  die  Berechnung  der   zwischen  2  und   3   liegenden 

Wurzel  an;  so  hat  man  x  =  2-| gesetzt:  Y'=5y' — 7y* — 6y— 1=0» 

und  auch  hier  liegt  die  einzig^    (wie  auch  nach  f.  170  erhellt)   positire 
Wurzel,   wie  man  (§.  162)  leicht  findet,  zwischen  2  und  3.     Setzt  man 

daher  in  dieser  Gleichung  y  =  2  -}-  — r ,  so  geht  diese  über  in  Y*  =/* 

— ^26y  *'-^28y'  —  5=0;  da  man  femer  findet,  dass  die  positive  Wurzel 
dieser  neuen  Gleichung  zwischen  26  und  27  liegt,    so  setze  man    darin 

y  =  26  +  "4-,  wodurch  man  die  Gleichung  Y'  =  608y"*— 653y"* — 52/' 

—  1=0  erh&lt,  deren  positive  Wurzel  zwischen  1   und   2  li^t.     Setzt 

man  daher  in    dieser  y"  =  1  -| — ;;;,  so  entsteht  die  Gleichung 

y  "  =  lOSy "»  ~  451y'"*  -  llöy  "  —  603  =  0, 

deren  positive  Wurzel  zwischen  6  und  7  liegt  u.  s.  w.     Man  hat  daher 

1 


'  +^+^+4 . . 


3    +. 
Dieser  Eettenbruch   liefert   der   Reihe   nach    die   NäherungsbrUche : 

2         5       132     137    954    2999 
"T'   T"'    53"'  "55'  383'  1204'  "^^^    ^°*°         letzte,,  gegen  den  wahren 

Werth  etwas  zu  gross,  in  einen  Decimalbruch  verwandelt,  sofort  x=2'49086378, 
■  also  einen  Nftherungswerth  gibt,  welcher  nach  der  Theorie  der  Ketten- 
brüche vom  wahren  Werthe  um  wehiger  als  -z ^  =  •0«7     abweicht, 

Q1204) 

also   wenigstens   noch   in  den  6  ersten  Decimalstellen  richtig  sein  muss. 
(Vergl.  Beisp.  in  §.  206.) 

Für  die  beiden  übrigen  Wurzeln  diesem  Gleichung  findet  man  nach 
der  einen  oder  andern  Methode 

X  =  —  1-8342431  und  x  =  —  '6566204  ♦), 

§.  209.  Den  ersten  Eang,  die  reellen  Wurzeln  einer 
numerischen  Gleichung  näherungsweise  zu  finden,  nimmt 
jedoch  die  von  Homer**)  angegebene  Methode  ein,    weil 


*)    Zur  Berechnung  der  negativen  Wurzehi   kann  man    die  gegebene 
Gleichung  in  jene  X=0  mit  entgegengesetzten  Wurzeln  verwandeln, 

und   in   dieser   letztem  wieder,    wie  oben,   die  positiven  Wurzeln 
aufsuchen. 

♦•)  Philosophical  Transactions  of  the  Royal  Society  of  London,  vom  Jahi« 
1819. 
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fiie,  nach  einer  bestimmten  Bysteroatischen  Ordnung  fort- 
schreitend, nicht  nur  eben  so  verlässlich  und  bestimmt,  wie 
die  Li  agrange' sehe  Methode  dem  Ziele  mit  jedem  Schritte 
näher  kommt,  sondern  dabei  weit  einfacher  und  für  die  prac- 
tische  Berechnung  bequemer  ist. 

Dieser  Horner'schen  Näherungsmethode  liegt  die  Idee 
zum  Grunde,  dass  wenn  die  zur  Auflösung  gegebene  Glei- 
chung /(4?)  =  ^0  ^  +  A  ^"^^  +  •  •  •  +  ^»  =  0  (1)»  ^^  jene 
f(x-\-a)  =  0  verwandelt  wird,  deren  Wurzeln  also  sämmt- 
lieh  (§•  172)  um  a  kleiner  sind,  und  man  dabei  a  so  wählt, 
dass  in  der  transformirten  Gleichung 

f{a  -f-  a)  =  oo  «*  +  fli  af-^  +  •  •  •  +  öi^-i  o?  +  «»  =  0  .  •  (2) 

das  letzte  Glied  o«  =  0,  oder  da  dies  bei  irrationalen  Wur- 
zeln nicht  absolut  möglich  ist,  so  klein  wird,  dass  man  es 
als  Null  ansehen  kann,  sofort  a  =  0  eine  Wurzel  der  Glei- 
chung (2)  und  daher,  weil  die  Wurzeln  der  Gleichung  (1) 
sämmtlich  uma  grösser,  als  jene  der  Gleichung  (2)  sind, 
«  =  a  eine  Wurzel  der  ursprünglichen  Gleichung  (1)  ist 

Vermindert  man  daher,  was  am  einfachsten  nach  dem 
in  der  Anmerkung  des  §.  172  angegebenen  Verfahren  ge- 
schieht, die  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  allmälig  um  die 
Grössen  o,  o^ ,  a '  .  .  .  auf  solche  Weise,  dass  sich  dadurch 
das  letzte  Glied  o»  der  transformirten  Gleichung  (2)  immer 
mehr  und  mehr  der  Nulle  nähert,  so  sind  diese  Grössen 
a,  a  ,  a"  .  .  Näherungswerthe  einer  Wurzel  der  Gleichung 
(1),  wovon  jeder  folgende  immer  genauer,  als  der  nächst 
vorhergehende  ist. 

Das  erwähnte  systematische  Verfahren,  diese  Näherungs- 
:  werthe  a,  a  ,   a''  .  •  zu  finden,   soll  durch  einige  Beispiele 
erläutert  werden. 

Ist  z.  B.  die  Gleichung  x*  +  8r»  +  2r*  +  6jr  — 1486  =  0  .  .  (1) 
xar  Auflösung  gegeben,  so  findet  man,  wenn  man  x  =0, 1,  2  .  .  setzt, 
und  die  Resoltate  dieser  Substitutionen  nach  §.  160,  Anmerk.  2,  sucht, 
dass  eine  Wurzel  zwischen  2  und  3 ,  und  zwar  n&her  an  3 ,  als  an  2 
Hegt 

Anstatt  nun ,  wenn  die  n&chste  Decimalziffer  =  a  ist,  in  dieser  Glei-* 
chnng  (1)  die  Zahl  2*«  zu  versuchen,  ist  es  bequemer,   diese  Gieichung 
Barg's  Compendiom  d.  Mh.  Math.  9 


in  einfi  andere  En  yerwandeln,  deren  Wnrsdn  s&mmtlieh  um  2  kleiner 
rind,  nnd  dann  diese  tranaformirtc  Gleichung  weiter  anfznl(Vsen.  Nun 
hat  man  aber  nach  dem  im  §.172  in  der  Anmerkuotg  angegebenen 
Verfahren  ftü:  diese  Transformation : 

1,     8,     2,      6,     —148-6 

6,  12,    80,   [— 88*6] 

7,  26,    [82] 
9,  [44] 

also  mr  die  gesuchte  Gleichung  x*  +  Har^ ^ 44X«  -|-  82ar  —  88*6  =  0  (2), 
so,  doss  wenn  man  das  letzte  Glied  derselben  f&r  Null  konnte  gelten  las- 
sen, sofort  auch,  da  die  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  um  2  grösser,  als 
jene  dieser  Gleichung  (2)  sind,  jr  =  2  eine  (approximative)  Wurzel  der 
Gleichung  (l)  wäre. 

Um  nun  die  zweite  Ziffer,  d.  i.  die  erste  Decimalstelle  a  der  gesuch- 
ten Wurzel  X  =  2*aj8  .  .  oder  die  erste  Ziffer  'a  der  Wurzel  dieser  traus- 
formirten  Gleichung  (2)  zu  finden,  so  thut  man  am  besten,  diese  noch 
auf  gewöhnliche  Weise,  durch  das  SabstitutionsTerfahren  (§.  160.  Anm.  2) 
zu  bestimmen,  und  das  eigentliche  Horner'sche  Verfahren  erst  mit  der 
zweiten  Decimalstelle  ß  zu  beginnen. 

Nun  erh&lt  man  aber  nach  dem  erwähnten  Verfahren: 

1,   11,      44,     82,  -^  88*6 
x  =  -6        1,   11*6,  60-96,   112-576,  [—210544] 
x«'7       1,  ir7,  62-19,  118-538,  [-—5-6269] 
x  =  -8       1,  11*8,  63'44,  124-752,  [+11-2016] 

80 ,  dass  also  die  Wurzel  zwischen  '7  und  '8  liegt ,  oder  a  =  7  und 
X  =  2-7  ist 

Um  die  folgende  Decimalziffer  ß  zu  finden,  yerwandle  man  zocrft 
die  Gleichung  (2)  in  eine  andere,  deren  Wurzeln  um  '7  kleiner,  als  die 
Wurzeln  dieser  Gleichung  (2)  sind,  so  hat  man  (§.  172,  Anmerk.) 

1,     11,      44,     82,  —  88-6 
•7       1,  11-7,  5219,  118-538,  [—  5*6269] 
12-4,  60-87,  [161-142] 
13-1,  [70-04] 
[13-8] 
also  fCa  die  transformirte  Gleichung  sofort: 

X*  +  13-8 x"  4-  70-04X*  -f-  161-142X  — .  5-6269  =  0  . .  (3) ; 

und  es  w&re ,  wenn  man  hier  stehen  bleiben  und  das  letzte  Glied  all 
Null  gelte];!  lassen  wollte,  die  gesuchte  Wurzel  r  =  2*7,  weil  diese  Glei- 
chang  (3)  die  Wurzel  x  =  0  hatte  und  die  Wurzeln  der  Gleichung  (1) 
sftmmtlich  um  2*7  grösser,  als  die  der  Gleichung  (3)  sind. 

Um  nun  diese  zweite  Decimalstelle  /3,  welches  sofort  die  erste  Ziffer 
dieser  Gleichung  (3)  ist ,  zu  finden ,  bemerke  man ,  dass  weil  ß  in  der 
Stelle  der  Hundertel  steht,  die  hohem  Potenzen  von  ß  weggelassen  wer- 


m 

ß 

den  können,  und  daher  diese  letzte  Gleichung  (3)  ftr  ir  =-  — - —  den  gcn&- 

o 

herten  Werth  16ri42-r-T^  —  5*6269  =  0  erhält,  woraus  man 

ß  5-6269 

•oa 


100        161-142 

(also  ß  =  3)  findet ,  indem  es  sich  hier  nur  um  die  genaue  Bestimmung 
der  zweiten  Decimalstelle ,  d.  i  der  Ziffer  3  handelt,  die  durch  Nichts 
mehr  afficirt  werden  kann. 

Mit  diesem  Werthe  von  x  =  *03  (anstatt  dass  vorhin  x  =  0  gedacht 
wurde)  ist  jetzt  der  genauere  Wcrth  der  Wurzel  der  Gleichung  (1) 
x  =  2'73  ... 

So  wie  man  aher  diese  zweite  Decimalziffer  8  gefunden  hat,  genau 
auf  dieselbe  Weise  erh&lt  man  auch  durch  das  fortgesetzte  Verfahren  die 
dritte,  Tierte  und  Oberhaupt  alle  folgenden  Decimalstellen ,  welche  man 
noch  suchen  will.  Wir  wollen  die  weitern  Operationen  von  jetzt  an  kür- 
zer machen  und  nur  schematisch  darstellen. 

Die  Gleichung  (3)  in  eine  andere  transformirt,  deren  Wurzeln  um 
■03  kleiner  sind,  gibt: 

1,     13-83,  70-04,       161*142,  —6-6269 

-03  13*83,   70*4549,  168*255647,  [— .*7292306] 

13-86,   70-8707,[165-381768] 
13-89,  [71-2874] 
[13-92]. 
Die  Koeffizienten  der  gesuchten  Gleichung  (4)  sind  also: 
1,       13-92     71-2874,     165*381768,     ^'7292306 

und  dien&chste  Ziffer  —'^  =  •729: 165=  -004,  also  7  =  4  und  x  =  2-734.. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  (4),  um  *004  vermindert,  gibt: 
1,      18*92,     71*2874,         165*381768,        —  *7292306 
-004  13*924,  71-343096,    165*6671404,    [—.-06656204] 

13-928,   71-398808,  [165*6967356] 

13*932,  [71*454536]  *000(J=*06656 :1 65*69  =  *0004 

[1 3*936]  also  (J= 4  und  ar  =  2*7344. 

Femer:  1,     18*936,      71*454536,      165*6967356,      —  -06656204 

13*9864,    71*4601106,    165*7253196,    [~  *000271912] 
13'9368,    71*4656853,  [165*75390587]   . 
-0004  13*9872,  [71M712602] 

[13*9376] 

*000272:166  =  *00001,  also  x  =  2*73440l. 
Ferner:  1,     13*9376,         71*4712602,    165*75390587,      —  *000271912 

13*937601,     71-4712741,     165*75397734,    [^  -0001061581] 
'   010001  13*937602,    71*4712880,  [165*754048] 

*00010616: 166  =  -0000006» 

also  iai  bis  auf  die  siebente  Decimalstelle  genau 

X  =  2*7844016. 

9* 
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Beispiel  8-    Auf  gleiche  Weise  erhUt  man  ftr  die  Gleichnng 

x3  — 7x  —  7  =  0  ..  0) 
D.  eine  Wurzel  derselben  «wischen  3  und  4,  und  ««r,  wie  m«  «>- 
gleich  sieht,  sehr  nahe  an  3  Uegt: 

1,    0,    —  7,    —  7 
1,    8,      2,     [-  1] 
8  1,    6,  [20] 

1,   [9] 
X»+9l'4-20l— 1=0  .  .  (2) 

„nd  d.  die  Wurzel  dieser  tnmsformirten  Gleichung  (2)  «wischen  0  und 
•05  liegt,  daher  x  :;=  3*04  .  .  ist: 

1,      9,     20    —  1 

904.       20-3616,    [—  -185586] 

^  908,     [20-7248] 

[9-12] 

•185  :  20-7  =  "008 
also  1  =  3-048  .  . 

1,      9-12,       20-7248,       —  -185536 

9-128,     20-79782,  [—  -0191585] 

9-136,  [20-870908] 

[9-144] 

•01915:  21  =  -0009 

alBO  x  =  3-0489  .  . 
1,     9-144,       20-870908,     —  '0191535 
9-1449,     20-879138,  [-  -0003623] 
i  .0009  91458,    [20-887369] 

[9-1467]  -^^^'^'^-^W- 

X  =  8-04891 
1,     9-1467,       20-887369,     —  -0003628 
9-14671,     20-887460,   [—  -00015343] 
4IA001  9-14672,  [20-887551] 

"^  [914673]  «»«"n^^ 

x  =  3-048917 
1,     9-14678,       20-887551,     —-00015343 
9-146737,     20-887615,   [--0000068] 
9-146744,   [20-887679] 

'0000068  :  21 


0000003 


ia.0   wen«  m«.  hier  stehen  bleiben  will,  ist  bis  auf  7  DecinMOateUen  g«« 


£=:  3-0489173. 


Anmerk     Man  bemerkt  Ton  selbst,   da«,  bei  diesen  Substitutionen  a« 
lett»  GUed  der  transfomürten  Gleichungen  immer  negatiy  «-«» 
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w&re  dies  nicht  der  Fall,  so  wflrde  es  beweisen,  dass  die  ZÜfer,  um 
welche  man  die  Wurzeln  verkleinert  hat,  en  gross  ist  Dasselbe 
wftre  auch  der  Fall,  wenn  überhaupt  in  diesen  transformirten ,  auf 
einander  folgenden  Gleichnngen  bei  irgend  einer  derselben  ein  Zei- 
chenwechsel verloren  ginge. 

Um  dieses  Verfahren  auf  die  negativen  Wurzeln  der  Gleichung 
(1)  anzuwenden,  wird  man  diese  nach  §.  168  zuerst  in  die  Gleichung 
mit  entgegengesetzten  Wurzeln  verwandeln,  und  auf  dieselbe  eben 
erläuterte  Weise  die  positiven  Wurzeln  dieser  transformirten  Glei- 
chung suchen  *). 

§.  200»  Ein  in  der  Anwendung  ebenfalls  sehr  geschätz- 
tes Verfahren,  die  Wurzeln  nicht  bloss  algebraischer ,  son- 
dern selbst  transcendenter  Gleichungen  mit  jeder  be- 
liebigen Genauigkeit  zu  berechnen,  bietet  die  sogenannte 
Bßgvla  foLsi  dar;  sie  besteht  in  Folgendem: 

Sei  a  =  a  die  eben  zu  berechnende  Wurzel  der  ganz 
allgemeinen  Gleichung  (1)  y  =  Aa<t  +  Baß  +  Caf^  -|-  , . .  =  0, 
und  es  gehe  für  ^  =  «|  und  «,,  y  in  i^i  und  F^  aber;  so 
werden  s^^  und  8^  dem  wahren  Werthe  cd  um  so  näher  kom- 
men, je  weniger  jPi  und  F^  von  Null  verschieden  sind,  da- 
her «,  —  (o  =  di  und  «,  —  CO  =  d,  die  Fehler  der  Substitu- 
tionen, und  Fl  —  0  =  i^i  und  F^  die  Fehler  der  Resultate 
bezeichnen« 

Weichen  nun  «^  und  s^  wenig  mehr,  etwa  um  weniger 
als  ^^,  vom  wahren  Werthe  m  ab,  indem  sie  das  Polynom 
y  in  (1)  schon  nahe  auf  Null  bringen ;  so  werden  di  und  d^ 
Bo  kleine  Grossen  sein,  dass  man  bei  einer  blossen  Näherungs- 
rechnung die  zweiten  und  hohem  Potenzen  davon  vernach- 
lässigen kann.    Dies  vorausgesetzt,  hat  man  aus  (1): 

•  Fl  =A8^  +  Bs^  +  ...  und  F2=Aß*  +  B8^  +  ..., 

also  auch,   wenn  man  von  jeder  dieser  «beiden  Gleichungen 

*)  Weitere  imd  ausftübrlichere  Details  mit  -vielen  Beispielen  hierüber  fin- 
det man  in  Dr.  und  Prof.  L.  C.  Schulz  von  Strassnicki's:  „Neue 
Methode  zur  Auffindung  der  reellen  Wurzln  höherer  numerischer 
Gleichungen;  Wien,  1842;"  so  wie  in  zwei  Abhandlungen  Ton  S. 
Spitzer,  welcher  diese  Horner'sche  Methode  mit  dem  besten  Er- 
folge auch  auf  die  Berechnung  der  imaginftren  Wurzeln,  so  wie 
auf  die  AuÜOsung  höherer  numerischer  Gleichungen  mit  mehreren 
Unbekannten  anwendet    (Wien,  1349.) 
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jene  0  =  ^o*  +  Bmß  + abzieht :    Fi  =  A  («*       ««) 

+j5(5f— (0/3)+...  und  F^=A{8*  —  (o^)+B(4  —  mß)  +  ..., 
oder  wegen  «^  =  o  -|-  cii ,  also  (mit  Rücksicht  auf  das  Ge- 
sagte) «*  =  (o  +  dl )*  =  CD«  +  ao*— J  c^i ,  ^  =  ©ß  +  ßcD^— 1  dl 

u.  8,  w.,  und  eben  so  «*=  o«  -|~  acJ*^^  dj»  «f  ==  c)^  +  ß^ — ^  ^ 
u»  s.  f. ,  auch :  i^,  =  <^  (-4  a©*— i  +  jB/3o/2— i  -|- . . . .)  und 
jFj5  =  dj  (^ouD*— 1  +  JSßoß— 1  +.•.)>  dater  endlich : 

Setzt  man  in  dieser ,   das  Princip   der  Regula  faUi  dar- 
stellenden   Relation ,     statt    di    und    d^   die   gleichgeltenden 
Werthe  «,  —  o  und  s^  —  ©,  und  bestimmt  dann  daraus  o ; 
so  erhält  man,  als  einen  gegen  s^  und  8^  genauem  Werth  : 
/o\ ^1  ^1  —  ^2  i^t  _  ^        ^i(8«  — O ^1  (*i  —  *») 

Ist  nun  «2  genauer  als  «^ ,  so  nimmt  man  8^  als  erste, 
und  den  nach  dieser  Formel  für  d  gefundenen  Werth  als 
zweite  Substitution  («2)9  bemerkt  wieder  die  entsprechenden 
Fehler  F^  (das  vorige  F^^  F^^  und  berechnet  mit  diesen 
Elementen  nach  der  nämlichen  Formel  neuerdings  cd,  wel- 
ches Resultat  dem  wahren  Werthe  wieder  näher  kommen 
wird,  als  das  vorige ;  und  so  fährt  man  fort,  bis  man  o  mit 
der  gewünschten  Genauigkeit  gefunden  hat. 

Setzt  man  im  vorigen  Beispiel  2ur  Berechnung  der  zwisdien  3*4  nnd 
2*6  liegenden  Wurzel  der  Gleichong  x'  -—  5x «—  3  *»  0,  x  =r  «^  =  2*4  nnd 
5j  =  2*5;  so  erhalt  man  F^^= — 1'176  und  F, -=*125,  mithin  nach  der 
obigen  Formel  (2)  näherungsweise  (o  =  2*490.  Nimmt  man  als  neue  Snb- 
stitntion  «^  =  2*5  und  *,  =  2*49,  so  erhält  man  F^  =  •125,  /*,  =-  —  'Ol  1 75 
und  damit  ans  (2)  a>  »»  2*490859.  Fflr  «^  =  2*49  nnd  s^  »  2*490859  er- 
hält man  weiters  Fi  =  — '01175,  Fj  =«  —  '00006287  nnd  damil  wieder 
Cd  =  2*4908634 ,  ein  bereits  bis  auf  die  sechste  Decimalstelle  genauer 
Werth  *). 

B.   Wenji  man  durch  diese  Substitutionen   lo«* 
niger  als  n  Wurzeln  entdeckt. 

§.  210.     In  diesem  Falle  ist  es  möglich,  dass  zwischen 
zwei  auf  einander  folgenden  Substitutionen  a  und  a  + 1,  f&r 

*)  Ein  zweites  nach  dieser  Methode  berechnetes  Beispiel  einer  transcen- 
denten  Gleichung,  nämlich  jener  x*  -»645,  wo  man  x»«  4*3799099 
findet,  8.  m.  B.  I.  S.  147. 
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welche  X  sein  Zeichen  ändert  (§,  1 53),  mehr  als  eine,  auch, 
dasB  zwischen  zwei  solchen  Zahlen,  fbr  welche  X  das  Zei- 
chen nicht  ändert  (§.154),  eine  gerade  Anzahl  von  Wur- 
zeln liegt.  Besitzt  z.  B,  eine  Gleichung  die  Wurzeln  |/2  =  1*414 
und  |/3  =  1*733,  so  liegen  diese  zwischen  1  und  2,  und 
werden  sich  bei  den  auf  einander  folgenden  Substitutionen 
von  4?  =  1 ,  2 ,  3 , . . .  durch  keinen  Zeichenwechsel  von  -X" 
verrathen.  Substituirt  man  dagegen  für  a  nach  und  nach 
eine  Reihe  von  Zahlen,  die  um  weniger  als  die  Differenz 
yS  —  |/2  =  *319,  etwa  nur  um  *3  zunehmen,  setzt  nämlich 
nach  und  nach  ^=1,  1*8,  1*6,  1*9,«  .  .;  so  ändert  X  sein 
Zeichen  von  1*3  zu  1*6  und  von  1*6  zu  1*9,  und  man  ent- 
deckt nunmehr  wirklich  die  beiden  vorhin  übergangenen 
Wurzeln. 

Hieraus  wird  ersichtlich,  dass  sich  überhaupt  alle  reel- 
len Wurzeln  einer  Gleichung  verrathen  müssen,  wenn  man 
die  fbr  of  nach  und  nach  zu  substituirenden  Zahlen  um  eine 
Differenz  zunehmen  lässt,  welche  kleiner  als  die  kleinste 
Differenz  der  Wurzeln  der  Gleichung  ist.  Da  man  aber  die 
Wurzeln,  also  auch  diese  kleinste  Differenz,  nicht  im  Voraus 
kennt;  so  wird  man  zur  gegebenen  Gleichung  X=  0  (§.  177) 
die  quadrirte  Differenzen-Gleichung  Z=Oy  und  in  dieser 
(da  ihre  Wurzeln  als  Quadrate  der  Differenzen  der  reellen 
Wurzeln  von  Jf=0  nur  positiv  sein  können)  (§.198),  die 
untere  Grenze  g  der  positiven  Wurzeln  suchen;  dann  ist 
S  ==.  j/^  offenbar  eine  Zahl,  welche  kleiner  als  die  kleinste 
Differenz  zwischen  den  Wurzeln  der  ursprünglichen  Glei- 
chung X=0  ist.  Man  wird  daher,  wenn  gr,  G,  g\  O'  die 
Grenzen  der  positiven  und  negativen  Wurzeln  der  aufzulö- 
senden Gleichung  A=0  sind,  und  für  x  nach  und  nach 
die  Zahlen :  5^,  gr  +  ^»  fl^  +  25,  ♦ .  •  G  und  — /,  —  (^'4"  5)f 
—  (^'  +  2<J) , . . .  —  G  substituirt  werden,  nothwendig  die 
sämmtlichen  reellen  Wurzeln  dieser  Gleichung  entdecken. 

So  findet  man  z,  B.  für  die  Gleichung  a:'  —  7x —  7  =-  0  die  &ii88em 
Grenzen :  G  =  4,  (7'  =  2 ,  nnd  man  wird  sonach  die  Null  als  gemein- 
schaftliche innere  Grenze  gelten  lassen.  SabstituJn  man  also  fCü:  x  nach 
und  nach  die  Werthe  0,  1,  2,  8,  4  und  0,  — 1,  ~2;  so  erhält  das 
Polynom  X  der  Reihe  nach  die  Zeichen :  — -—  +  luiA  —  —  — ,  so, 
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d«88  man  aJbBO  blos  ein  e  Wurzel  zwischen  -)-  3  nnd  -|-  4 entdeckt,  um  nun  sa 
sehen,  ob  die  beiden  übrigen  Wurzeln  auf  diese  Weise  tibergangen  wor- 
den, oder  ob  diese  imagin&r  sind,  hat  man  für  die  quadrirte  Differenzen- 
gleichnng  der  gegebenen  Gleichung  (§.  177) :  z^—A2z*-{-A4lz—^9==0  und  in 
dieser  ^»^  als  innere  Grenze,  folglich  ^=»  V*10  =  *3  fttr  die  Zahl, 
welche  kleiner  als  die  kleinste  Differenz  zwischen  den  Wurzeln  der  nr- 
sprfbiglichen  Gleichung  ist.  Setzt  man  demnach  für  x  nach  und  nach 
die  Zahlenreihe:  0,  *3,  *6  etc.  nnd  0,  «-^'S,  — *6  etc.,  so  findet  man, 
dass  X  sein  Zeichen  für  ar «—  8  und  3*3  (von  ■ —  in  +)  ,  für  x  =  —  1*2 
und — 1*5  (von  — in+)  und  endlich  fltr  x= — 1*5  nnd — 1'8  (you 
-|-  in  — )  ändert ,  folglich  dass  eine  Wurzel  zwischen  3  und  3*3 ,  eine 
zweite  zwischen  —-1*2  und  ^-«1*5,  und  endlich  die  dritte  reelle  Wurzel 
zwischen  -—1*5  und  —  1*8  liegt;  und  in  der  That,  die  drei  Wurzeln  der  ge- 
gebenen Gleichnng  sind :  x^  ^  3*04891 7,  x, = — 1'69301 7,  x,  =-  — 1  •356895*> 

A  n  m  e  r  k.  Transformirt  man  die  aufzulösende  Gleichung  in  eine  an- 
dere, deren  Wurzeln  m  Mal  so  gross  sind  (§.  1 74) ;  so  wird  in  der 
transformirten  Gleichung  mi  jene  Zahl  sein,  welche  die  besagte 
Eigenschaft  besitzt,  nnd  sofort  kleiner  als  die  kleinste  Differenz 
der  Wurzeln  dieser  Gleichnng  ist.  Man  kann  daher,  anstatt  die 
mflhselige  quadrirte  Differenzengleichung  zu  suchen,  die  Wurzeln 
der  aufzulösenden  Gleichung  auf  Grerathewohl  TergrOssem,  in  der 
transformirten  Gleichung  f&r  x  abermals  die  Reihe  der  nat&rlichen 
Zahlen  0,  1,  2,...  substitniren  und  sehen,  ob  man  nicht  Tiell eicht 
darin  die  sftmmtlichen  Wurzeln  entdeckt  Ist  diess  der  Fall ,  so 
kann  man  diese  letztere  Gleichnng  auflösen  und  jede  Wurzel  durch 
m  dividiren,    um  die  Wurzeln  der  gegebenen   Gleichung   zu    erhal- 


♦)  Nach  der  Methode  von  Lagrange,  d.  i.  durch  Eeitenbrfiche  ansge- 
drdckt,  'findet  man : 

■^20+, 

—  j?,  =  2 —  I     i        I 


ten,  oder  et  ist,  wenn  man  gleich  die  nrsprttngliche  Gleichiuig  aof- 

lOsen  will,  sofort  ^-^  —  zn  nehmen« 

m 

So  war  im  vorigen  Beispiele    S='9,   also  ist   4^"«  1*2,    und 

man  kann  daher  in  der  Gleichung   y' — 112y-— 448  =  0,    deren 

Wnneln    4    Mal    so    gross    als    die    der    erwfthnten    Gleichung 

x^  —  7x  —  7^0  sind ,  hei  der  Suhstit  ntion  von  y  —  0,  1 ,  2, . . . 

durchaus  keine  Wurzeln  ftbergehen.  Man  findet  in  der  That,  dass 

eine  Wurzel  zwischen  12  und   IS,  eine  zweite  zwischen  — 5  und 

—  6 ,   und  endlich   die  8.  Wurzel    zwischen  —  6    und  — •  7   liegt, 

und  zwar  sind  diese  Wnneln :  12*19566,  — 5*42759  und  — 6*76807 

§.  21:1  •  Das  von  Sturm  angegebene,  ganz  allgemeine 
Verfahren,  um  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  einer  nu- 
merischen Gleichung,  so  wie  die  Grenzen  zu  finden,  zwi- 
schen welchen  jede  derselben  eingeschlossen  ist,  besteht  in 
Folgendem : 

1.  Da  sich  die  yielfachen  oder  gleichen  Wurzeln  einer 
Gleichung  immer  nach  §.  179  bestimmen,  und  durch 
eine  vorläufige  Division  ausscheiden  lassen,  so  soll  hier 
vorausgesetzt  werden,  dass  die  Gleichung  -X=0,  deren 
reelle  Wurzeln  nach  diesem  Stürmischen  Verfahren 
bestimmt  werden  sollen,  nur  ungleiche  Wurzeln 
besitzt. 

2.  Leitet  man  aus  dem  Polynome  -X=ä*+'^i^*^*^^+-*+-^» 
nach§.  149 jenes  X^=na^^-\-(n — l)-4ia?*~'^+..+^„-i 
ab  und  sucht  zu  diesen  beiden  Functionen  X  und  X^ 
nach  dem  bekannten  Verfahren,  den  grössten  gemein- 
schaftlichen Divisor  mit  der  einzigen  Aenderung,  dass 
man  in  jedem  Eeste,  bevor  man  ihn  als  Divisor  nimmt, 
die  Zeichen  ändert;  so  erhält  man,  wenn  diese  so  ge- 
änderten Reste  der  Eeihe  nach  durch  ^,  X^..  X»  be- 
zeichnet werden,  die  Beihe  von  Functionen 

Xy    JTi,    X^..  Xr..Xn..  (Ä) 

welche  nach  a  beziehungsweise  vom  n***,  (n — l)*", 
(n— 2)-»  . .  (n  —  r)*-  . .  0-»  Grade  sind. 
8.  Setzt  man  nun  in  dieser  Eeihe  (Ä)  nach  und  nach 
aj=  —  oo,  0  und  +00,  und  bemerkt  die  Vorzeichen, 
welche  diese  Functionen  oder  Glieder  dabei  annehmen, 
£0  erhält  man   auf   diese  Weise  3  Zeichenreihen,    von 
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denen  die  erste  (ftkr  «=  — od)  n,  die  zweite  (för  Är=0)fn 
und  die  dritte  (für  ^  =  -|-  oo)  s  Zeichen  Wechsel  besitzen 
mag.  Diess  vorausgesetzt,  besitzt  die  gegebene  Glei- 
chung X=0  in  Allem  n  —  8  reelle  Wurzeln,  von  de- 
nen m — «  positiv  und  n  —  m  negativ  sind, 

4.  Substituirt  man  femer  in  dieser  Eeihe  (A)  für  a  irgend 
zwei  reelle  Werthe  a  und  6,  von  denen  b^a  sein  soll, 
und  bemerkt  abermals  die  Zeichen,  welche  die  einzel- 
nen Glieder  erhalten;  so  bezeichnet  der  Unterschied  in 
der  Anzahl  der  Zeichenwechsel,  die  in  diesen  beiden 
Reihen  vorkommen  (wobei,  so  lange  h'^a  ist,  die  An- 
zahl der  Wechsel  ftir  ^  =  J  niemals  grösser  als  ftbr 
as=^a  sein  kann)  sofort  die  Anzahl  der  zwischen  a  und 
b  liegenden  reellen  Wurzeln,  so  dass,  wenn  dieser  Un- 
terschied Null  ist,  auch  keine  solche  Wurzel  zwischen 
a  und  b  liegen  kann. 

Es  kann  noch  bemerkt  werden,  dass  wenn  für  eine 
dieser  Substitutionen  irgend  ein  Glied  der  genannten  Reihe 
Null  wird,  es  ganz  gleichgiltig  ist,  ob  man  dieses  Glied 
mit  -j-  oder  —  ansetzt. 

§.  212.  Die  Richtigkeit  dieses  Verfahrens  lässt  sich  in 
Kürze  auf  folgende  Art  beweisen. 

1.  Sind  Qj,  Qj,  ..Q«_i  der  Reihe  nach  die  Quotienten, 
welche  bei  dem  Aufsuchen  des  grössten  gemeinschaft- 
lichen Divisors  zwischen  X  und  X^  entstehen,  eo  hat 
man  nach  der  (im  2.  vorigen  §.)  angegebenen  Bedeu- 
tung von  -Xj,  X^  . .  offenbar : 

X=  QiX^  —  Xj  . .  (a),  X^  =  Q^X^  —  X^. .  (b), 

X^  =  Q^X^  —  X^  • .  (c) 

.  .  Xr-i  =  QrXr ^r^fl  .  .  (t)  .  .  .  -X),— 2  =  Qii-1  Xn-1  —  X^ 

2.  Wird  nun  für  eine  Substitution,  z.  B.  für  a  =  a  irgend 
eine  dieser  Functionen,  z.  B.  Xr  gleich  Null,  so  wird 
[Relat.  (t)]  -Xr— 1  ==  —  Xr+t  j  woraus  hervorgeht,  dass 
die  beiden  anliegenden  Werthe  von  Xr  för  dieselbe 
Substitution  entgegengesetzte  Zeichen  erhalten, 
weil   mit   -Xi.  =  0  nicht  auch  zugleich   -Xf^i  oder  -Xr+i 
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Null  sein  kann.  Denn  könnten  überhaupt  für  a  =  ok 
irgend  zwei  auf  einander  folgende  Glieder  der  obigen 
Beihe  (A)  z,  B.  X,  und  X^  zugleich  Null  sein,  so 
müsste  wegen  der  vorigen  Belation  (c)  auch  JT,  und 
damit  wegen  (6)  auch  -Yj,  und  endlich  wegen  Relation 
(a)  auch  X  verschwinden,  so  dass  die  Polynome  X 
imd  Xj^  den  gemeinschaftlichen  Factor  a  —  et  hätten, 
was  nach  §.  179  fftr  die  Gleichung  X=0  die  vielfache 
Wurzel  0?  =  a  bedingen  würde,  was  gegen  die  gemachte 
Voraussetzung  ist. 

Es  ist  übrigens  klar,  dass  alles  hier  Gesagte  auch  noch 
gilt,  wenn  die  ursprünglichen  Functionen  Xy  X^.^y  wie 
diess  bekanntlich  zur  Erzielung  ganzer  Coefficienten  oder 
auch  ziir  Vereinfachung  der  Rechnung  in  der  Regel  ge- 
schieht, mit  einer  Constanten,  positiven  Zahl  multiplicirt 
oder  dividirt  werden. 

3.  Substituirt  man  in  einer  dieser  Functionen,  z«  B.  in 
jener  Xr  filr  a  allmählig  zunehmende  Werthe,  von  de- 
nen jedoch,  selbst  wenn  diese  Zunahmen  unendlich 
klein  sind,  keiuer  diese  Function  Xr  zu  Null  macht; 
so  behalten  die  durch  diese  Substitutionen  aus  Xr  ent- 
stehenden Werthe  fortwährend  dieselben  Vorzeichen, 
indem  dabei  für  Xr  nur  ein  Zeichenwechsel  eintreten 
könnte,  wenn  Xr  durch  Null  ginge.  Wird  dagegen  Xf 
für  eine  dieser  Substitutionen,  z.  B.  für  x^=cl  Null, 
so  erhält,  wenn  ä  eine  unendlich  kleine  Grösse  bezeich- 
net, die  Function  Xr  für  d?=a  —  h  und  Ä  =  a  +  A, 
wie  leicht  zu  sehen,  verschiedene,  d.  i.  entge- 
gengesetzte Vorzeichen. 

Da  nun  dasselbe  auch  von  allen  übrigen  Functionen 
Xy  JTi  . .  Xi^i  gilt,  so  behalten  diese  bei  den  genannten 
allmählig  oder  stetig  wachsenden  Werthen  von  asy  so 
lange  keine  dieser  Functionen  dabei  durch  Null  geht, 
dieselben  Vorzeichen  und  die  aus  diesen  Zeichen  ge- 
bildeten Reihen  behalten  daher  auch  dieselbe  Anzahl 
von  Zeichen  wechseln ,  so,  dass  also,  wenn  zwischen  a 
und  b  keine  reelle   Wurzel  liegt,   sofort   auch   die  aus 
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der  Reihe  (-4)  durch  die  Substitutioii  von  a  =  a  und 
x=b  gebildeten  beiden  Zeichenreihen  die  nämliche  An- 
zahl von  Wechseln  darbieten. 
4.  Wird  aber  für  a  =  (i  die  Function  jr=0,  ao  kann  er- 
stens (weil  keine  gleichen  Wurzeln  angenommen  wer- 
den) nicht  auch  Xj^  =  0  sein,  und  dann  ist,  wenn  man 
JSr=/(a)  und  Ä  =  a±A  setzt,  wegen  (wie  leicht  zu 
finden)  f  (adz  h)  =  X±:  X^h  +  Nh*  +  .  .  .  sofort 
/(a ±  Ä)  =  ±  X^h  4"  ^A*  +  .  • .  oder  wenn  A  als  un- 

endlich  klein  angesehen  wird,  auch /(a±A)  =  ±  A^A, 

woraus  sofort  folgt,  dass  /(«-}- A)  und  X^  immer  das- 

selbe  Vorzeichen,  dagegen  das  entgegengesetzte 
von  /(a  —  A)  haben.  Endlich  ist  auch  leicht  zu  sehen, 
dass  X^  für  alle  3  Werthe  von  a  =  cii,  —  A,  4?  =  a  und 
^  =  a-f-A  ein  und  dasselbe  Zeichen  beibehält. 

Diess  berücksichtigend,  können  also  die  Vorzeichen 
nur  folgende  sein: 

X    X^     oder    X    X^ 

für  a  =  a  —  A    hat  man    -j-     —        „       —     -f- 

„    a=a  „       „         0     —        ,        0      + 

woraus  also  hervorgeht,  dass  die  untere  Zeichenreihe 
(für  die  Substitution  von  ^  =  a  +  A)  um  einen  Zeichen- 
wechsel weniger  als  die  obere  Zeichenreihe  (für  a?=a — A) 
besitzt  oder  einen  solchen  Wechsel  verliert. 
5.  Wird  endlich  für  den  Werth  4?=a  irgend  eine  der  fol- 
genden Functionen  X^y  A^ . . .  z.  B.  jene  Xr  Null,  so 
sind  dafür,  wie  in  2.  bemerkt,  Xr-~.i  und  Xr-^i  von  Null 
verschieden  und  erhalten  entgegengesetzte  Zeichen.  Auch 
behält  (wie  diess  in  4.  von  JT^  bemerkt  wurde)  Xr^i 
wieder  für  alle  3  Werthe  Ä=a — A,  a!=a,  und  j?=a+Ä 
das  nämliche  Vorzeichen,  was  natürlich  auch  von  der 
Function  Xr^i  gilt. 

Nach  dieser  Bemerkung  können  die  Vorzeichen  der 
Functionen  -Xr— i,  Xr  und  Xr-^-i  beziehungsweise  nur 
folgende  sein. 
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für  «  =  a  —  h    entweder    H — | oder  H 

„    a=a  ,  +    0    —       ,  +    0    — 

n    a  =  a  +  h  ,  H ,  +^ 

oder  aber 

fftr  a  =  a  —  h    entweder h  +  oder 1- 

n      ^  =  a  n  —     0     +  „  —     0     + 

n    «  =  a  +  A  „  1-       „ (-  + 

Aber  in  allen  diesen  denkbaren  4  Fällen  besitzen 
die  untern  nnd  obem  Zeichenreihen  (d.  i.  für  ä  =  a  +  A 
und  4?  =  a  —  h)  dieselbe  Anzahl  von  Zeichenwechsel. 
Es  liegt  daher  zwischen  Ä  =  a  —  h  und  ^  =  a  +  A,  ob- 
gleich dafür,  wie  angenommen  worden,  Ar  =  0  wird, 
keine  reelle  Wurzel  der  Gleichung  X=0* 
6,  Es  behalten  also  die  Functionen  JC^  A^,  J[^,.,  JC»  für 
alle  stetig  zunehmenden  Werthe  von  a?,  welche  X  nicht 
Null  machen,  fortwährend  dieselbe  Anzahl  von  Zeichen- 
Wechsel  und  Folgen.  So  wie  aber  für  irgend  einen 
Werth  von  x  =  a  die  Function  X  Null  wird,  d.  h.  so 
wie  a  ein  reeller  Wurzelwerth  der  Gleichung  jr  =  0 
ist,  so  enthält  die  Zeichenreihe  ftLr  a  =  ci'\- h,  immer 
einen  Wechsel  weniger  als  jene  fftr  a  =  a  —  A.  Ob- 
schon  femer  der  Beweis  hiefür  zunächst  nur  unter  der 
Voraussetzung,  dass  h  unendlich  klein  ist,  geführt 
wurde,  so  gilt  er  doch  offenbar  auch  noch,  wenn  unter 
h  was  immer  fllr  ein  endlicher  Werth  verstanden  wird, 
wenn  dieser  nur  so  klein  ist,  dass  weder  zwischen 
a  —  h  und  a,  noch  zwischen  a  und  a-f-Ä  eine  zweite 
Wurzel  von  X  =  0  liegt,  indem  sich  so  lange  fort  die 
Zeichen  der  Keihe  A,  A^  . .  Xn  nicht  ändern. 

An  merk.  Obechon  bei  diesem  Verfahren  Torsasgesetst  wnrde,  dass 
die  Gleichmig  X^^O  keine  gleichen  oder  Tiel fachen  Wurzeln 
besitze ,  so  ist  es  gleichwohl  nicht  nothwendig ,  diese  im  Torkom- 
menden  Falle  schon  im  Yoraas  auszuscheiden,  sondern  man  wendet 
dieses  Verfahren  ohne  Weiteres  (da  man  ja  die  gleichen  Wurzeln 
ohnehin  nicht  im  Voraus  kennt)  auf  die  gegebene  Gleichung  X^^O 
an.  Besitzt  diese  Gleichung  gleiche  Wurzeln ,  so  wird  bei  diesem 
Verfahren  der  letzte  Rest  Xn  Null  nnd  es  ist  dann  der  letzte  Di- 
visor der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  oder  Theiler  zwischen  X 
und  X^.    Dividirt  man  damit  das  Polynom  X,   so  erh&lt  man  den 
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Quotienten  X!  und  danut  die  bloss  angleiche  Wnrseln  besitzende 
Gleichung  ^  =  0,  auf  welche  man  dann  datf  hier  entwickelte  Ver- 
fahren weiter  anwendet,  um  die  Anzahl  und  Grenzen  der  reellen 
Wurzeln  derselben  zu  finden ,  während  man  die  gleichen  Wurzeln 
der  Gleichung  Jf— *0  ans  dem  letzten  Divisor  (nach  §.  179)  erhAlt 

Beispiel  1.  Um  die  Anwendung  dieser  Methode  an  einigen  Bei- 
spielen  zu  erl&utem,  sei  die  Gleichung  (ans  §.  206)  x' — 5x — 3=0 
gegeben  ,  so  hat  man  dafür  -X  ■»  x"  —  5x  —  8  ,  «X^  ="  3x*  —  5, 
X^  =  lOx  "1-  9  =  X  +  '9  (wenn  man  nämlich  mit  10  drvidirt)  und 
X^  ^  257  oder  auch,  da  es  sich  bloss  um  das  Zeichen  handelt,  wenn 
man  mit  257  dividirt,  ^  «»  1. 

Aus  diesen  Werthen  erhält  man  folgendes  Schema: 

X  X^  X^  X^  Wechsel  Die  Gleichung  besitzt  also 

ftr  X  »-  —  cc:   —  4-  —    4-  3  3  — 0  =  3  reelle  W.  dar- 

„x  —  0:  —  —  "l"+  1  unter  sind  3 — l  =  2nega- 

„    x  =  +  co:    +  ■+*  "|~   4"  ö  ^^^  ^*  1— .0a«l  positiv. 

Für  X  — 4:       +  -f-  -|-  -f-  o 

„    x»-3:       -j — ^  -| — f-  0  zwischen       3  und      4  liegt  keine  W. 

„     x  =  2:       -  +  4-  +  1 

„    x=»l: +  +  1 

„     x  =  0: +  +   1 

„     x^ 1:  H +  2 

„     X 2:  --H +3 

„     x=— 3: 1 [-8 

Alles  in  Uebereinstimmung  mit  dem  im  §.  206  Gesagten. 


«  „  8  „  1     W. 

1  „  2  „  keine  W. 

0  „  1  »  keine  W. 

-1  „  0  „  1     W. 

—2  „  —1  „  1      W. 

—  3  „  —2  „  keine  W. 


B  e  i  s  p  i  e  1  2.  Sei  femer  die  Gleichung  x*  —  6x «—  7  =  0  zu  untersu- 
chen, so  ist  dafür  -3:=-x3  — 6x  — 7,  ^j«3x'  — 6,  -X,=4x+7=- 
X  +  1*75  und  -X,  =* —  17  oder  einfacher  = —  1 ,  und  damit 

X  X^  X^  X,  Wechsel 

Es  besitzt  also  diese  Glei- 
chung nur  2  —  1  =  1  re- 
elle Wurzel. 


Diese  liegt  also  zwischen 
2  und  8. 

oder   zwischen   2*5   und  3 
»1  >>  2*8      „     3 

»>  j»  2*9      „     3 


Diese    Gleichung   besitzt   also  zugleich  auch  2  imaginäre  Wurzeln, 
und  in  der  That  sind  die  Wurzeln : 

2-9005718  und  —  1*4502859  ±  •5567652^—1. 


für  X  =  —  cv) : 

— 

+  — 

2 

„    X  — 0: 

— 

—  +  - 

2 

„    X  — -f  cc.- 

+ 

+  +  - 

1 

fÜr  X  =  1  : 

— 

-  +  - 

2 

„    x  —  2: 

— 

+  +  - 

2 

„    x  —  3: 

+ 

+  +  - 

1 

für  X  —  2*5  : 

— 

+  +  - 

2 

„    x~2*8: 

— 

+  +  - 

2 

„    x  =  2*9: 

— 

+  +  - 

2 

u. 

s.  w. 
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§.  21S.  Um  schliesslich  noch  etwas  über  die  Kenn- 
zeichen der  imaginären  Wurzeln  einer  Gleichung  X=0 
beizufügen,   so  sind  die  vorzüglichsten  in  Kürze  folgende: 

1.  Behält  eine  Gleichung,  in  welcher  Glieder  fehlen,  nicht 
die  nämliche  Anzahl  von  Zeichenwechsel  und  Folgen, 
wenn  man  sich  die  fehlenden  Glieder  ein  Mal  mit  + 
und  dann  auch  mit  dem  Zeichen  —  eingeschaltet  denkt ; 
BO  hat  die  Gleichung  imaginäre  Wurzeln.  Dieser  Satz 
lässt  sich  übrigens  nicht  umkehren,  d.  h.  man  darf  aus 
dem  Umstände ,  dass  in  beiden"  genannten  Fällen  diese 
Anzahl  von  Wechsel  und  Folgen  dieselbe  ist,  noch 
nicht  auf  die  Abwesenheit  aller  imaginären  Wurzeln 
schliessen. 

2.  Ist  die  Gesammtzahl  der  Zeichenwechsel  in  der  gege- 
benen Gleichung  A=0,  in  welcher  Glieder  fehlen,  und 
in  jener  -^=0  mit  entgegengesetzten  Wurzeln  kleiner 

als  der  Grad  der  Gleichung  n;  so  besitzt  diese  Glei- 
chung Jir=0  ebenfalls  imaginäre  Wurzeln.  Auch  die- 
ser Schluss  darf  nicht  umgekehrt  werden. 

3.  Fehlen  in  einer  Gleichung  2  oder  mehrere  auf  einander 
folgende  Glieder,  so  besitzt  die  Gleichung  ebenfalls 
imaginäre  Wurzeln.  Von  diesen  Sätzen  wird  man  die 
Beweise  leicht  selbst  finden  können. 

4.  Das  vorzüglichste  und  bestimmteste  Kennzeichen  jedoch 
für  das  Vorhandensein  oder  Nichtvorhandensein  von 
imaginären  Wurzeln  der  Gleichung  A=0  folgt  aus  der 
entsprechenden  quadrirten  Differenzengleichung  Z=Oy 
indem  diese  wenigstens  eben  so  viele  Zeichenfolgen  dar- 
bieten muss,  als  die  Gleichimg  2l=0  Paare  von  ima- 
ginären Wurzeln  besitzt;  und  umgekehrt,  kann  diese 
Gleichung  nur  reelle  Wurzeln  haben ,  wenn  im  Po- 
lynome Z  lauter  Zeichenwechsel  vorkommen. 
Denn  da  (§.  164)  die  imaginären  Wurzeln  immer  paar- 
weise und  conjugirt  vorkommen,  so  sei  p-{-q\^—l 
und  p  —  q\/^ — 1  ein  solches  Paar;  ihre  Differenz  ist 
2q\/^—i  und  davon  das  Quadrat  =  —  4q^  sofort  ne- 
gativ, welche  als  Wurzel  der  Gleichung  Z=  0  erscheint. 
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folglich  (§.  171)  in  dem  Polynome  Z  wenigstens  eine 
Zeichenfolge  erzeugt.  Kommt  demnach  in  Z  keine  solche 
Zeichenfolge  vor,  so  kann  die  Gleichung  A=0  durch- 
aus keine  imaginären  Wurzeln  besitzen*). 

So  hat  die  quadrirte  Difierenzengleichung  «'  —  42«'  -f"  '*'*^*  —  49  =  0 
der  obigen  Gleichung  (§.210)  x^ — 7x — 7"«0,  keine  Zeichenfolge, 
cum  Beweis,  dass  hier,  wie  wir  in  der  That  auch  gefunden  haben,  die 
Gleichung  lauter  reelle  Wnrzeln  besitzt 

Dagegen  erhfilt  man  flür  die  Gleichung  x'  —  6x  »—^  7  =  0  die  qua- 
drirte Differenzengleichung :  z^  —  SGz^  +  324«  +  459  =  0,  und  da  hier 
eine  Zeichenfolge  vorkommt;  so  besitzt  die  erste  Gleichung  nothwendig 
ein  Paar  imagin&re  Wurzeln,  wie  wir  diess  auch  bereits  im  Yorigen  §. 
nach  dem  Stnrm'schen  Verfahren  gefunden  haben. 


n. 

Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten. 

§.   214.     Erklärung.     Die   allgemeine    Form    einer 
Gleichung  des  n.  Grades  mit  2  Unbekannten  a  und  y  ist: 

wobei  P^>,  P^^.*.Pf^  algebraische  Functionen  von  y,  jedoch 
beziehungsweise'^höchstens  vom  0**° ,  l**** , . . .  n*"  Grad,  be- 
zeichnen ,  also  die  Form  haben :  Pq  =  a  ,  P^  =  J  -}-  cy^ 
Pt  =  d-\-ey  +/y*  u.  s.  w. 

§.  215.    Es  seien  nun  die  beiden  Gleichungen 

Po  ^  +  i\  ^»^'  +  .  .  .  +  Pn-l «  +  Pn  =  0  [^  =  0] , 

Po^  +  P'ia^^  +  ...+P'«.^i^+Pm=0[-4'  =  0] 

beziehungsweise  des  n.  und  m,  Grades,  die  wir  Kürze  hal- 
ber durch  -4  =  0  und  A'  =  0  bezeichnen  wollen,  zur  Auf- 
lösung gegeben.  Um  die  sämmtlichen  Auflösungen,  d.  i. 
alle  Paare  zusammengehöriger  Werthe  von  a  und  y  zu  fin- 
den, welche  gleichzeitig  die  Polynome  A  und  A'  auf  Null 
bringen;  so  sei  4?  =  a,  y  =  ß  eine  solche  Auflösung.     Stellt 


*)  Die  Berechnung  der   ünagin&ren   Wurzeln   betreffend ,    so    wie   ftber 
mehreres  Andere  hiehergeh6rige  s.  Bd.  L  S.  158  — 167. 
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man  sich  vor,  dass  in  Po>  ^i>  •  •  •  -P'o»  -P'i»  •  •  •  ^^  y  bereits 
dieser  Werth  j3  gesetzt  worden ;  so  müssen  die  Polynome 
A  und  A'  (§.  159)  den  gemeinschaftlichen  Factor  x  —  a  be- 
sitzen, welchen  man  auch  in  der  That  nach  der  bekannten 
Verfahrungsweise  unter  dieser  Voraussetzung  finden  würde. 
Eben  so  würde  man,  wenn  fl?  =  a',  y  =  ß'  eine  2.  Auflö- 
sung unserer  Gleichungen  bildete,  und  in  Po>  -Pit-'-^o» 
P'^,..  y  =  /3'  gesetzt  worden  wäre,  durch  dieses  Verfahren 
in  A  und  A'  den  gemeinschaftlichen  Divisor  x  —  a'  finden 
u.  s.  w. 

§.  216.  Da  man  aber  die  Werthe  von  y  =  ß,  ß  > . . . 
nicnt  im  Voraus  weiss,  so  wird  man,  ohne  eine  vorausge- 
gangene Substitution  in  Po,  Pj  u.  s.  w.,  zu  A  und  A'  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  aufsuchen,  und,  da  da- 
bei die  Beste  in  Beziehung  auf  x  nach  und  nach  immer 
von  niedrigerer  Ordnung  werden,  den  letzten  Rest,  welcher 
kein  x  mehr  enthält,  gleich  Null  setzen,  um  dieEnd-  oder 
Finalgleichung  in  y  zu  erhalten,  aus  welcher  man 
dann  für  y  die  sämmtlichen  Werthe  ß,  |3',..  bestimmen 
kann  (indem  f&r  jeden  dieser  Werthe  der  letzte  Rest  ver- 
schwinden muss).  Setzt  man  ferner  den  vorletzten  Rest 
(den  gemeinschaftlichen  Divisor),  welcher  von  der  Form 
a-\-bx  sein  wird,  und  wobei  a  und  h  Functionen  von  y 
sind,  ebenfalls  Null;  so  erhält  man  aus  dieser  Gleichung, 
indem  man  darin  für  y  nach  und  nach  die  Werthe  |3,  ß',... 
substituirt ,  die  correspondirenden  Werthe  von  x=aLy  cl  . . . 
(ist  nämlich  y  =  ß  gesetzt  worden,  so  ist  diese  letztge- 
nannte Gleichung  sofort  x  —  tt  =  0,  woraus  x  =  a  folgt; 
für  y  =  ß'  wird  diese  Gleichung:  x  —  a'  =  0,  woraus  x  =  af 
folgt  u.  s.  w.). 

Um  z.  B.  die  Gleichung  -4  =  **  —  (y  +  1)  x  —  2  O»  +  2y  -f  1)  =  0 
und  ^'  =  x'  +  (1  ~  3y)  *  -f-  2y'  —  2y  =  0  ,  welche  bereits  nach  x  ge- 
ordnet  sind,  aufzulösen,  hat  man  zuerst,  das  Polynom  A  als  Divisor 
genommen,  den  Quotienten  1  und,  wenn  man  gleich  den  gemeinschaft- 
lichen Factor  2  ansULsst,  den  Rest :  (y  —  1)  a:  —  (2y*  +  y  +  1).  Multi- 
plicirt  man  weiter,  zur  Erzielang  ganzer  Quotienten,  das  Polynom  A', 
welches  jetzt  Dividend  wird,  mit  (y — 1)*;  so  erh&lt  man  nach  einer 
zweimaligen  Division  den  Quotienten  (y—  Ox  +  Sy— «y*  und  den  liest 
Borg>  Compendinm  d.  hOb.  Mftth.  10 
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(ohne  x)  8jr»  +  lOy*  +  8y ,    also   die   Finalgleichung  in  y  r  Sy^  -|-  lo^i  ^ 

3y  =  0,  aas  welcher  man  sofort  y  ^^  0,  —-3  und  — ■  J  findet.    Setzt  man 

daher   den  yorleteten    Best  (in  Bezog  anf  x  Tom  1.  Grad)  gleich  Noil, 

so  erhält  man  die  Gleichung  (y  —  1)  x  —  (2y*  +  y  +  i)  =-  o ,  nnd   dar- 

2y«+y-t-l       ,      ^  ^  1  ,      ^. 

s.uBx  =  -^ — L"~^ — ,    also  flu"  3f  =  0:   x  =  — -«^  — 1,    für  y  —  —  8: 

y—  1  — 1  «^ 

.  x=:  —  4  und  f&r  y  s»  —  ^  sofort  x  ■»  —  }.  Man  hat  also  fftr  die  ge- 
gebenen Gleichungen  die  3  Auflösungen :  x  =  —  1,  y^'O,  x»*— «4, 
y  =  —  3    und    x  =  —  },    y  — —  J. 

Auf  gleiche  Art  findet  man  Air  die  beiden  Gleichungen  x^  —  7x 
^  6  »»  0  nnd  3x*  -f-  3yx  +  y *  —  7  =  0,  die  Endgleichung  in  y :  y«  — 
4Sy*+ 441y'*^ 400  =  0  (vergl.  §.  176,  Beispiel)  nnd  die  Auflösungen: 
*  =  — 8,  y  =  4;  x  =  l,  y  =  — 4;  x=  — 8,  y  =  6;x  =  2,  y  =  — 5; 
XS3  1,  y=:l  und  x  =  2,  y  =  — 1. 

§.  2  IT.  Hat  man  im  Verlaufe  der  Rechnung,  zur  Er- 
zielung ganzer  Quotienten,  Factoren,  die  im  Allgemeinen 
Functionen  von  y  sein  werden,  eingeführt;  so  kann  es  ge- 
schehen, dass  diese,  wenigstens  zum  Theil,  in  der  Final- 
gleichung enthalten  sind  und  sonach  fremdartige  Auflosun- 
gen liefern.  Wird  nämlich  einer  der  Dividende  mit  F  (als 
Function  von  y)  multiplicirt,  und  ist  JR  der  correspondirende 
Divisor  (als  Function  von  a  und  y);  so  sind  die  aus  dem 
Systeme  jP=0,  i2  =  0  folgenden  Werthe  von  y  und  x,  als 
den  gegebenen  Gleichungen  ^=0,  ^'  =  0  fremdartige 
Auflösungen ,  wegzulassen. 

Nimmt  man  k.  B.  tou  den  beiden  Gleichungen  ^^>yx* — 3yx  — 
(y*— .2)  =  0  nnd  ^' =  (y*  —  3y  +  2)x»  +  (y— 1)  x  —  (3y  —  1)  =  0 
das  PolTuom  Ä  zum  Dividend  und  multiplicirt  dieses  sonach  mit 
y'  *— '  3y  -{-  8 ;  so  erhält  man  nach  der  ersten  Division  den  Rest : 
— .y  (3y*  —  8y  +  5)  X  —  (y*  —  3y»  —  3y»  -f-  7y  —  4) ,  welcher  jetit  Divi- 
sor wird.  Wegen  y(3y«--8y  +  5)=y(y  —  l)(3y-.5)  undy*  — 3y-|- 
2»-(y^.l)(y  —  2)  muss  man ,  um  bei  der  folgenden  Division  ganze 
Quotienten  und  Reste  zu  erhalten,  A  noch  (mit  Rücksicht  darauf,  daas 
der  Quotient  zweigliederip  wird)  mit  ^"^(2/  —  1)  (3y  —  5)'  multipliciren. 
Man  erhmt  hierauf  nach  der  2.  Division   den  von  x  unabhängigen  Rest : 

y«  _  8y«  -t-  12y'  +  16y«  -|-y»  —  I70y*  +  322y3  —  294y*  -f-  148y  —  32, 

welcher,  sofort  =NnU  gesetzt,  die  Endgleichung  gibt 

Da  man  aber  bei  der  ersten  Division  den  Factor  y*  —  3y  4"  *  = 
fy — 1)  (^  —  2)  eingefllhrt  hat,  so  kann  die  Endgleichung  die  fremden 
Factoren  y  —  1  nnd  y  —  2  enthalten.  Indess  findet  man ,  wenn  man 
(y_l)(y^^2)=30    und    auch    den    betreffenden  Divisor   ^'  =  0   setxt. 
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Ar  jf  =  1  ans  ^'  =  0  keinen  Werth  fllr  x ,  indem  alle  Gliedet  mit  x 
Tprschwinden ;  dagegen  erh&lt  man  daraus  fHbr  y  =  2  sofort  x  :=  5  :  es 
wird  also  in  der  Endgleichnng  der  Factor  y  —  1  nicht ,  dagegen  aber 
jener  y  —  2  enthalten  sein ,  durch  welchen  man  diese ,  um  die  wahre 
FimJgleicbttng  zu  erhalten,  dividiren  muss.  Dadurch  erhält  man  (wie 
auch  unmittelbar,  wenn  man  gleich  Anfangs  Ä  zum  Dividend  und  A 
EoiD  DiTisor  nimmt)  die  wahre  Endgleichung: 

y*  —  6y'  +  16y*  +  33/  —  104/  -f  114/  —  %%y  +16  =  0. 

Der  im  2.  Dividend  A  eingeftkhrte  Factor  jedoch  hat  auf  die  Final- 
gleichung keinen  Einfluss«  So  wie  dieses  überhaupt  durchgehends  von 
jcneip  Dividend  gilt,    dessen  entsprechender  Divisor  in  Bezug  auf  x  vom 

1.  Grad  ist. 

§.  218.  Hat  man  znr  Vereinfachung  der  Rechnung, 
wie  es  bei  diesem  Verfahren  erlaubt  ist,  irgend  einen  Di- 
visor vor  der  Division  in  seinem  entsprechenden  Dividend 
D  durch  den  Factor  F  abgekürzt,  und  ist  dieser  eine  Func- 
tion von  y;  so  muss  man  zu  den  am  Ehde  erhaltenen  Auf- 
lösungen noch  jene  aus  dem  Systeme  D  =  0,  F=0  resul- 
tirenden,  hinzufügen.  Auch  müsste  man,  um  die  vollstän- 
dige Pinalgleichung  in  y  zu  erhalten,  die  so  gefundene  noch 
mit  dem  Factor  i^,  diesen  auf  die  Potenz  erhoben,  die  dem 
Ordnungsexponenten  von  D  in  Bezug  auf  a  gleich  kommt, 
multipliciren. 

Nimmt  man  ,  um  die  Gleichungen  Ä  =  x^  —  Ayx'  -f-  Sy'o:  —  2y'  ==  0 
nnd  Ä'  =  x^  —  4x*  +  (6  —  y)  ^  —  2y*  =  0  aufzulösen ,  das  Polynom  Ä' 
zum  Divisor ;  so  erhält  man  nach  der  1.  Division  den  Rest  (als  2.  Di- 
visor) —  4(y  —  l)ar'  +  (^y*  ~^y  —  6)  ^  —  2y'  (y  —  1),  welcher  den  Fac- 
tor y —  1  besitzt.     Kürzt  man  durch  diesen   ab,   so  ist   der  vereinfachte 

2.  Divisor:  — 4x* '^- (py -{- 6^  x  —  2y',  und  das  Polynom  A'  der  zuge- 
hörige Dividend  i>.  —  Nach  vollendeter  ganz  einfacher  Rechnung  findet 
man ,  wenn  durch  den  gemeinschaftlichen  Factor  —  64  gleich  abgekürzt 
wird,  die  Endgleichung  :  (1)  2y*  —  27y*  -|-  lOSy*  —  lOSy^  =  0.  Da  nnn 
femer  der  vorletzte  Rest  oder  letzte  Divisor  gleich  Null  gesetzt,  die 
Gleichung  liefert:  (17y*  —  36y  +  36)x  —  (lOy» -^  12y*)  =  0;  so  erhalt 
man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die  Auflösungen :  y  ==  0  3  Mal ,  6, 
6,  )  nnd  x  =  0  3  Mal ,  6,  6,  8.  Zu  diesen  nnn  kommen  noch  jene, 
welche  ans  dem  Systeme  y  —  1=0  und  x^  —  4x*  +  (6  —  y)  o"  —  2y'  =  0 
hervorgehen ,  also  jene :  y=l ,  *  =  !,  1,  2.  —  Will  man  endlich  die 
vollständige  Finalgleichnng  in  y  haben,  so  muss  man  die  unvollständige 
(1)  noch  mit  (y  —  1)^  multipliciren. 

10* 
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§.  219.  Wird  die  aus  dem  vorletzten  Reste  gebildete 
Gleichung  a  +  6«  =  0  (§.  216)  för  irgend  einen  aus  der 
Endgleichung  gefundenen  Werth  y  =  y  identisch  Null,  d.  li. 

wird  ^  = =  --;    so  ist  diess  ein  Zeichen,   dass  diesem 

6         0* 

Werthe  von  y=^y  mehrere  Werthe  von  x  zukommen. 
In  diesem  Falle  setze  man  den  vor  vorletzten  Rest,  d.  i, 
jenen,  welcher  in  Bezug  auf  a  vom  2.  Grade  ist,  gleich 
Null,  und  bestimme  aus  dieser  Gleichung  die  beiden  den 
y  =  y  zukommenden  Werthe  von  a.  Sollte  auch  diese  Glei- 
chung für  y  =  y  identisch  Null  werden ,  so  würden  diesem 
Werthe  von  y  mehr  als  zwei  Werthe  von  a  entsprechen, 
und  man  müsste  diese,  wenn  es  deren  3  sind,  aus  dem 
nächst  vorhergehenden  Reste  oder  Divisor,  welcher  also 
nach  X  vom  3.  Grade  ist,  bestimmen  u.  s.  w. 

Für  dio  Auflösungen  der  Gleichungen  ^  =  x*  +  (y-|-2)x  —  65f*  — 
4y  =  0  and  A  =  ar* -f-  Sx  — y*  —  5y  —  4  =  0  erhiUt  man,  daa  Polynom 
A  alB  Diyisor  genommen,  als  1.  Rest: 

(y— l)ar  — 5y«+y4-4. 

Wird  hierauf  (da  wir  diesen  Rest  als  neuen  Divisor  absichtlieh  nicht 
durch  y  —  1  abkürzen  wollen)  das  Polynom  A ,  als  nunmehrigen  Divi- 
deiid  (wegen  der  sweimaligen  Division) ,  mit  (y  —  1)^  multiplicirt ,  so 
erh&lt  man  nach  einer  zweimaligen  Division  den  von  x  unabhängigen 
Rest :  24y*  -j-  2y'  —  52y*  +  2y  -j-  24 ,  welcher  Null  gesetst,  die  Endglei> 
chnng   und  diese    die    Wurzeln  y  =«  —  J,  ^-}»  1>  1  liefert.     Der  obige 

Best  in  X  gleich  Null  gesetzt,    gibt  x  »>  -^ ,    und  daraus  folgt 

(tkr  y  »>  —  }  und  —  J  beziehungsweise  x  =-  J  und  —  5  »  dagegen  wird 
für  y  ="  1,  X  «=  8*  Set**  man  also  den  nächst  vorhergehenden  Rest  oder 
Divisor,  hier  n&mlich  das  Polynom  A  gleich  Null,  und  in  dieser  Glei- 
chung y  =  1  ;  so  erhält  man  x^-^-Zx  — 10  ==  0,  und  daraus  flu-  die  die- 
sem Werthe  von  y  entsprechenden  beiden  Werthe  von  x  sofort  2  und 
—  5. 

An  merk.  Würde  man  oben  vor  der  2.  Division  den  betreffenden  Di- 
visor, mit  Rücksicht  auf  das  in  §.  218  Gesagte,  durch  den  gemein- 
schaftlichen Factor  y  —  1  abgekürzt  haben ;  so  würde  sich  in  der 
(unvollständigen)  Endgleichung  die  W^urzel  y  =  1 ,  wofür  man  eben 
X  »»  S  erhalten  hat,  gar  nicht  vorgefunden  haben. 

§.  220.  Es  kann  endlich  kommen,  dass  der  letzte  Rest 
entweder  an  und  für  sich  schon   Null  (also  gar  kein  Rest 
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bleibt)  oder  eine  bestimmte  algebraische  oder  numerische 
Grösse  ohne  y  ist.  Im  1.  Falle  enthalten  die  beiden  Poly- 
nome A  und  A'  an  und  für  sich  schon ,  ohne  dass  y  erst 
bestimmte  Werthe  zu  erhalten  braucht,  einen  gemeinschaft- 
lichen Factor  in  a?,  und  die  gegebenen  Gleichungen  ^  =  0, 
>1'  =  0  sind  sonach  unbestimmt.  Im  2.  Falle ,  in  wel- 
chem also  eine  bestimmte ,  unveränderliche  Grösse  gleich 
Null  gesetzt  werden  müsste,  stehen  die  beiden  gegebenen 
Gleichungen  mit  einander  im  Widerspruche. 

1)  So  erhält  man  z.  B.  fftr  die  beiden  Gleichungen  A^x^~^ 
(8y— l)x-f-2y"— y«*0  und  ^' —  x*  — (4y  —  2)  *-|-3y«  — 2y  =»  0  als 
1.  Rert  oder  2.  Divisor :  (y  —  l)ar— yCy  —  l)i  welcher  durch  y  —  1 
abgekürzt,  sofort  in  seinem  Dividend  J.'  ohne  Best  enthalten,  also  x — y 
der  gemeinschaftliche  Factor  der  beiden  Polynome  A  and  A'  ist  Und 
in  der  That,  die  gegebenen  Gleichungen  sind  auch : 

(x— y)(x  — 2yH-  1)«0   und  (a:--y)(x  — 8yH-2)  =  0, 

und  diese  werden  offenbar  für  alle  aus  x — y»"0  folgenden  unzähligen 
Werthe  von  x  und  y  befriedigt. 

2)  Für  die  Gleichung  ar*  —  (2y  •— 3)a:  +  y"  —  3y  +  2  =  0  und 
Jf*  —  (2y  -t-  3)  J?  +  y'  +  3y  -t-  2  =«  0  erhalt  man  (immer  das  2.  Poly- 
nom zum  Divisor  genommen)  als  1.  Rest:  6ar  —  6y,  und  als  2.  von  x 
unabhängigen  Rest :  4*  ^  i  ^^  dieser  nun  nicht  Null  werden  kann ,  so 
sind  die  gegebenen  Gleichungen  mit  einander  im  Widerspruche  und  ha- 
ben kdne  Auflösung*). 

A  n  m  e  r  k.  Was  den  Grad  der  aus  den  beiden  Gleichungen  ^  »=>  0 
und  X'  =  0  (§.  215)  resultirenden  Finalgleichung  in  y  betrifft, 
so  Iftsst  sich  zeigen,  dass  dieser  höchstens  '^mn,  in  jenem  Falle 
aber,  in  welchem  die  Functionen  P^y  P^,,.Pn  nnd  -Fq»  Pi  •  •  •  Pn 
ganz  vollständig  sind  ,  also  z.  B.  Pn  =^  2/*^  -^  a,  y*»~l  +  . .  .  + 
a„_iy-f-a»  und  keiner  der  Cocfiicienten  a  Null  ist,  genau  gleich 
mn  sein  mnss. 

*)  Noch  mehreres  Hiehergehörige ,  so  wie  auch  die  Anwendung  der  Re- 
gula/aUi  auf  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten,  Bd.  I.  S.  168 — 186. 
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Fünftes  Capitel. 

Von  den  Reihen. 

Erklärungen. 

§.  221.  Eine  nach  irgend  einem  Gesetze  gebildete  Folge 
von  Grossen  wird  Keihe,  die  Grössen  selbst  aber  werden 
Glieder  derselben  genannt. 

§.  222.  Wir  bezeichnen  die  Glieder  einer  Reihe  ein- 
fach durch  Oj,  o,,  a,  .  ..On,  so,  dass  also  dieses  letztere 
das  n.  Glied  darstellt.  Laufen  die  Glieder  ohne  Ende  fort, 
so  heisst  die  Reihe  eine  unendliche. 

§.  223.  Ein  allgemeiner  Ausdruck,  welcher  jedes  be- 
liebige Glied  einer  Reihe,  wie  z.  B.  a»,  entweder  durch 
mehrere  vorausgehende  Glieder,  oder  unmittelbar  als  Func- 
tion von  n  darstellt,  heisst  das  allgemeine  Glied  der 
Reihe;  im  ersten  Falle  wird  dieses  durch  Recursion,  im 
letztem  unabhängig  (independent)  erhalten. 

§.  224.  Dagegen  wird  ein  Ausdruck  Sny  welcher,  je 
nachdem  man  n=l,  2,,,,m  setzt,  die  Summe  des  1.,  1. 
und  2.,  1.,  2....  und  m.  Gliedes  der  Reihe  liefert,  das 
Bummatorische  Glied  oder  die  Summen formel  der 
Reihe  genannt.  Manchmal  bezeichnet  man  auch  das  Sum- 
menglied einer  Reihe,  deren  allgemeines  Glied  =a»  ist, 
durch  2J{an)- 

§.  225.  Kann  man  sich  bei  Berechnung  der  Summe 
Sn  =  ai  -höE2  +  . ..+««•+  einer  unendlichen  Reihe,  dem 
wahren  Werthe  um  so  mehr  nähern,  je  grösser  man  n 
nimmt,  d.  i.  je  mehr  Glieder  man  beibehält,  und  kann  da- 
durch überhaupt  jede  beliebige  Annäherung  an  den  wahren 
Werth  herbeigeführt  werden;  so  sagt  man  die  Reihe  con- 
vergire  oder  sei  summirbar;  im  entgegengesetzten 
Falle  heisst  sie  divergent,  in  manchen  Fällen  auch  un- 
bestimmt.    Oder  mit  anderen  Worten :   gibt  es   eine  be- 
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stimmte  endliche  Grenze  G  (§.  132),  welcher  sich  S»,  bei 
dem  unendlichen  Wachsen  von  n,  ohne  Ende  nähert;  so  ist 
die  Reihe  convergent,  im  Gegentheile  aber  divergent 

§.  226.  L'ässt  sich  jedes  Glied  einer  Reihe  durch  meh- 
rere der  vorhergehenden  Glieder  nach  einem  und  demselben 
Gresetze  herleiten;  so  wird  die  Reihe  eine  wiederholende 
oder  recurrirende  genannt 

§•  227.  Aufgabe.  Aus  dem  summatorischen  Gliede 
einer  Reihe  das  allgemeine  Glied  imd  die  Reihe  selbst  zu 
finden. 

Aufl.  Da  man  offenbar  das  n*  Glied  einer  Reihe  er- 
hält,  indem  man  von  der  Summe  der  ersten  n,  jene  der  er- 
sten n  —  1  Glieder  abzieht ;  so  hat  man  o^  =  aSw  —  Sn-i. 
Aus  diesem  allgemeinen  Glied  erhält  man  femer  die  Reihe 
selbst  9  indem  man  nach  und  nach  n  =  1,  2,  3, . . .  setzt. 

Ist  E.  R  Sn^        7"  n     Q —     ^*"  gegebene  Simunenglied,   so  ist 

1   •   3  .   S 

Sn--\  «  ^ — ,    \       ' — ' ,  und  daher 
1.2.3 

n  (n  +  1)  (»  4-  2)  —  (n  —  1)  n  (»  +  1)  n  (n  +  1) 

1.2.3  1.2 

du  allgemeine  Glied,    folglich    (indem  man  n »» 1,  2,   3,...  setzt)   die 

Beihe:  l,  8,  6,  10,  15,... 

§.  228.  Zusatz.  Aus  dieser  Ableitung  des  allgemei- 
nen Gliedes  aus  dem  summatorischen ,  folgt  unmittelbar, 
dass,  wenn  das  summatorische  Glied  einer  Reihe  die  Form 
S»  =  An  +  J9n'  +  •••"}-  Pn^^^  hat ,  sofort  das  allgemeine 
Glied  von  der  Form  ist :   a»  =  a  -f"  ^w  4"  •  •  •  -^pf^* 
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Arithmetische  Reihen. 


a)   D  i  f  f  e  renzen-Reihen. 

Erklärungen. 

§.  229.  Zieht  man  in  der  Reihe  Oj,  o,,  o,,  .  •  .  a«, 
On^x  • .  •  jedes  Glied  von  seinem  nächstfolgenden  ab ;  so 
heisst  jeder  solche  Unterschied  die  Differenz  des  abge- 
zogenen Gliedes,  und  wird  dadurch  bezeichnet,  dass  man 
diesem  Gliede  das  Differenzzeichen  jd,  welchem  man  noch 
der  folgenden  Differenzen  wegen,  den  Ordnungsexponen- 
ten 1  beifügt  und  dann  erste  Differenz  nennt,  vorsetzt. 
Es  ist  nämlich  a,  —  a^  =  jd^c^  ,  a,  —  a,  =  jJ^a^  >  •  •  • 
OiH-i  —  a«  =  -^*an. 

§.  230.  Verfahrt  man  in  der  auf  diese  Weise  entste- 
henden ersten  Differenzreihe  -^'Oj,  -^^^o^, ...  j^*a«, 
^^Ofi^-i . . .  wie  in  der  vorigen;  so  erhält  man  die  Diffe- 
renzen der  ersten,  also  die  zweiten  Differenzen  der  ur- 
sprünglichen Reihe.  Es  ist  nämlich:  ^^o,  —  z/'o^  == 
jJ^(^\)  =  J^c^  u.  s.  w.  ^^Of^i  —  ^*a,»  =  ^"a». 

Auf  diese  Weise  erhält  man  die  zweite  Differenz- 
reihe -^'oj,  -^"o,, . . . /i*an, . . .  aus  welcher  nach  dersel- 
ben Verfahrungsart  die  dritten  Differenzen  abgeleitet  wer- 
den u.  8.  w. 

§.  2S1.  Sind  die  ersten  Differenzen  einer  Reihe,  d.  i. 
jd^a^y  -^*a,, ...  einander  gleich;  so  heisst  die  Reihe  eine 
arithmetische,  und  zwar  der  ersten  Ordnung.  Eben 
so  wird  die  Reihe  eine  arithmetische  fter  2.,  3., . . .  m.  Ord- 
nung genannt,  wenn  beziehungsweise  erst  die  2.,  3.,  ...m« 
Differenzen  derselben  einander  gleich  sind. 

§.  232.  Aufgabe.  Eine  beliebige  Differenz  irgend 
eines  Gliedes  der  gegebenen  Keihe  0^,  a,,...  d.  i.  ^"»o,, 
zu  bestimmen. 
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Auflösung.    Zufolge  des  §.  229  ist 

jd^On  =  On^l  —  O,»  =  (—  1)*  (ö»  "^  «H-O* 

Nach  §.  230:  ^"on  =  -^^aiM-i  —  ^*a«  =  an+2 — ««+1  — 

(a^l  —  an)  =  (—  1)*  (On  —  iOn+l  +  Ön-f-^)- 

Weiters :     ^'o«  =  J^On+i  —  ^^an=^  ^' f'n-i-2  —  -^* a*+i 

—  (^»^,+1  —  ^^On)  =  [^*an+2  —  2^»an+l  + -^'««] 

=  a«+3  —  (h^i  —  2(an+2  —  öi»+i)  +  ö»H-i  —  ^ 

=  (—  1)'  (on  —  3a„+i  +  3a,H-2  —  «M-a)  u.  s.  w. 
Setzt  man  nach  diesem  Gesetze 

80  findet  man  leicht  durch  höhere  Induction  (I.,  194]  die 
allgemeine  Giltigkeit  dieses  Gesetzes  für  jede  ganze  posi- 
tive Zahl  m.  Zugleich  lassen  sich  auch  aus  dem  Gange 
dieser  Entwickelung  die  nach  dem  nämlichen  Gesetze  ge- 
bildeten Ausdrücke  für  d^Ony  durch  die  m  —  1.  oder  m  —  2. 
Differenzen  u.  s.  w.  ausgedrückt ,  ersehen. 

§.  233.  Aufgabe.  Das  allgemeine  Glied  o»  einer  Keihe 
Oj,  o,,  a,  . . .  durch  das  1.  Glied  a^  und  durch  die  Diffe- 
renzen von  a^  auszudrücken. 

Auflösung.     Aus   den   Entwickelungen   des   vorigen 
Paragraphes  folgt  unmittelbar: 
a^=^a^  +-^^«i>  [wegen  ^^a^  =  o,  —  o^], 

[wegen  -^^Oj  =^*a,  —  ^^<h] 
=  01  +2^X  +-^*«i> 

=  a2+2^X+^'«a 

[wegen  ^'oi  =  ^*a,  —  -^^aj 
=  Oj  +  S/i^Oi  -h  3^" Ol  4-  -^'«i  «•  ß-  w. 
Man  hat  also  allgemein  nach  diesem  Gesetze: 

«-  =  '^+(''T')^'«.  +  ("T')^*«i+-..  +  -^'«,  (IT) 

wobei  ebenfalls  wieder  die  allgemeine  Giltigkeit  für  jeden 
ganzen  positiven  Werth  von  n  leicht  nachgewiesen  werden 
kann   [I.,  196].    Aus  dem  befolgten   Gange  der  Entwicke- 
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lung  ist  zugleich  zu  ersehen»  nach  welchem  Gesetze  stu- 
fenweise On  durch  On^if  dann  011^2  u.  s.  w.  ausgedrückt 
werden  könne. 

§.  234.  Aufgabe.  Das  summatorische  Glied  Sn  der 
Keihe  o^ ,  0^9  a,, . . .  zu  finden. 

Auflösung.    Nach  §.  224  folgt  S^  =0^9 
82  =  0.1  -h<^  =  «i+<*i  +-^^01  =  2«!  +  ^^<h    [vorig.    §.], 

[vorig.  §.] 
=  3ai  '\-ijd^a^  +-^*ai,  u.  s.  w. 

Setzt  man  allgemein  nach  diesem  Gesetze: 

'S-  =  (l)'^+(2)^'«l+(3)^'«l+...+^*«l         (HI) 

SO  findet  man  wieder  [I.,  197]  ganz  leicht  durch  höhere  In- 
duction,  dass  diese  Formel  fiir  jeden  ganzen  positiven  Werth 
von  n  giltig  sei. 

§.  285.  Zusatz  1.  Die  Formeln  (II)  und  (III)  er- 
strecken  sich  offenbar  nur  dann  bis  zum  angegebenen  letz- 
ten Gliede  ^^^^a^  ,  wenn  die  Reihe  a|,  o,,...  eine  arith- 
metische ,  wenigstens  der  n  —  1.  Ordnung  ist  Ist  sie  da- 
gegen bloss  von  der  m,  Ordnung,  so  brechen  diese  Formeln 
von  selbst  bei  dem  Gliede  mit  z/^o^  ab.  Daraus  folgt  auch, 
dass  für  eine  solche  Reihe  die  m-\-\  ersten  Glieder  gegeben 
sein  müssen. 

§.236.  Zusatz  2.  Aus  den  Formeln  (IT)  und  (lEI) 
folgt  unmittelbar,  dass  für  eine  arithmetische  Reihe  der  m. 
Ordnung  das  allgemeine  und  summatorische  Glied  beziehungs- 
weise die  Form  haben:  an'=^a']rhn'\-  cn*  -|-  . .  •  -f- pn"*  und 
Sn  =  An  +  Bn^  +  On^  +  . . .  +i^~+*  (vergl.  §.  228).  Zu- 
gleich ergeben  sich  auch  noch  nachstehende  Sätze; 

1.  Die  tn.  Potenzen  der  natürlichen  Zahlen,  i  i.  l"»,  2*, 
3"* ,  .  .  .  bilden  eine  arithmetische  R^ihe  der  m.  Ordnung. 

2.  Eine  Reihe  derselben  Ordnung  bilden  auch  die  tn.  Po- 
tenzen der  Glieder  der  R.  a,  a-\-  dy  a-\-  2rf,  ,  .  . 

3.  Überhaupt  bilden   die  m.  Potenzen  der  Glieder  einer 
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arithmetiachen  Reihe  der  r.  Ordnung  eine  arithmetische 
Reihe  der  wir.  Ordnung. 

4.  Werden  die  gleichnamigen  Glieder  mehrerer  arithme- 
tischen Reihen  durch  Addition  oder  Subtraction  mit 
einander  verbunden,  so  entsteht  eine  arithmetische  Reihe, 
deren  Ordnungsexponent  dem  höchsten  der  verbunde- 
nen Reihen  gleich  kommt. 

5.  Werden  dagegen  die  correspondirenden  Glieder  dieser 
Reihen  mit  einander  multiplicirt,  so  entsteht  eine  arith- 
metische Reihe^  deren  Ordnungsexponent  gleich  ist  der 
Summe  aus  jenen  der  einzelnen  Reihen« 

Beispiel  1.  Um  &a  die  Reihe  2,  4,  9,  17,  28,  .  .  •  welche,  da 
die  erste  Differenzreihe:  2,  5,  8,  11  .  *  .  und  die  zweite:  3,  3,  3  .  .  * 
ist,  sofort  eine  arithmetische  Reihe  der  zweiten  Ordnung  bildet,  das  all- 
gemeine und  summatorische  Glied  zu  finden,  hat  man ,  wegen  a^  =»  2, 
z/'a^  =  2,  -d^Oj  —  3,  J^a^  =  z/'a,  =...=»  0,  nach  Form  II,  §.  233 : 

a,  =  2  +  (n-^l)2  +  i(n^l)(n^2)=    ^»'-^»^\ 
und  nach  Form  III,  §.  234: 

^^^1.2^  1.2.3  2 

Benützt  man  die  in  §.  236  für  on  und  /Sn  angegebene  Form,  so  las« 
sen  sich  diese  beiden  Formeln  auch  auf  folgende  Weise  finden.  Da  die 
Torliegende  Reihe  eine  arithmetische  der  zweiten  Ordnung  ist,  so  setze 
man  ttn  ==  a -^  bn '\- cn* ,  wo  a,  b,  c  zu  bestimmen  sind.  NiHomt  man 
daher,  um  die  hiezu  nöthigen  drei  Gleichungen  zu  erhalten,  successive 
n=l,  2,  3,  wodurch  o»  beziehungsweise  =2,  4,  9  sein  muss;  so  er^ 
hält  man: 

2  =  a+6  +  c,  4  =  a  +  26  +  4c,  9  =  a  +  36  +  9c, 
nnd  aus  diesen  drei  Gleichungen:  ac=3,  b  =  —  ^,   c  =  f,  so  wie  end* 
lieh  damit  aus  der  vorigen  Gleicliuug  für  an,  wie  zuvor: 

Oft   = ^ 

Femer  erh&lt  man  aus  der  hier  anzunehmenden  Gleichung  S»  =  An 

-}-  Bn^  4"  ^''^  »    wieder  für  »  =  1 ,   2 ,   3 ,   wofür   Sn  beziehungsweise  die 

Werthe  2,  2  +  4  =  6,  6  +  9=15  erhält,   die  drei  Gleichungen:  2  =  A 

+  Ä  -H  C,    6  =  24  -f  45  +  8C,     lb  =  SÄ-\-9B  +  27C,     und    daran« 

A  =  2,  B  =  — »iy  6'=^-,  also,  wenn  man  diese  Werthe  sabstituirt,  wie 

vorhin: 

^        4n  — • »'  +  »3 

Beispiel  2.  Um  die  Summenformcl  lUr  die  Reihe  1",  2',  3'...»' 
zu  finden  ,    hat  man  a,  =  1,  J*a^  =  7,  z/'a^  =  12,  J^a^  -=»  6    (alle    fol- 
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genden  Diffbren'/en  smd  Nnll),  und  daher,  nach  Form  (III),  §.  234,  und 
nach  einer  einfachen  Bednction: 

iSn  «« • 


b)   Summen-Reihen. 

Erklärungen. 

§.  2ST.  Bildet  man  aus  der  Grundreihe  1,  dy  d,  d^ . . . 
wo  d  waB  immer  für  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  kann, 
die  Glieder  einer  Reihe  dadurch,  dass  man  nach  und  nach 
1,  2,  3.»»  Glieder  derselben  addirt;  verfährt  man  hierauf 
in  der  entstehenden  Reihe  auf  die  nämliche  Art,  dann  in 
der  dadurch  gebildeten  Reihe  wieder  so  u.  s.  f.;  so  erhält 
man  beziehungsweise  arithmetische  Reihen  der  1,2,  3 .  • . 
Ordnung,  welche  Summen  reihen  heissen,  und  sich  von 
den  Differenzenreihen  nur  durch  die  Art  der  Entstehung 
unterscheiden.  Man  erhält  nämlich  dadurch: 
1,  d,  dy  d,  , , ,  Grundreihe, 
(a)    1,    1  +  d,    14- 2d,    l+3d,..» 

arithmetische  Reihe  der  ersten  Ordnung, 
(P)    1,   2-fd,   3  +  3d,    4  +  6d, ... 

arithmetische  Reihe  der  zweiten  Ordnung, 
(y)    1,    3  +  d,    6  +  4d,10  +  10df,... 

arithmetische  Reihe  der  dritten  Ordnung 
u.  8.  w. 

§.  2S8*  Von  diesen  so  gebildeten  Reihen  heisst  jene 
(ß),  welche  der  zweiten  Ordnung  ist,  auch  Reihe  der  Po- 
lygonal- oder  Viel  eck  zahlen,  und  zwar  insbesondere 
für  d=l,  wodurch  die  Reihe  1,  3,  6,  10,...  entsteht,  der 
Dreieck-  oder  Trigonal zahlen;  für  d  =  2,  wodurch 
die  Reihe  1,  4,  9,  16,  ...  entsteht,  der  Quadrat-  oder 
Tetragonalzahlen;  für  (2  =  3,  wodurch  die  Reihe  1,  5, 
12>  22,...  entsteht,  der  Fünfeck-  oder  Pentagonal- 
zahlen  u.  s.  w. ;  weil  sich  z.  B.  eben  so  viele  materielle 
Puncte,  als  die  Glieder  dieser  Reihen  Einheiten  haben,  be- 
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ziehungsweise  in  regelmässige  Dreiecke,  Vierecke,  Fünfecke 
u.  )9.  w.  ordnen  lassen. 

§.  289.  Aus  einem  ähnlichen  Grunde  wird  die  Reihe 
(y),  welche  sofort  von  der  dritten  Ordnung  ist,  Reihe  der 
Pyramidal  zahlen,  und  zwar  beziehungsweise  fiird  =  l, 
2,  3, . .  •  der  drei-,  vier-,  fiinfseitigen  Pyramidalzahlen  u.  s.  w. 
genannt« 

§.  240.  Ueberhaupt  nennt  man  diese  Summenreihen 
auch  figurirte  Zahlenreihen,  und  zwar  beziehungs- 
weise der  1.,  2«,  3.  . .  •  Ordnung. 

Die  Polygonalzahlen. 

§  241.  Die  Reihe  der  Polygonalzahlen  ist  nach  dem 
§.  238 :  1,  2  +  (i,  3  -f-  3d,  4  +  6dy . . , ;  man  erhält  also  dar 
fiir  wegen  ci  =1,  ^^a,  =  1  +d,  /J^ai  =d  (die  übrigen 
Differenzen  sind  Null)  nach  §.  233:  0«  =  ^  [rfn'+ (2  —  d)n] 
und  §.234:  S,=  J  [c?^^ +  3n*  +  (3  — d)«]. 

Für  d=^m  —  2  erhält  man  (§.  238)  die  m  Eckzahlen, 
also  dafür  nach  den  vorigen  Ausdrücken: 

1,  w,  3m  —  3,  ßm  —  8, . . .  o«  =  ^  [(w  —  2)  n"  —  (m  —  4)n] 
und  Sn=i  [(m  —  2)  n»  +  3w»  —  (m  —  5)  n], 

so  wie  endlich  wieder  daraus  ganz  einfach,  für  m  =  3,  4, 
5,  .  .  .  die  Reihen,  allgemeinen  und  summatorischen  Glieder 
der  3,  4,  5,  .  .  .  Eckzahlen. 

Die  Pyramidalzahlen. 

§.  242.  Die  Reihe  der  Pyramidalzahlen  ist  (§.  239): 
1,  3  +  ^>  6  +  M  10  +  lOd,  »  .  ,  und  wegen  a,  =  1,  ^^a,  =  2 
4-  dy  jd^ax  =  1  4"  2<i,  ^^a^  =  d ,  dafür  das  allgemeine  und 
summatorische  Glied  (§§.  233  und  234) : 

S,  =  -,V(4~d)n  +  ^^(12-d)n^+TV(2+d)n«+^Tdn*. 

Für  d^=m  —  2  erhält  man  die  betreffenden  Ausdrücke 
für  die  m  seitigen  Pyrami da] zahlen ,  und  zwar  die  Reihe: 
1,  m  +  1,  4m  —  2,  10m — 10,  .  .  .  das  allgemeine  und  sum- 
matorische Glied: 
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a,  =  ^(5~m)7l.  +  ln«-f-i(m-2)n^ 
S^  =  tV  (6^-  m)  n  +^f  (14-m)n»4-T^mn3  +^(m— 2)».*, 

woraus  man  wieder  ganz  einfach ,  indem  man  m^^3,  4, 
5,  .  *  .  setzt,  die  Reilien,  allgemeinen  und  summatorischen 
GliedeiC  der  3,  4,  5,  •  .  .  seitigen  Pjramidalzahlen  erhält. 

Die  fignrirten  Zahlen  überhaupt. 

§.  243.  AuB  den  vorhergehenden  Paragraphen  erhält 
man  fbr  die  auf  einander  folgenden  Reihen  der  figorirten 
Zahlen  (§.  240)  ganz  leicht : 

1+1  +  1  +  1  +  . ..  +  l=n, 

1+2  +  3+4  +  .. .+n=in(n  +  l)  =  «, 

1  +  3  +  6+10+...  +  *=  ^n(n  +  l)(n  +  2)  =  5', 

1+4+10+20+.. .+*=^^n(n  +  l)(n  +  2)(n  +  3)=*", 

* 

.1-1      m(m+\)      ,  ,       n(»4-l)...(n  +  »i-^2) 

l+»  +  -i-7^ +•'•+     \    .    2    .    .     .     M-l 

n  («  +  1)  . . .  (n  +  m  —  1)    ^v 

1    .   2      .     .      .      m  ' 

An  merk.  Die  im  zweiten  Capitol  dieses  Abschnittes  bei  her  Mnltipli- 
cation  der  Fnnctionsreihen  angeführten  Zahlen-  oder  Verifications- 
reihen  sind  also,  wie  man  sieht,  die  hier  aufgestellten  fignrirten  Zah- 
lenreihen. 


c)    Potenz-Reihen. 

§.  244.  Obschon  eich  die  Snmme  der  Reihe  !•*  +  2" 
+  3*»  +  . . .  +  n~,  als  (§.  236,  1)  eine  arithmetische  Reihe 
der  m  Ordnung,  nach  der  allgemeinen  Summenformel  (III), 
§.  234,  immer  leicht  bestimmen  lässt ;  so  fahrt  doch  die  be- 
sondere Ableitung  der  hieher  gehörigen  Summenformel  £(n^) 
(§.  224)  zu  einem  bemerkenswerthen  Ergebniss. 

*)  Anf  gleiche  Weise  kann  man  statt  der  Beihe  l  -(-  1  +  i  -[-  .  . .  eine 
der  folgenden  :  1+2  +  2+...,  1+3  +  3  +  .. .  etc.  1  4-  <f  -|-  </  _}- 
. . .  T.um  Grande  legen  nnd  daraus  mit  den  obigen  ähnliche  Reihen 
ableiten. 


IM 

§.245.  Setzt  man  nämlich  (§.236)  2;(n«»),  d.  i. 

(1)  1"»-|- 2«+ . . +n*»=  t, ww+l  +  tjTi«  +  t^nm— 1  + . . -f  t,»-f-iw., 
und    schreibt  in   dieser  Gleichung  n  +  1  statt  n ;   so  erhält 
man,   wenn  von  der  neu  entstehenden  Gleichung  diese  hier 
abgezogen  wird; 
(n  +  1)*=  ti  [(n+  IM-I  — n^l]  +ta  [(n  +  1)~  —  n"»)  +  •.. 

+  tm-|-i  [(n  +  1)  — n], 
oder,  wenn  man  entwickelt  und  nach  n  ordnet: 

=t.("tv+[t.("t')+t.(:)]n™~. 

[t.(-t>t.(;)+t.(-7')]n-^=»-f... 

+  [t,  +t,  +  t,+...+tm+l]. 

Da  aber  die  Coefficienten  t| ,  t, » .  *  •  von  n  unabhängig 
sind;  so  hat  man  nach  dem  Satze  der  unbestimmten  Coef- 
ficienten :    ^m  +  1)  t]  =  1,       T"    2    *'  +  tn  tj  =  m, 

(m+l)m(m— 1)  ^  wt(w  — l)    ^      i    /«,         iw    in(m— 1) 

1  Im 

u.  8.  w.,  und  daraus:  t,  = -j^^jy-,  t2  =  -2-,t3  =y2~>    U  =  0, 

_  m(m->-l)  (»1-2)  _  0  11   g   f 

Mit  diesen  Werthen  erhält  man  endlich  aus  der  obigen 
Gleichung  (1) : 

(2)27(n«)=^+in»+i.i(7)n'»-»-^.i(;)«'»-» 

+  1^4(5)«"-' -etc. 

Anmerk.  1.  Die  in  dieser  Entwickelnng  vorkommenden  Zahlen  ^,  ^\^ 
Vt'  sV  ®^c.,  mittelst  welcher  man  in  dieselbe  ein  einfaches  Gesetz 
hineinbringt,  heissen  Bern onlli sehe  Zahlen  p[.,  212]. 

Anmerk.  2.  Mit  Hilfe  dieser  Snmmenfbrmel  £(n^')  lassen  sich  auch 
Beihen  snmmiren,  deren  allgemeine  Glieder  die  Form  A  -^  Bn  -{"  On* 
-f*  • . .  besitsen.  Denn  w&re  i.  B.  a»  «•  ^  4"  ■^'*  "f*  ^'^*  ^'^^  allge- 
meine Glied  einer  Reihe,  so  w&ren  ihre  Glieder:  a^  ^^  A -\' B -\-  G, 
o,  «^  ^  +  2^  4-  2»C\  a^^A-^SB-j-  3*6'  u.  s.  w.,  also  ihre  Summe: 
«i  +  «s  +  «i  +  -»'4-«f»  —  n-4  +  i?  (14-2  +  .. .  +  n) 

+  C'(l>  +  2»  +  ...  +  n»), 
oder  wegen  n  «•  £(n^)  (weil  nftmlich  Z(n*)  =-l-f-l-h...4-l— ii 


i»t),  14-2  +  ...4-II  — 2;(ii')  und  P  +  2*-(-...+n"  — irCn«), 
auch :  ^(a»)  «- i?(^n»+ J3n  4- C««)— ^  2;(n*)-f^ -£(i«)  +  C2:(«*); 
woraus  zugleich  noch  folgt,  dass  die  Summe  eines  Ansdmckes  von 
dieser  Form,  nämlich  £ (An*^ '■\- Bn -{- Cn^^  aus  der  Summe  eines 
jeden  einzelnen  Gliedes  besteht,  and  die  constanten  Factoren  vor 
das  Summenzeichen  £  zu  setzen  sind. 
Beispiele.  Setzt  man  in  dieser  Formel  (2)  nach  und  nach  m—  1,  2,  S, 
...  so  erhält  man: 

-^  W  — TTä — '^^^  '  —  1  .2     . — ä~'^*^ 4 — 

n«  8.  w« 

Besondere  Anwendung  der  Differenzen-Beihen. 

§.  246.  So  wie  (§.236)  aus  af^^  oder,  allgemeiner  noch, 
aus  Aa"^  eine  arithmetische  Reihe  der  m.  Ordnung  entsteht, 
wenn  man  nach  und  nach  a  =  af  a  +  c?,  a  +  2c?  u.  s.  w. 
setzt ,  d.  i.  ^  nach  einer  arithmetischen  Beihe  der  ersten 
Ordnung  wachsen  lässt;  eben  so  entstehen  unter  derselben 
Voraussetzung  aus  Baf^  Cx^  .  •  .  arithmetische  Reihen  der 
n.,  p,  u,  s.  w.  Ordnung.  Ist  nun  y  =  Äaf*  +  S^  +  Ca^-^-..., 
und  a  eine  in  arithmetischer  Progression  zunehmende  Grosse ; 
so  wird  dabei 9  wenn  m  der  grösste  Exponent  von  ä  ist,  y 
nach  einer  arithmetischen  Reihe  der  m  Ordnung  zunehmen; 
es  werden  nämlich,  da  die  von  den  Reihen  JBaf^ ,  Ci^.  .  •  • 
niedrigerer  Ordnung  herrührenden  Diflferenzen  schon  früher 
Null  werden,  die  m^**  Differenzen  constant  und  gerade  so 
sein,  als  ob  blos  j/  =  Aa"^  wäre. 

§.  24T  Diese  Eigenschaft,  verbunden  mit  dem  Um- 
stände, dass  die  Differenzreihen  sehr  leicht  zu  bilden  sind, 
lässt  sich  in  der  Anwendung,  und  ganz  vorzüglich  bei  Be- 
rechnung von  Tafeln  aller  Art,  mit  dem  grOssten  Vortheile 
benützen.  —  Wollte  man  z.  B.  eine  Tafel  der  Kreisflächen 
für  die  um  die  beständige  Differenz  von  \  Zoll  zunehmen- 
den Durchmesser,  von  \  Zoll  angefangen  bis  100  Zoll  hin- 
auf, berechnen;  so  müsste  man  auf  gewöhnliche  Art  in  der 
Formel  y=^\7ca;^f  wo  a  den  Kreisdurchmesser  bezeichnet, 
400  Substitutionen  vornehmen.  Dagegen  wird  man,  da  die 
auf  einander  folgenden  Werthe  von  y,  nach  dem  im  vorigen 
§.  Bemerkten,  eine  arithmetische  Reihe  der  zweiten  Ordnung 
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bilden  9  nur  die  drei  ersten  Werthe  von  y  nach  dieser  For- 
mel, daraus  durch  Subtraction  die  zwei  ersten  Glieder  der 
ersten  Differenzreihe ,  und  endlich  daraus  wieder  das  erste, 
aber  constante  Glied  der  zweiten  Differenzreihe  bestimmen ; 
setzt  man  diese  aus  lauter  gleichen  Gliedern  bestehende 
Reihe  nach  Belieben  fort^  und  sucht  nun  umgekehrt  durch 
wiederholtes  Summiren  die  weitem  Glieder  der  ersten  Diffe- 
renzreihe,  so  wie  damit  jene  der  ursprünglichen  Reihe;  so 
hat  man  sofort  die  gesuchten  auf  einander  folgenden  Werthe 
von  y  gefunden. 

Legt  man,  wenn  die  Kreisflächen  bis  auf  yier  DecimalsteUen  ver- 
langt werden,  nm  ganz  sicher  zn  gehen,  die  Bechnang  anf  sechs  Deci- 
malsteUen an;  so  hat  man  zuerst,  nach  der  obigen  Formel,  ftlr  x-»^,  \ 
und  i  beziehungsweise:  y» '049087,  '196349  und  *441786.  Hieraus 
folgen  '147262,  '245437  als  die  beiden  ersten  Glieder  der  ersten,  und  dar- 
aus '098175  als  das  beständige  Glied  der  zweiten  Differenzreihe A<äS8t 
man  also  den  Decimalpnnct  weg,  und  schreibt  nur  die  bedeutenden  Zif- 
fern an,  mit  dem  Vorbehalte,  dass  man  zuletzt  wieder  6  Ziffern  als  De- 
dmalstellen  abschneidet,  so  stellt  sich  die  Bechnung  auf  folgende  Art: 

98175,  98175,  98175,  98175,  98175,...  erste  Differenzreihe, 
147262,  245437,  343612,  441787,  539962,  638137,.*.  zweite  Differenz. 

reihe, 
49087,  196349,  441786,  785398,1227186,1767147,  2405284, ..« gesachte 

Beihe. 

Schneidet  man  also,  wie  gesagt,  überall  6  Ziffern  als  D^simalen  ab, 
behilt  aber  blose  (mit  gehöriger  Ck)rrectar)  4  davon  bei;  so  erhält  man 
als  Anfang  der  verlangten  Tabelle  folgendes  Bruchstack: 


Durchm. 

Kreisfl. 

DurchnL 

Breisfl. 

Durchm. 

Ereigfl. 

i 

•0491 

»i 

1-2272 

s* 

3-9761 

i 

•1963 

H 

1-7671 

9* 

4^9087 

* 

•4418 

1» 

2  4053 

H 

5-9396 

1 

•7854 

3 

3-1416 

s 

7*0686 

Da  ftbrigens    ein  Bechnungsfehler  allen  folgenden  Werthen   mitge- 
theilt  wOrde ,   so   muss  man  sich  von  der  Bichtigkeit  der  Bechnung  da- 
durch überzeugen ,    dass   man  von  Zeit  zu  Zeit  eine  dieser   gefundenen 
Zahlen  oder  Flächen  auch  direct  nach  der  obigen  Formel  berechnet  und 
nachsieht,  ob  damit  die  correspondirende  in'  der  Beihe  übereinstimme. 
Auf  dieselbe  Weise  würde  man,  um  nach  der  Formel 
Ji  —  •0*6617381  t  —  •0&81653  <*  +  'O'lSl  «« 
Bwf't  Coinp«ndiiun  d.  höh.  Math.  11 


im 

eine  Tafel  fOr  die  Dicfatigkeifeen  des  Wassers  bei  den  TemperatarsgnideD 
r  =  1,  2,  3 .  •  •  bis  80^  zu  berechnen,  am  einfachsten ,  da  die  auf  einan- 
der folgenden  Werthe  von  Jt  dadnrch  eine  arithmetische  Beihe  der  drit- 
ten Ordnung  bilden,  bloss  die  vier  ersten  Werthe  nach  der  Formel  be- 
rechnen, daraus  durch  successiyes  Abziehen  die  drei  ersten  Glieder  der 
ersten,  die  zwei  ersten  Glieder  der  zweiten,  und  das  beständige  Glied  der 
dritten  Differenzreihe  suchen,  and  endlich  damit  wieder  durch  das  umge- 
kehrte Verfahren  oder  wiederholte  Summiren  die  zweite ,  erste  und  ur- 
sprangliche  oder  gesuchte  Beihe  beliebig  fortsetzen.  [I*,  219.] 

Interpolation  der  Beihen* 

§.  248.  Erklärung.  Eine  Reihe  interpoliren  faeisst 
zwischen  je  zwei  Gliedern  derselben  eine  gegebene  Anzahl 
von  Gliedern  dergestalt  einschalten,  dass  dadurch  wieder 
eine  Beihe  derselben  Gattung  und  Ordnung  entsteht. 

m 

§.  249.  Um  diese  Aufgabe  f)ir  die  arithmetischen 
Beihen  zu  losen,  bemerke  man  zuerst,  dass,  wenn  von  einer 
beliebigen  Stelle  angefangen,  die  Glieder  der  zu  interpoli- 
renden  Reihe  durch  a»,  a»+i,  an-\^ u.  s.w.  bezeichnet  werden,  die 
auf  einander  folgenden,  zwischen  o»  und  Of^i  einzuschalten- 
den r  —  1  Glieder  sodann  durch  a^i^    «..  ^  ^  •  •  • «    •  »^^^ 

r  r  '      r 

bezeichnet  werden  müssen;  weil  dadurch  das  nächstfolgende, 
wie  es  sein  soll,  die  Bezeichnung  «„  i   £_  =  öh-i-i  erhüt 

*     r 

§•  250.  Nun  hat  man  nach  Form  IL ,  {.  233 ,  wo  man 
sich  bloss  On  in  at^n-i)  aufgelösst  denken  darf: 

und  da  dieser  Ausdruck  nicht  nur  für  ganze,  sondern  auch  für 
gebrochene  Werthe  von  m  gilt  [I.,221];  so  setze  man,  wie 
es  zufolge  der  angeführten  Bezeichnung  fOr  die  einzuschal- 
tenden Glieder  nöthig  ist,  m  =  — .     Dadurch  erhält  man, 

wenn  man  einrichtet  und  noch  bemerkt,  dass  beim  Gebrauche 
immer  u<:v  bleiben  kann,  für  die  gesuchte  Interpola- 
tionsformel: 


Diese  Fonnel  bricht  wieder  mit  dem  m  +  !♦  Gliede  ab, 
wenn  die  zu  interpoUrende  arithmetische  Beihe  Ton  der  m. 
Ordnung  ist. 

Beispiel  1.  Um  zwischen  je  zwei  Glieder  der  arithmetiAcheii 
Beihe  Eweitcr  Ordnung:  1,  16|  49,  100,  .  .  .  zwei  neue  Glieder  im  obi- 
gen Sinne  einzuschalten,  hat  man  für  die  Interpolirung  zwischen  1  und 
16  sofort:  an  =»  1,  «»4-1=  16,  ^'on  =  15  ,  J*{in=  18  (die  übrigen  Dif. 
ferenzen  =  0) ,  v  «^  3  und  nach  und  nach  v  =  1  und  =  2 ,  mithin  nach 
der  vorigen  Formel  (IV): 

a«-f  J  =  1  +  J .  15  ~  J .  18  =  4  und 
a«^.  J  =  1  +  } .  15  —  4 .  18  —  9. 
Für  die  beiden   folgenden    einzuschaltenden  Glieder   wird   a»=16, 
an-\-l  =■  49  ,  d^an=  88  und  J*€tn  =  18;    also  wieder 
a,^|.4  =  164-J. 33  — 4.18  =  25  und 
an^  }  «»  16  4-  }  •  33  —  4  •  18  »«>  36  u.  8,  w. 
Die  interpolirte  Reihe  ist  sonach:  1,  4,  9,  16,  25,  36,  49  .  .  .,  also 
in  der  That ,    wie  die  gegebene ,    eine  arithmetische  Beihe  der   zweiten 
Ordnung. 

Beispiel  2«  Dta  man  sich  bei  physikalischen  und  naturwissen- 
schaftlichen Gegenständen  überhaupt  häufig  mit  dem  grOssten  Nutzen 
der  Interpolations-Methode  auch  bei  solchen  Folgen  von  durch  mühsame 
Bechnung  oder  gewöhnlicher  durch  Beobachtung  gefundener  Grössen  be- 
dient, welche  keine  genauen  arithmetischen  Beihen,  jedoch  so  beschafifen 
sind,  dass  man  sie,  ohne  die  gestattete  Fehlergrenze  zu  überschreiten, 
als  solche  ansehen  kann;  so  wollen  wir  setzen,  es  seien  füoc  die  Elastici- 
tftt  des  Wasserdampfes  bei  den  Temperatursgraden  1,  3,  5,  7  .  .  •  aus 
Versuchen  der  Beihe  nach  die  Zahlen:  *1422,  *1741,  '2122,  '2571,  '3101, 
'3721  u.  s.  w.  gefunden  worden,  und  man  wolle  die  den  Temperaturs- 
graden 2,  4,  6,  .  .  .  entsprechenden  Zahlen  durch  Interpolation  ableiten. 
Für  diesen  Fall  findet  man,  wenn  man  die  Differenzen  sucht,  '0319, 
-0361,  '0449,  0580,  '0620,  '0724,  »  .  .  als  erste,  '0062,  '0068,  *0081, 
•0090,  '0104,  ...  als  aweite,  '0006,  '0013,  '0009,  '0014,  .  •  .  als  dritte 
Diiferenzreihe  u.  s.  w.  Lässt  man  nun  die  nur  wenig  mehr  von  einander 
verschiedenen  dritten  Differenzen  als  einander  gleich  gelten,  und  nimmtdaftbr 
in  dieser  Gegend  die  Mittelzahl  '0012;  so  erhält  man,  nach  der  obigen 
Formel  (IV),  wegen  t>  =  2 : 

♦1422-1-4  X  *0819  —  4  X  0062  +tV  X  '0012  =-  '1576  und 
•1741  4-  i  X  '0381  —  4  X  '0068  +  iV  X  '0012  =  '1924. 

Eben  so  findet  man  weiters:  '2337,  '2825  u.  s.  w.,  welche  Zahlen 
auch   in    der  That  mit  jenen   durch  wirkliche  Beobachtung   gefundenen 

11* 
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recht  gut  übereinstimmen. —  Ist  man  in  der  Reihe  weiter  gekommen,  so 
kann  man  die  fiOr  die  constante  dritte  Differenz  genommene  Biittelzahl 
so  ändern,  dass  sie  wieder  mehr  mit  der  in  dieser  Glegead  wirklich  herr- 
schenden dritten  Differenz  übereinstimmt» 

Beispiel  8.  Es  sei  endlich  mit  Hilfe  einer  Tafel,  welche  die 
Briggischen  Logarithmen  aller  Zahlen  Ton  1  bis  1200  anf  10  Deeimal- 
stellen  enthält,  2o^  114885  auf  eben  so  viele  Stellen  zn  berechnen. 

Da  in  diesem  Logarithmensjsteme  die  Aufgabe  gelOst  ist,  sobald 
man  die  Mantisse  fOr  2o^  1148*85  gefanden  hat,  welche  sofort  zwischen 
den  Mantissen  von  2o^  1148  und  2o^  1149  liegt;  so  ergibt  sich  daftlr  fol- 
gendes Verfahren: 

Man  findet  in  der  erwähnten  Tafel  ftr  die  liOgarithmen  der  Zahlen 
1148,  1149,  1150  etc.  der  Beihe  nach:  '0599418881,  -0603200287, 
-0606978404,  '0610753236,  '0614524791  u.  s*  w.,  und  daraus  durch  wie- 
derholtes Abziehen,  fOur  die  ersten  Glieder  der  ersten,  zweiten  und  drit- 
ten DifPerenzreihe,  bei  der  man  föglich  (da  sie  *0U,  -0*8,  *0*4,  ...  ist) 
stehen  bleiben  kann,  beziehungsweise:  -0^3781406 ,  —  '0*3289  und  -0*4. 
Denkt  man  sich  nun  in  der  ursprünglichen  Reihe  zwischen  den  beiden 
ersten  Gliedern  99  Glieder  eingeschaltet,  wodurch  in  der  obigen  Formel 
vaiioo  wird,  und  davon  das  SSste  genommen,  wodurch  u  »■  35  wird; 
so  erhält  man,  an=*0599  •  .  .  (»/b^ll48)  gesetzt,  sofort: 
o»  +  '35  =  '0599  . . .  +  '35  X  '03378  . . . 

85X65  _^   ^t:!Ln!f^    X  •0*4  =  -0600742747, 

^      20000      ^  "^       6000000        ^  ' 

wobei  also,  nur  bis  auf  10  Decimalstellen  gerechnet,  die  dritte  DifiereiiB 
keinen  Einfluss  mehr  hat    Es  ist  sonach 

fo^  114885  —  5*0600742747  *). 


Sechstes  Capitel. 

Von  den   vorzüglichsten   Umwandlungen   der  Func- 
tionen einer  Variablen. 

§.  251,  Erklärung.  Eine  Function  umwandeln,  lieiBst 
dieselbe  ohne  Veränderung  ihres  Werthes  auf  eine  andere 
Form  bringen ;  dabei  behält  man  entweder  die  nämliche  ver- 


♦)  Über  das  allgemeine  Interpolati ons- Problem,  so  wie  ftber  die  New- 
ton'sche  und  Lagrange'sche  Interpolations -Formeln:  I.,  2S6  — »82. 


änderliche  Grösse  bei,  oder  substituirt  dafür  eine  neue,  die 
mit  ihr  in  einer  bekannten  Beziehung  steht. 

Die  wichtigsten  Umwandlungen  der  erstem  Art  sind: 
1.  Zerlegung  rationaler  ganzer  Functionen  in  einfache  oder 
quadratische  Factoren.  IL  Zerlegung  rationaler  gebroche- 
ner Functionen  in  Partialbrüche,  und  lH.  Entwickelung  der 
Functionen  in  unendliche  Reihen. 

I.  Zerlegung  rationaler  ganzer  Functionen  in 

Factoren. 

§.252.  Jede  ganze  rationale  Function  einer  Variablen 
hat  die  Form  i/  =  A-\-JBa-\-  Ca*  +  •  •  •  5  Beizt  man  diese 
gleich  Null  und  sucht  nach  Capitel  IV  die  Wurzeln  a,  /3, 
/i  .  .  der  entstehenden  Gleichung,  so  hat  man  (§.  162) : 

t/  =  {a  —  a)(a  —  ß)(x^y)  .  .  . 
Da  die  Wurzeln  sowohl  reell ,  wie  auch  imaginär ,  und  im 
erstem  Falle  gebrochen  sein  können;  so  haben  die  reellen 
einfachen  Factoren  die  Forma  —  ba,  und  die  quadratischen, 
welche  von  ein  paar  conjugirten  imaginären  Wurzeln  her- 
rühren, jene :  a-\- ba  -\-  cx^ 

Ware  z.  B.  ^  a«  36  ^*  43*  —  20jr*  +  ^**  ~~  ^**  "*  Factoren  xa  ler- 
I^n,  so  würde  man  ans  der  Gleichong 

—  Jy  — ar<^-iar3  +  JJ^x"-|-  7a:--6  — 0 
die  Wuraeln  x  =  },  —4,  1  ±K— 5,  mithin 

-iy -(' -*)(*•+-*)  (*-l-K- 5)  (*- 1+^-6) 
oder 

y  «  (2  ^  8x)  (3  +  2x)  (6  --  2r  -J-  x») 
erhalten. 

n.  Zerlegung  rationaler  gebrochener  Functionen 

in  Partialbrüche. 

§.  25S.  Da  sich  jede  unecht  gebrochene  Function  im- 
mer in  eine  ganze  und  eine  echt  gebrochene  Function  auf- 
lösen läset,  80  können  wir  bei  den  folgenden  Entwicklungen 
immer  echt  gebrochene  Fimctionen  voraussetzen. 

So  serfiUlt  z.  B.  die  unecht  gebrochene  Function 

^  1  +  X  — ■  5x^  +  6x' 
^  "*       2  +  8x  —  2x* 
dnrch  die  Dirigion,   bei    welcher  man  zuTor  Z&hler  und   Nenner  nach 
fallenden  Potenzen  von  x  geordnet  hat,   fn^die  2  Thelle: 


1<M 

5*4-18r 
— ^  (2  +  Sa:)  als  ganze ,  und       ,   J — ^  als   echt  gebrochene  Func- 
tion (entere  kann  sich  auch  auf  eine  constante  GrOsse  rednctren). 

§.  254.    Um  die  echt  gebrochene  Fttnction 

Z        «1  -f-  *i*  +  •••"!"  otnar*— 1 

in  Partialbrüche  zn  zerlegen ,  muBS  man  zuerst  den  Nenner 
N  nach  §.  252  in  seine  einfachen  Factoren  auflösen.  Je 
nach  Verschiedenheit  dieser  Factoren  aber  sind  nachstehende, 
in  den  nächst  folgenden  §§.  erörterten  Fälle  möglich. 

A.    Die  einfachen  Factoren  des   Nenners  N  sind 

sämmtlich  ungleich  und  dabei 

a)  reelL 

§.  255.  Sind  in  diesem  Falle  Oj  —  b^Xj  a^  —  b^Xy  • .  • 
a^  —  b^a  die  nach  §•  252  gefundenen  Factoren  von  N;  so 
setze  man 


N        Ol  —  b^x        a,  —  b^x  on  —  bnx* 

befreie  diese  Gleichung  durch  Multiplication  mit  N  von  den 
Brüchen,  ordne  Alles  nach  Potenzen  von  a^  und  bestimme 
endlich  nach  dem  Satze  der  unbestimmten  Coefficienten, 
welcher  hiern  Gleichungen  liefert,  die  unbekannten  Coef- 
ficienten,  A^^,  A^^ ,  ..An» 

1.    So    ist    z.    B.    ftir    die    gehrochene    Function =    sofort 

1  — z" 

N=  1  —  x"  ™  (1  -|-  a:)  (1  — •  x) ;  man  setze  also 

1— X*       l-fx^l— x' 
80  eiiiftlt  man 

l«^,(l-x)  +  ^{l+x)   oder    l^(A,+A,)+(A^^Ä,yx, 

und   daraus   Äi-^-Ä^^l    und   A^^-A^  «» 0 ,    demnach   A^'^^  und 
A^  =  i.    Man  hat  daher,  diese  Werthe  suhstituirt: 


1— x«       2(l-|-x)^2(l— x)* 

2  -f-  4x  «^  x' 

2.    Für    die    gebrochene    Function -^- — -— hat    man 

8  —  x-^  ox*——  4x 

N^  (1  +  x)  (3  +  2x)  (1  —  2x),  also 


lOT 

2  +  4x  —  X*  =r  (8^,  +  A,  -i-  3-4.)  -{-  (—  4^,  —  ^,  +  5^)  x 

+  (— 4^^  —  Äiä.  +  2^,)  xM 

aus  dieser  identischen  Gleichung  folgt:  S^li -f- ^, -|- 3^,  =  2 ,  —  4^, 
—  -^a  4"  ^-^  =^  **»  —  *-^i  ^^  2-4,  +  2^,  =  —  1  und  daraus:  -4,  ««  —  1, 
^2  =  V  *^<^  -^t^^t)  ^^»  ^^s  °^^  °^^  diesen  Werthen  endlich  hat: 

3  —  X  —  8x*  —  4x3  "*  1  +  X  "*"  8  (3  +  2x)  "■   8  (1  —  2x)' 

§.  256.  Da  die  Coefificienten  A^y  A^y...  von  ^  ganz 
unabhängig  sind,  und  demnach  bei  was  immer  für  einem 
Werthe  von  a  bestimmt  werden  dürfen ;  so  kann  man  ein- 
fiu^her  und  bequemer  aus  der  Gleichung 

Z=  A^  (oa  —  \x)  (o,  —  l^x) . .  +  ^j  (oi  —  \x)  (o,  —  h^x) . ., 

in  derem  2.  Theile  also  in  jedem  Gliede  einer  der  Binomial- 
factoren  (im  1.  Glied  der  Nenner  zu  A^y  im  2.  jener  zu 
A^  u.  s.  w.)  nicht  vorkommt,  ohne  die  Multiplication  zu 
yerrichten,  die  Zähler  A^y  ^, ,...  bestimmen,  indem  man 
nach  und  nach  f&r  x  jene  Werthe  setzt,  für  welche  die  zu- 
gehörigen Nenner  Oj  —  \xy  a^  —  b^Xy,».  Null  werden.  — 
So  erhält  man  im  vorigen  Beispiele  aus  der  Gleichung 

2-^40:  — x^  =  Ai{3-\'2x){l—2x)'\-A^(l  +  x){l  —  2x) 

unmittelbar  für  «  =  —  1  (wofhr  l+a?  =  0):  — 3  =  3^i, 
und  daraus  ^i  =  —  1;  für  «  =  —  i  (aus  3  +  2«  =  0)  : 
—  V=  — 2^2»  daraus  4,  =  V;'üra?  =  i  (aus  1—2^  =  0): 
V*  =  6-^8»  ^^^  -^t  =  h  wie  oben. 

Sollte  einer  der  Z&hler,  %,  B.  ^m  =  0,  gefunden  werden;   so  w&re 

diess  ein  Beweis,   dass  sich  der  Brach  -r=  durch  den  Factor  am  —  bmx 

N 

abkürzen  Iftsst. 

6)    G&nzlich   oder   zum   Theile   imaginär» 

§.  25T.  In  diesem  Falle  bilde  man  aus  jedem  Paar 
conjugirter  imaginärer  einfacher  Factoren  den  reellen  qua- 
dratischen, welcher  sofort  die  Form  a-^-bx  -\-  cx^  hat,  und 
nehme  diesen  zum  Nenner  eines  der  Partialbrttche ,  welchem 
man  aber  einen  Zähler  von  der  Form  A-\-  Bx  gibt. 


Um  I.    B.  den    Bruch    — ,    ,   ^ --t-t — ;   in   Partialbrftch«    in 

zerlegen,  hat  man 

A'«(ar^l)(x  — 2  +  V^-l)(x  — 2— K— l)-(x--l)(6— 4x+x«). 

Man  setze  also  -zr^  = ^  -f — s — 4 — r^ »  ■<>  »olgt  daran« 

iV       X  —  1        X  — -  4x  -f-  5 

Z  =  ^ ,  ( 5  —  4x  +  X  *)  +  (^  +  Äx)  (x  —  1 )  , 

nnd  ans  dieser  Gleichung,  wenn  man,  anstatt  nach  der  allgemeinen 
Begel  zn  yerfahren  (d.  i.  die  Multiplication  zu  yerrichten,  nach  x  za 
ordnen  n.  s.  w.) ,  das  im  vorigen  §.  Bemerkte  berftcksichtiget ,  Ar 
X  «—  1  (aus  X  —  1  =»  0)  :  1  «-  2-4, ,  und  daraus  Ä^  =-  i»  Wird  dieser 
Werth  in  der  vorigen  Gleichung  substituirt  und  diese  reducirt,  so  er. 
hält  man:  — i4-2x  — 4x"  =  (^  +  Bx)  (x— 1),  oder  durch  x  — 1 
dividirt  (es  muss  nftmlich  auch  der  1.  Theil  der  Gleichung,  wie  es 
der  S.  ist ,  durch  x  •—  1  theilbar  sein ,  weil  A  und  B  ganze  Func- 
tionen von  X  sein  mUssen)  auch:  ^^-^4x  =  i4-f- jBx.     Es  ist  also: 

—  x'  1  ,  1  — »X 


—  6-f-9x^5x"  +  x'       2(x— 1)   '    2  (x»  —  4x -i- 6)' 

J?.    Der  Nenner  N  enthält  such  gleiche  Factoren* 

§.  258.  Sei  in  diesem  Falle  N=  S(a  — ba)"^,  wo  S 
in  Bezug  auf  a  von  der  n  —  m*^  Ordnung  sein ,  un  J  den 
Factor  a — ba  nicht  weiter  enthalten  soll.  Man  setze  zur 
Bestimmung  der  aus  den  gleichen  Factoren  entspringenden 
Partialbrüche 


N       S    '    (a  — 6x)*»»        (a— 6x)*»-l     '    "*    "^a— 6x* 

schaffe  die  Nenner  durch  Multiplication  mit  A^  weg  und 
ordne  nach  a;  so  erhält  man  wieder  durch  Gleichsetzung 
der   gleichnamigen    Coefficienten  n   Gleichungen,    davon   m 

zur  Bestimmung  von  JSj ,  j5,  , .  . .  jB«  ,  und  n  —  m  zur  Be- 

P 
Stimmung  der  Zähler  A^j  ^^ , . . .  ^«-m  ^  die  aus  ~   ent- 
stehenden Partialbrüche  dienen. 

3  —  2x  4-  4x' 

So    findet    man    für   die    Brnchfunction   — r— ; — ; — !— sofort 

X*  -|-  x3  —  X»  —  X 

JV=  X  (x  —  1)  (x  +  1)*  ;   man  setze  daher 

iV       X  "'"x— l"'"(x+l)a"*"x-f  r 
Aus  dieser  Gleichung  folgt 


1C9 

I 

+  Ä,x(x— l)(x+  1) 
oder 

8  — S*  -H  4x»  —  — -4^  +  (—-^1  +  -4,  —  5,-5,)  ar 

+  (^.  +  24,  +  ÄJ  X»  +  (A,  +A,  +  J5.)  X», 
und  daranfl: 

-4, 8,   — 4.+^  — B,-Ä, 2,    4,  +  24,  +  jB,  =  4, 

80  wie  endlich  ans  diesen  Gleichnngen :    Ag=s=  —  3 ,   A^'^i,   ^i  «-^  |, 
B^  —  j-.    Man  hat  daher 

S  —  2x  +  4x»  8    ,  5  ,  9  ,  7 


X* 


+  x3  — x"  — X  X  "'"4(x— ;)  "'■2.(x4-l)»'^4(x+  1)' 


§.  250.  Auch  hier  läset  sich  das  im  §.  256  hinsicht- 
lich der  bequemeren  Berechnung  der  Zähler  Bemerkte  be- 
nutzen,  wie  wir  sogleich  ohne  weitere  Erklärung  an  dem 
eben  behandelten  Beispiele  nachweisen  wollen. 

Aas  der  obigen  Gleicbang  (a)  folgt  (wenn  man  nAmlich  den  zu 
Ä^  gehörigen  Kenner  gleich  Kall  setzt)  für  x»->0:  3  =  —  A^ ,  nnd 
diuraas  A^^=  —  8;  flbr  x  =  l  (ans  x  —  i  «-  0) :  5  —  4A^  daraus  ^, »-} ; 
fibr  X  — — .1  [aus  (x+l)*  =  0]:  9  —  2B^  ,  daraus  B^  =  |;  diese 
WerAe  in  (a)  substituirt  und  die  Gleichung  redncirt  (um  B^  bestim- 
men so  können),  erh&It  man : 

Jx(x»— l)«5,x(x»— 1), 
folglich  ^,  a- 1 ;    Alles  wie  im  Torigen  §. 

Auf  dieselbe  Art  findet  man  auch  die  Fartialbrflche ,   wenn  der  sich 

wiederholende  Factor  ein  quadratischer  ist,    wie  s.  B.  bei  der  Function 

4t  ~—  7x'  *— *  2x^ 

■7- srr^ 7-.    Denn  setzt  man  hier 

(1  -H  x")'  (5  —  2x*) 

Z_A,-^B,x      A^Jj-B^x      A^  +  B.x  P 

N~~  (1  -f-x*)3  "*"  (l+x»)"  "^     1-1- x"     ■*"5  — 2x<' 

80  findet   man:   -4,=-},    -ßi  =- 3  ,    -4,  =  —  V,    jB,  —  J,    -4,  »- Vj^, 

£,  —  ^  1^  nnd  P  «  tV  (—  770  +  68x  +  476x*  —  44x*)  [I.  242  —  247]. 

m.    Entwicklung  der  Functionen  in  unend- 
liche Reihen. 

§.  260.  Hier  sollen  bloss  die  algebraischen  Func- 
tionen in  Betracht  kommen,  weil  wir  die  Auflösung  der 
transcendenten  Functionen  in  unendliche  Eeihen  in  spätem 
Capiteln  besonders  vortragen  werden,  und  zwar  haben  wir 
^  hier,   da   die   aus  irrationalen  Functionen  entstehenden 

m 

Reihen  in  der  Entwicklung   von   {a^-\- a^x -{- a^x^ -\- ..  J)^ 


enthalten 9  und  bereits  in  §.  120  abgehandelt  sind,  lediglich 
mit  jenen  Reihen  zu  thun,  die  aus  rationalen  gebro- 
chenen Functionen  entstehen. 

Recurrirende  oder  wiederkehrende  Reihen. 

§.  261.  Da  sich  nach  §'.  113 ,  c)  jede  rationale  gebro- 
chene Function  in  eine  unendliche  Reihe  von  der  Form 
A-{-JBa'\-Ca^'\-...  auflösen  lässty  so  setze  man  f&r  die 
erste  und  einfachste  Form  einer  solchen  Bruchfunction,  die 
wir  wieder  (§.  253)  als  echt  gebrochen  voraussetzen; 

— ^=^  +  t,^  +  t,a?*  +  ...  +  t„^  +  Wi^»^*  +  ---; 

80  erhält  man  durch  Multiplication  mit  dem  Nenner; 
Ai=Aai  +  (t^a^  +  AaJ  a  +  (t^Oj^  +  tiOj)  j?* +  •  • . 

+  (t»+i  Ol  +  Ua^)  ä"+*  +  •  •  •> 
mithin  (§.  112) 

Aoi  =  -4i,  t^di  +  Aa^  =  0,  tj Ol  +  tgC^  =  0  etc., 
und  aus  diesen  Gleichungen: 


«1  »1 


Wie  man  sieht,  wird  TOm  2«  angefangen,  jeder  fol- 
gende CoefBcient  gebildet,  indem  man  den  nächst  vorher- 
gehenden mit  dem  beständigen   Quotienten multipli- 

cirt;    die   entstehende  Reihe  ist  daher  (§.  226)  eine   wie- 
derkehrende  oder   recurrirende   (auch   r ü c k  1  a u- 

fende).   Der  Quotient ^  heisst  dabei  dieRelations- 

.         .        ".' 
scala,  welche  hier  Eingliederig  ist,  und  aus  welchem 

Grunde  auch  die  erzeugte  Reihe  eine  recurrirende   der  e  r- 

sten  Ordnung  genannt  wird. 

A  n  m  e  r  k.  Man  wird  von  selbst  die  Bemerkimg  machen ,  dass  das 
Gesetz  der  Bildung  der  Coefiieienten  (welches  hier,  wo  der  Z&hlcr 
der  gegebenen  Bruchfunction  nur  ein  Gb'ed  hat,  vom  2.  angefangen 
gilt)  schon  in  der  einzigen  Oleichnng  flir  tn+l  enthalten  ist,  also 
die  vorausgehenden  Relationen  von  t|,  t,  n.  s.  w.   gana   überflüssig 

sind.    Da  man  ferner  anch  das  1.  Glied   der  Reihe  — -  immer   als 

»1 
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bekannt,  gleich  hinficbreiben  kann ;  so  wird  das  einfachste  und  kfür- 
zeste  Yerfkhren,  eine  solche  Bruchfanction  in  eine  recurrirende 
Reihe  ao&ulösen,  folgendes,  durch  nachstehende»  Beispiel  erläuter- 
tes, sein. 

2 

Fttr  die  Bmchfnnctiion  z s.  B.  setze  man 

1  — X 

—  2  +  . . .  +  U  a?»  -H  tiH-l  xH-l  +  . . . ; 


1  —X 

so  erhält  man  durch  Wegschaffong  des  Nenners : 

2  =-  2  -h  .. .  -I-  (t«+l  —  t«)  a:«+l  -f  •  •  -t 
und    daraus:   tn-f-i  —  tn»»0    oder   tn-fl  => tn,    welche   Relation    das 
Yom  2.  Glied  angefangen  geltende  Bildnngsgesetz   der   Coelficientcn 
(nämlich,    dass  jeder   folgende  CoefiGcient  seinem  nächst  vorherge- 
henden gleich  ist)  enthält,  so,  dass  man  also  hat: 

7-^=  2  +  Üx  +  2x^  +  2x*  +  ... 

1  —  X 

§.    262.    Um    die    zunächst   auf  die  vorige  Form  fol- 

Ä  ^  A  X 

gende  Bruehfunction  ~ r  auf  die.  einfachste   Art 

in  eine  recurrirende  Reihe  aufzulösen ,  setze  man,  in  Ge- 
mässheit  der  vorigen  Anmerkung,  da  der  Zähler  sich  bis  x 
erstreckt  und  der  Nenner  aus  3  Gliedern  besteht: 

A,  -\-  Am  X  A, 

+  fc,^»  +  t„-|-i  ^«+1  +  W'ia:"+'^  +  .  .  , 

SO  erhält  man: 

/  A       \ 

und  daraus : 

tj  Oj  +  ~ö»  =  ^29  •  •  •  tii+a ^  +  Wi  öj  +  ti  ö,  =  0 , 
also  für  das  im  3.  Glied  anfangende  Gesetz  der  Bildung: 

tn+2  = -tn+l Ui 

nach  welchem,  wenn  aus  der  1.  Gleichung  t^  bestimmt  ist, 
^2  9   ^s '  *  *  *  leicht  gefunden  werden.    Da  hier  die  Relations- 

scala zweigliederig  ist,    so   heisst  die  entste- 

hende  Reihe  eine  recurrirende  der  zweiten  Ordnung. 


m 


60  hat  man  ftr  die  Bnichfiinctioii  — :r-; ; — ;»  diei« 


2  +  r  +  r' 

gesetzt ,  wenn  man  mit  dem  Nenner  multiplicirt : 

1  —  2*  =  1  +  (-.2t,  — i)a?  +  . .  +  (— ÄfcH-»  +  tM-1  +  U)x»+»  +  .. 

und  darana 

—  2ti»4.2+tiH-l  +  t»— 0,    also    t*+s  =  i(t»+l  +  i«), 

d.  h.  Tom  3.  angefimgen,  ist  jeder  folgende  Coeffident  gleich  der  hal- 
ben Summe  der  beiden  n&chflt  vorhergehenden;  mithin  ist  endlich  die 
Beihe  selbst: 

1  —  2ar 


—  2  +  a?  +  «* 


-i  +  i*  +  ix»  +  TVa^*  +  A'*  +  .-. 


So    findet    man     fllr     die     Brucbfunction     r— r— r r— i>     diese 


§.   263.    Auf  die   nämliche   Art   erhält   man    aus    der 

Function   — -^ ? r-? r  eine   recurrirende  Seihe   der 

dritten  Ordnung ;  die  Scala  ist  dreigliedrig,  und  das  Ge- 
setz der  Bildung  der  Cocfficienten  fängt,  wenn  nicht  etwa 
A^=0  ist ,  erst  im  4.  Gliede  der  Reihe  an. 

a  — 2j?  +  jc« 

1  +  2jp—  2ar 

—  3+  t.ar  -f  t,x»  +  . .  +  Ut^  +  t«+lxM-l+  t«+2»H-2  +  t«+Sx'+3  +  .- 
gesetzt,  (weil  sich  nftmlich  der  Z&hler  bis  x>  erstreckt ,  and  der  Nen- 
ner, das  fehlende  mit  gez&hlt,  aus  4  Gliedern  besteht)  nnd  den  Nenner 
weggeschafft :  tj  -|-  6  —  —  2,  t,  +  2ti  —  1, . . .  tn-|-«  +  2t»-|-S  —  2t,  —  0, 
also  ti  —  —  8,  t,  =  17  und  (als  Gesetz  der  Bildung)  tiH-»=2(U  —  U+l) 
(die  dreigliedrige  Belationsscala  ist :  —  2  -f-  0  -f*  2) ,  so ,  dass  also  Tom 
4.  angefangen,  jeder  folgende  Coefficient  gleich  ist  der  zweifachen 
Differenz  ans  dem  dritt-  und  n&chst  Torhergehenden  Coefftcienten.  Man 
hat  daher  endb'ch: 

,^r/'"^o^t  —  3  —  8 X  4-  1 7x*  —  28 X«  +  40x*  —  46x»  +  . . . 
1  +  2  X  —  2.t'  ' 

§.  264.  Ohne  diese  Entwicklungen  noch  weiter  fort- 
zusetzen, ist  es  ersichtlich,  dass  man  auf  dieselbe  Weise 
aus  der  gebrochenen  Function 

die  recurrirende  Reihe  der  n.  Ordnxmg  entwickeln  kann. 

§.  265.  Ist  umgekehrt  die  recurrirende  Reihe  t,  + 1, « 
+  ^B^*  +  -'-  nebst  dem  G^etze  ihrer  Bildung,  z.  B. 


its 

B  C 

W2  =  -j  U^\  —  2 

R  C 

oder  der  Relationsscala gegeben ;  so  lässt  sich  dazu 

die  gebrochene  oder  erzeugende  Function  sehr  leicht 
finden.  Denn  aus  der  gegebenen  Kelation  folgt  Atn^^  — 
Bt,^i-\-Ctn^==Of  und  daraus  unmittelbar  (mit  Rücksicht 
auf  die  das  Bildungsgesetz  darstellende  Relation  und  den 
Nenner  der  Bruchfunction  in  §.  262)  der  Nenner  der  ge- 
suchten Function :  A  —  Bx-^Cx^.  Setzt  man  daher,  unter 
der  steten  Voraussetzung ,    dass   die  Function  echt  gebro- 

chen  sei,  — — ^-- — *        =  tj  +  ta^?  +  •  •  •  gleich  der  gegebe- 

A  —•  Bx  -y-  Cx 

nen  Reihe;  so  geben,  nachdem  der  Nenner  weggeschafft 
worden,  die  beiden  ersten  aus  der  Yergleichung  der  gleich- 
namigen Coefficienten  entstehenden  Gleichungen  die  Werthe 
Ton  A^  und  A^, 

Es  sei  z.  B.  —  i  -|-  J  '  +  i  *'  "h  •  •  •  ^'®  rccnir.  Reihe  und  tn  + 1 

— .^(tii-|-i-|-tii)  ihr  Gesetz  der  Bildung,  so  ist,  wegen  2ti»-f.s  —  t»»-f-i  —  t» 

•—  0 ,  sofort  8  — *  X  — « x^  der  Kenner  der  erzeugenden  Function.     Setzt 

A  A-A  X 
man  d&ber     '    '^ — ^  «*  —  -H"  i  *  4"  •  •  •    Oj^^^ö™  man  nur  zwei  Glieder 

bedarf)  so  erb&lt  man  A^-^-  A^x^  —  1  ~h  (4  "i"  i)  '  +  •  •  •  >  ^^^  daraus 
^^  — i  —  1  und  ^2  a*  2 ;  die  gebrochene  Function  ist  demnach: 

—  l+2g  1—2* 

2-^z  — T*      — 2-|-*H-3f* 
(▼ergl.  §.  262,  Beispiel). 

§.  266.  Die  gebrochene  oder  erzeugende  Function  lässt 
sich  auch  noch  finden,  wenn  ausser  der  recurr.  Keihe  nur 
die  Form  der  Bruchfunction  oder  (bei  Voraussetzung  von 
echt  gebrochenen  Functionen)  die  Anzahl  der  Glieder  der 
Relationsscala  gegeben  ist ;  wie  wir  diess  sogleich  an  einem 
Beispiele  nachweisen  wollen. 

Weiss  man  s.  B.,  dass  die  Scala  der reeurr. Reihe --*i>-|~i'"Hi'' 

-{-  iV''"f'  •  •  zweigliederig  ist,  so  kann  man  daraus  schliessen,  dass 

A  4-^"  X 
die  erzengende  Function  Ton  der  Form  sei:  ,'         ,* =.   Setzt  man 

^  a^ +  aj  x-t-Osx' 

daher  diesen  Bruch  gleich  der  gegebenen  Beihe,  die  man  Kürze  halber 
immer  durch  t^ -|~  t^  ' -h ^s '*  "h  '  *  bezeichnen  kann,  und  bringt  den 
Nenner  weg;  so  erhält  man  nach  dem  Satze  der  unbestimmten  Coeffioien- 
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-|- 1,  o,  u.  8.  w.  Drftckt  man  alle  übrigen  Coefficienten  der  Bruchfnnc- 
tion  durch  a^  ans  (dnrch  welchen  Factor  sich  der  Bruch  am  Ende  ab- 
kürzen lässt),  80  bedarf  man  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  a,  und 
a^  des  Nenners ,  womit  man  am  besten  die  Rechnung  beginnt,  bloss  die 
beiden  letztem  Gleichungen,  welche,  wenn  man  für  t|,  t^i,  .  .  substituirt^ 
in  i  «1  +  i  öj  —  i  03  =  0  und  V'ff  «i  +  i  «a  +  i  «3  =  0  übergehen,  und 
sich  nach  den  bekannt4;n  Multiplications-Gcsetzen  zweier  Functionsreiheii 
immer  unmittelbar  hinschreiben  lassen.  Aus  diesen  beiden  Gldchungen 
erhilt  man  gane  einfach  durch  Elimination:  at*="~*lo(|f  ^a'^'-— i-<H» 
und  damit  aus  den  beiden  ersten  der  vorigen  Gleichungen:  A^  ==^  —  ^  a^ 
und  ^,  «»=  i  «1  —  i  <*!=*■  J  *i  ■}"  i  <*i  '^  ^1 »    folglich    ftlr   die    erzeugende 

-,^  —  i«i  +  «i^  j.  1—  2j: 

Function: r= — ^— ' — | r-,  d.  l  -—. ,     ',    ,  wie  un  von- 

gen  Paragraphe.  [I.,  255.] 

§.  26T.  Bilden  die  Coefficienten  einer  recurr.  Seihe  eine 
arithmetische  Keihe  irgend  einer  Ordnung,  ao  lässt  sich 
durch  eine  einfache  Transformation  die  erzeugende  Flmction 
auf  folgende  Art  finden. 

Es   sei    S  =  -4  4"  *!  ^  4- 1,  «^  -f- . . .  +  tn  ^   eine  solche 

Beihe;  man  setze  j?=  ^  ?  ^>  so  wird  (§.261) 

a=^z  —  AT*  +  ^'  —  ^*  +  •  •  > 
und  nach  §§.  118, 119  etc. : 

a^  =  z^  —  2z*+   3r*—    4?»+.., 

4?*  =  ;?*  —  Az^  +  lOz^  —  20z^  + .  .  u.  s.  w. 

Man   erhält  also    mit  diesen   Werthen    aus   der   gegebenen 
Reihe : 

S=i  + 1.  ^  +  (t,  -  U)z*+(t,  -  2t,  +  t,)z» 
oder  (§.  232) : 

vnd  da  aiu  der  dbea  angmommeaea  Beladon  2=?^- folgt, 
endlich : 

eine  Reihe ,   die  immer  abbricht ,    wenn ,    wie  vorausgesetzt 
wurde,  t^ ,  t, ,  ^ ,  .  .  eine  arithmetische  Reihe  bilden. 


1% 

1.  So  ist  z.  B.  ftbr  die  recurr.  Reihe  8  -f-  x  -f  2t*  -f  83r>4-  4jr*  -f  . . 
+  flT»+  . .    aofoTt  4  =  3,  tj  -=  1,  J\  «*  1 ,  -d't,  =  0,  ^\  =-  0  u.  8.  w., 

2,  Auf  gleiche  Weise  findet  man  Ar  die  recurr.  Reihe  1  +  ^-""^  +  1 S^' 
+  40T«4-85x*+156r«4-..wegen4«l,t,  =4,  /^*tj  «  ll,^*t,  =  14, 
/f*ti  =  6  (alle  folgenden  Differenzen  sind  Null)  sofort: 

• l  +  5r«        


S 


1— 4x  +  6x'— 4r*4-r*  ' 


§.  268.  Um  zu  untersuchen,  ob  eine  vorliegende  Reihe 
eine  recurrirende  sei,  und  in  diesem  Falle,  ohne  ein  sonsti- 
ges Bestimmungs stück ,  die  erzeugende  Function  zu  finden, 
dienen  folgende  Betrachtungen. 

§.  200.  Ist  die  recurrirende  Reihe  S  von  der  1.  Ord- 
nung, so  ist  der  Form  nach 

S  =  — TT »  daher  -R-= -^  + -T"-^» 

theilt  man  also  die  Einheit  durch  die  recurrirende  Reihe 
erster  Ordnung,  so  entsteht  ein  Quotient  von  der  Form 
p  +  qx. 

§.  210.  Ist  die  recurrirende  Reihe  von  der  2.  Ordnung, 
also  5  =  — X        J_^ — %j  80  folgt 

"ä— "IT""  ^Äf  *^  A\{A,+A,x)  ^' 

dabei  rOhrt  der  letzte  in  x^  multiplicirte  Bruch,  welcher, 
wie  man  sieht,  eine  recurrirende  Reihe  der  ersten  Ordnung 
erzeugt,  von  dem  Reste  S'  her,  welcher  geblieben  ist,  nach- 
dem man  im  Quotienten  bereits  zwei  Glieder  jt?  +  ya?  ge- 
funden hat*  Da  nun  auf  diese  Weise  -g-  =  />  +  J  *»  H — ä~^* 
und  -g-  eine  recurrirende  Reihe  der  ersten  Ordnung  ist;  so 

mu88  nach  dem  vorigen  §.  -^einenQuotienten  von  der  Form 
p  -f-^^  ohne  Rest  geben. 

§.  271.  Durch  Fortsetzung  dieser  Schlüsse  gelangt  man 
nun  zu  folgender  Regel:  Um  zu  untersuchen,  ob  die  Reihe 
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iS  =  t^  +  t,  Ä  "l-ta  «' +  . .  eine  recurrirende  sei,  theile 
man  die  Einheit  durch  diese  Reihe,  setze  aber  die  Division 
nur  so  weit  fort,  bis  man  im  Quotienten  zwei  Glieder, 
jp  +  54?  und  demnach  einen  Rest  S^a^^  wo  S'  wieder  die 
Form  fj  +^'2^  "I"  ^'3^'  "f"  '  •  besitzt,  erhalten  hat«  Hierauf 
theile  man  eben  so  S  durch  S^ ,  bis  man  im  Quotienten 
zwei  Glieder  f  -^q'x  und  den  Rest  S" x^ ^  wo  S'=t'\ 
+  t"jj  4?  -f- . .  ist,  erhalten  hat.  Unter  denselben  Bedingungen 
theile  man  femer  S  durch  S\  S'  durch  S"  u.  s.  w.  Gre- 
langt  man  durch  dieses  Verfahren  endlich  zu  einem  solchen 
zweigliederigen  Quotienten  ohne  Rest,  so  ist  S  eine  re- 
currirende Reihe,  und  zwar  von  der  m.  Ordnung,  wenn 
die  letzte  Division  der  Reihe  nach  die  m.  war.  Gesetzt,  es 
gehe  die  dritte  Division  auf,  so,  dass  man  hat: 


so   ist 


S 
■gr=p'  +  g'«4--^«*  und  ^  =  p"  + j"4r; 


und  endlich  der  Form  nach :  5  =  —  i  "r    i  ^  i-  -^  * —    ^ 

erzeugende  Function,    welche  sofort   eine  recurr.  Reihe 
der  dritten  Ordnung  liefert« 

So  ift  8.  B.  ftbp  Ä  — —  i  +  |x  +  ix«  +  T>y  x«-|-^x*-f-  ..  tofort 

■«  — -^-^fx,  ohne  Bett,   es   ist   also  die  gegebene  Beihe  eine  recurri- 
rende, nnd  zwar  der  zweiten  Ordnung.  Um  daf&r  die  erzengende  Fnne- 
tion  cn  finden,  hat  man 
S                5              1              «       «     I  5»*                2--X  — x" 


S        — l  +  2x'5  •— i-|-2x  — .1  +  2X 

1 2x 

endlich  Ä—  — --^ j — -,  (yergl.  Beispiel  im  §.262). 

—  2  -j-  x-|-  X 

Anmerk.  In  der  Anwendung  kann  es  Öfter  Tortheilhaft  sein,  Beihen, 
welche  keine  recnrrirenden  sind,  nfthemngsweise  dennoch  als  solche 
anzusehen  nnd  dazu  die  erzeugende  Function  zu  suchen.  Diese  wer- 
den (voransgesetst,  dass  sie  conrergiren)  der  Wahrheit  nm  so  nAher 


m 


kommen,  von  je  höherer  Ordnung  man  die  recnrr.  B.  annimmt.  [Die 
Entwickelung  des  allgemeinen  and  sammatorischen  Gliedes  findet 
man  I.,  261  —  266.] 


Siebentes  Capitel. 

Ueber  die  Umkehrung  der  Reihen. 
§.  2Y2.     Erklärung.    Eine  Reihe 

in  weicher  also  y  als  Function  von  a  erscheint,  umkehren, 
heisst  a  als  Function  von  y,  und  zwar  wieder  durch  eine 
nach  steigenden  Potenzen  von  y  fortschreitende  Reihe  dar- 
stellen. 

§.  273.     Um  nun  die  Reihe 

(1)  y  =  Aa  +  Bx^+Ca^+.., 
wobei  Aj  Bf  Cy  .  .  von  a  unabhängige  Coefficienten  sind, 
umsukehren,  nehme  man  für  a  die  unbestimmte  Reihe 
«=  tiy-f- t,y*  +  tsy* -f-. .  an,  bilde  daraus  die  in  (1)  vor- 
kommenden Potenzen  von  o?,  und  substituire  die  dadurch 
für  Xf  x\  x^y  .  .  entstehenden  Reihen  in(l);  so  erhält  man. 
Alles  nach  y  geordnet,  nach  dem  Satze  der  unbestimmten 
Coefficienten  die  zur  Bestimmung  von  ti,  t^,  ts,..  nöthigen 
Gleichungen. 

1.  Um  z.  B.  die  Reihe  y  —  x  -|-  **  +  *'  +  **4-  •  •  umzukehren,  setze 
man  x  —  t,y  + 1^*  +  t3y*  + . . ;  so  wird  (§§.  118  etc.)  x*  «  tf  y*  +  2t,  t^a 
+  (2t,t.+t?)i^*-f  .  ..,*«-t?y'  +  3t?t^*  +  .  .,  x4-tty4+  .  .  . 
n.  s.  w.,  also,  wenn  man  diese  Werthe  für  r,  x',  .  .  in  der  gegebenen 
Reihe  snbstitnirt  und  nach  y  ordnet: 

y  -  tiy  +  (t,  -f  t?)y»  +  (t,  +  2t.  t,  +  t?)  y* 
+  (t.  +  2t,t3  +  t:}+3t?t,  +  t})y*4..  .  . 

Ans  dieser  Gleichung  folgt  aber:  t,  — =  1 ;  tj  +  tf  —  0,  also  t, «.  —  i  • 
t.  +  2t,t,+t?-o,  also  t,«l;t4  +  2t,t3  4-t|-f  3t?t,  +  t}-0,  also 
t4  — — 1  Vi.  s.  w.  Die  gesachte  oder  umgekehrte  Reihe  ist  sonach: 
Jf  —  y  —  y'+y'^y*-f  •  •  •     (Uml  in  der  That,    die  für  y  gegebene 

Reihe  ist  eine  recurrirende,   woftlr  §.  265  y  ^^ die      ersengende 

Barf*t  Coiiip«Qdiom  d.  höh.  Math.  ^a 


na 


Fnncrion  Mt:  da  mm  duran»  X  »— 4^"  ^°'^<    '**   '*''    dieMn    letxtera 

I     J' 

Bruch  nach  §.  261  in   eine   recurrirende  Reihe  aufgelöst,   wieder: 

X— y— y*+y*— y*  +  ..) 

2.  Setzt  man,  um  die  Reihe  y  =  x-\ — - — —  -| 1-  ,  .  um- 

zukehren,  wieder  x  =  t^y  -f"  ^y*  "1"  *3y*  "h  •  • »  entwickelt  wie  im  vorigen 
Beispiele  die  Potenzen  von  x  und  snhstituirt  die  entstehenden  Werthe 
durch  y  ausgedrückt  in  die  gegebene  Reihe;  so  eifaftlt  man,  wenn  wieder 
nach  y  geordnet  und  der  mehr   erwähnte  Satz  der  unbestimmten  Coefli- 

cienten  angewendet  wird,  die  Relationen:  t,  =»  1;  t,-|--^ — ^tj=-0,alflo 
t, i;   t.  +  t.t.  +  Y^-3-t?=0,    daraiut    t.-l;    t.  +  t.^  +  it» 

+  i'i  tt  +  S — ä — Ä  '>  ■"  **•  *'*™"*  t,  —  —  i  n.  ».  w.,  demnach  fllr  di« 
umgekehrte  Reihe: 

3.  Laufen  die  Exponenten  von  x  in  der  gegebenen  Reihe  nach  den 
ungeraden  Zahlen  fort,  so  beobachten  die  Exponenten  von  y  in  der  um- 
gekehrten Reihe  wieder  dasselbe  Gesets.    Um  daher  die  Reihe 

X*  X* 


+ 


"  2.3*2.3.4.5 

umzukehren,  setze  man  x^  t|y  +  tjy*-}- t^y^^f««  •  (ninmit  man  auch 
die  Glieder  py*,  qy* ,  .  .  mit  in  die  Reihe  auf,  so  findet  man  znletn 
p».0,  9^0,  .  .),  entwickle  damit  o;',  x^,  .  .  und  substitnire  die  in  y 
ausgedrückten  Werthe  dieser  ungeraden  Potenzen  in  der  gegebenen  R.; 
so  erhält  man,  nachdem  Alles  nach  y  geordnet  worden,  aus  den  durch 
Vergleichung  der  gleichnamigen  Coefficienten  entstehenden  Gleichungen : 
t,  —  1 ,  t,  —  ^,  t,  —  T^,  t^  ■=  1^7  n.  s.  w. ,  mithin  fllr  die  umgekehrte 
Reihe  selbst: 

^'      2.3      '2.4.5~2.4.6.7'*' 


r 


4.  Eben  so  erhält  man  durch  Urokehrung  der  Reihe 

^■"^"^    3    "^  3.6  "^  3.5.7.3"^  8.5,7.9.3  "^" 
folgende  sehr  einfache  Reihe: 

Anmerkung.     Sind  allgemein  m,  m-\-n,  m'-f'^t    m4~9'>*  •  •  die  Expo- 

nenten  von  x  m  der  gegebenen  Reihe,    so  smd  — , , , 

m  m  m 

—^ etc.   die  auf  einander   folgenden  Exponenten   der  umgekehrten 

m 

Reihe  [I.,  271].     Hieraus  folgt  erstens,  dass  wenn  m  -•  1  hU  die  Expo- 
nenten der  umgekehrten  Reihe  nach  demselben  Gesetze,  wie  jene  der  ur- 
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•prlknglichen  Reihe    gebildet  sind,   und  zweitens,  dass  m  in  jedem  Falle 
von  Null-  Yerscbieden  sein  müsse. 

WAre  daher  die  Reihe  y  »-  ^  ^  ^  x  -}-  •  •  nmsukehren ,  so  müsste 
man  zuerst  A  transferiren,  d.  i.  y  ->-•  ^  =  «  setzen  und  die  Reibe  s  «■  Bx 
4-  Cx*  -\'  . ,  umkehren. 


Achtes  Capitel. 

Ueber  die  Convergenz  und  Divergenz  der 

unendlichen  Reihen* 

§.  2Y4.  Da  die  Anwendung  der  divergirenden  nume- 
rischen Reihen  in  der  Analysis  nur  zu  leicht  zu  LTthümem 
fbhren,  und  ganz  falsche  Resultate  veranlassen  kann  (mit 
solchen  Reihen  also  gar  nicht  gerechnet  werden  darf);  so 
ist  es  von  der  grössten  Wichtigkeit,  ein  allgemeines  Kenn- 
zeichen für  die  Con-  und  Divergenz  der  unendlichen  Rei- 
hen aufzufinden.  Da  femer  nach  §.  225  eine  unendliche 
Reihe  convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem  ihre  Summe 
eine  bestimmte  endliche  Grösse  oder  Unendlich  ist,  in  welch 
letzterem  Falle  sie  eigentlich  keine  Summe  hat;  so  wäre 
die  Frage  ob,  und  unter  welcher  Bedingung  eine  vorlie- 
gende Reihe  convergire,  äusserst  leicht  zu  beantworten, 
wenn  man  jede  Reihe  summiren  könnte  (in  welchem  Falle 
aber  auch  die  ganze  Frage  weit  weniger  wichtig  wäre). 

Um  z.  B.  die  Bedingungen  anzngeben,  unter  welchen  die  geome. 
trische  Reihe  a-^-  aq-i-  aq*  +  . .  +  «7**  +  . .  conveigirt,  hat  man  be- 
kanntlich Sn  =  '*^  -^a^a'-^afjl^ 

q^\  1— y 

Ist  nnn   \,  q>\  ^    so   wEclist  a^  mit  n  bis  ins  Unendliche,    also 
wird  (Ar  n  =  CO  auch  /SW  =  <x>» 

Ist  2.  9  =  1,  so  erscheint  Sn  unter  der  Form  f ;  es  ist  aber  offen- 
bar auch  in  diesem  Falle  die  Summe  Sn^^^a-^  a-\-  a-\- . ,  dieser  un- 
endlichen Reihe  =  <x>. 

Ist  endlich  3.  9  <:  1  *  so  nimmt  a^  unendh'ch  ab,  wenn  n  unend- 
lich wachst,  und  es  nfthert  sich  dabei  Sn  ohne  Ende  der  Grenze  — ^^, 

1  ^q 
a 

oder  es  wird  fftr  n  =  <v  sofort  Sn  = • 

1  —ff 

12» 
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Ans  dJeeen  Untersnchangen  folgt  also,  dass  eine  geometrisehe  im- 
endliche  Reihe  nur  dann  convergire,  wenn  der  Quotient  oder  Exponent 
derselbenf  ohne  Rücksicht  anf  das  Zeichen ,  kleiner  als  die  Einheit 
ist,  nnd  dass  diese  Reihe  in  allen  übrigen  Fftllen  direigire. 

§.  275.  Da  jedoch  die  SummiruDg  nur  in  den  wenig- 
sten Fällen  gelingt,  und  häufig  auch  dann  noch  sehr  schwie- 
rig ist;  so  muss  man  für  die  Convergenz  der  Reihen  an- 
dere,  von  dieser  Sumniirung  unabhängige  Kennzeichen  auf- 
zustellen trachten.  Die  Betrachtungen  der  folgenden  §§. 
sollen  uns  zu  solchen  verhelfen. 

§.  276.  Es  seien  c^y  o, , . .  o»  . .  die  Glieder  einer  un- 
endlichen Keihe»  die  wir  vorläufig  als  positiv  voraussetzen, 
und  Sn  ihre  Summe;  so  kann  man  setzen: 

wo  En  =  Oni-i  -f-  aiH-2  + . .  bis  ins  Unendliche,  die  Ergänzung 
der  Keihe  für  den  Zeiger  n  bezeichnet.  Diess  vorausge- 
setzt ,  wird  die  Reihe  offenbar  convergiren ,  wenn  bei  der 
unendlichen  Zunahme  von  n,  En  unendlich  abnimmt,  und 
für  n  =  oo  vollends  verschwindet ;  im  entgegengesetzten 
Falle  aber  divergiren. 

§.  277.  Besitzt  eine  unendliche  Reihe  durchaus  gleiche 
Glieder  a,  so  ist  ihre  Summe  na  für  n  =  oo,  wenn  auch  a 
eine  noch  so  kleine  endliche  Grösse  wäre,  Unendlich,  also 
die  Reihe  selbst  divergent.  Da  dieses  für  Reihen  mit 
wachsenden  Gliedern  noch  in  einem  höheren  Grade  der 
Fall  ist,  so  können  wir  unsere  Untersuchung  offenbar  auf 
Reihen  mit  abnehmenden  Gliedern,  d.  i.  auf  fallende 
Reihen  beschränken. 

§.  278.  Sind  aber  von  irgend  einer  Stelle  angefangen 
—,  - — ,  7 —  3  auf  einander  folgende  Glieder  einer  fallen- 
den  Reihe ,  also  in  -<  t«^.!  <  tt^2  und  überhaupt  t»  um  so 
grösser,  je  grösser  n  ist;  so  hat  man  -^ — ,  — 1_  ftir  2  auf 
einander  folgende  Quotienten,  welche  entstehen,  wenn  man 
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in   der  Reihe  jedes  folgende   Glied  durch  sein  unmittelbar 

vorhergehendes   dividirt,   und  — — ; —  für  die  Differenz 

dieser  beiden  Quotienten.  Man  sieht  aber  leicht,  dass  diese 
Differenz  bei  der  beständigen  Zunahme  von  n  fortwährend 
abnimmt  und  für  n  =  cx>  vollends  verschwindet,  weil  bei 
dieser  Zunahme  von  n  der  Nenner  dieses  Bruches  ebenfalls 
fortwährend  wächst,  während  sich  der  Zähler  zugleich  ohne  > 
Ende  der  Nulle  nähert. 

§.  270.    Es  seien  nun  für  unsere  obige  Reihe  a| ,  a, , . . 
a„  . . .    die    Quotienten    =  x    (oder    streng    genommen 

X  =  fim. )  und  =  o?  4-  o« ;    so  ist  nach  den  Bemer- 

kungen  der  beiden  vorigen  §§.  x<C.\  und  ot„  eine  Grösse, 
welche  unendlich  abnimmt,  während  n  unendlich  wächst. 
Aus  diesen  beiden  Quotienten  folgt: 

OfH-l  =  ö««   und    On^^  =  On+l  («  +  On)  =  OnOf  (x  +  ft„). 

Eben  so  ist  weiters : 

On^Z  =  Onr^'l  (a  +  Ofi+l)  =  «n«  («  "t"  «n)  (x  +  On-j-l), 

0^-4  =  a^+s  (a  +  a»-{-'^)  =  ^^  (*  +  a„)  (^  +  a„+i)  (^  +  «n+i) 

U.    8.    W. 

Es  ist  also,  diese  Werthe  oben  in  ^«  =  On+i  +  an-\-2 -\- . . 
substituirt : 

(m)      En  =  Onlx  -^  X  (X  +  OLn)  +  X  (X  +  On)  (X  -\-  On^-i) 

+  x(x  +  (Xn)(x-]-  a„-^i)  (ar  -f-  a„^'2)  +  .  .  ]  , 

oder  wenn  man  multiplicirt  und  die  Summe  der  unendlichen 
geometrischen  Reihe  a?  +  ar*  +  ^'  +  . .  =  aS  setzt : 

En=anS(l  +a„  -^xa^^x  +  ar^an+2-f  .. 

-|-  a„a„4.i  +  ;ra„a„4.'2  -f  . .  etc.). 

§,  280.     Da  dieser  Relation  wesentlich   die  Bedingung 
zn  Grunde  liegt,  dass  ^  <;  1,  nämlich  die  zu  untersuchende 

Reihe  fallend  sei;  so  ist  (§.  274)  S  = eine  endliche 

1   —  X 

Grösse ,    und   sonach   (da   ocn,  a„-|-t>  •  •  dabei   unendlich   ab- 
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nehmen)  On^  die  Grenze ,  welcher  sich  En  bei  der  unend- 
lichen Zunahme  von  n  ohne  Ende  nähert  [wa«  anch  aus  der 
Relation  (m)  ersichtlich  ist] :  nimmt  also  (§.  276)  diese  Grenze, 

nämlich  o» ,  bei  der  unendlichen  Zunahme  von  n  un- 

endlich  ab,  und  wird  dieser  Quotient  fhr  n=cx>  vollendB 
gleich  Null;  so  ist  die  betrefifende  Reihe  conyergent, 
im  entgegengesetzten  Falle  aber  divergent.  —  Da  es 
übrigens  dabei  gleichgiltig  ist,  ob  der  Quotient  x^  bei  wel- 
chem es  nur  auf  den  numerischen  Werth  ankömmt,  positiv 
oder  negativ  ist ;  so  gilt  dieser  Satz  auch  dann  noch,  wenn 
(wenigstens  von  irgend  einer  Stelle  angefangen)  in  der  Reihe 
ein  regelmässiger  Zeichenwechsel  Statt  findet« 

§.  281.  Das  eben  entwickelte  Kennzeichen  für  die 
Convcrgenz  und  Divergenz  unendlicher  Reihen  zeigt  deut- 
lich, dass  das  blosse  Abnehmen  der  Glieder  oder  Fallen 
der  Jleihe  zur  Convergenz  noch  keineswegs  hinreichend  sei; 
obsch^  man  umgekehrt,  aus  dem  Nichtvorhandensein  die- 
ser Eigenschaft,  mit  Bestimmtheit  auf  ihre  Divergenz 
schliessen  kann. 

1.  So  hat  man  s.  B.  fär  die  nnendliche  Beihe  l  +  }+i +••  +  -+•• 

sofort  =  — p-~  =1 |-|~a  +  *«l»  also  (da  x  <:  1  sein  muss. 

o»         n  -j-  1  n       \fr         J  ^ 

und  der  Voraussetzung  dass  n  fortwährend  zunimmt)    x  =  1 und 

n 

X  1 

an  ' =1 »    Da   nun    dieser  Quotient  bei  der  unendlichen  Zu- 

1  — ■  X  n 

nähme  von  n  nicht  bis  Null,  sondern  nur  bis  1  abnehmen  ^»nn  •  so  ist 
die  vorliegende  Beihe  divergent. 

2.  Für  die  Beihe  l—i+l—iH-..  dagegen  ist 

=  —  1  -| I— j  +  .  .  I ,  also 

JT  =  —  1  +  —    (oder  —  X  =  1 )  und 

n  n 

X      _   — n+  1 
*•  1  -  X  —  n  (2«  -  !)• 
Da    dieser    Quotient    bei   der   unendlichen    Zunahme    von    a    nnendlick 
abninunt  und  tdr  n  '^  9o  verschwindet ,    so  ist  diese  Beihe   c  o  n  v  e  r- 
gen  t 
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3.  Um  die  Bedingang  in  finden,  unter  welcher  die  unendliche  Reihe 

i^+L.  +  .,4._l-  +  ,.  convergiit,  hat  man 

on^l  (2/0«» (2n>» .— i_^4_ 

an    "  (2/1  +2)-       (an)»  +  m  (2/i)'»-l  2  -f  . .  «  "^  "  ' 


also    r  =r  1 nnd  an  r ^  ■  .,_  ^^  ,    woraus    sofort   folgt ,    dass 

diese  Beihe  für  alle  p  o  s  i  t  i  y  e  n  Werthe  Ton  m>>l   convergire, 
flu*  alle  übrigen  Werthe  aber  dirergire. 

§.   282.     Setzt  man  für  a  seinen  Werth  ^!^  (§.  279), 

an 

80    wird    On = ,    und   es    ist   die   Anwendung 

1— jr        On  — Ofi+l  ^ 

dieses  letztem  Quotienten  statt  des  vorigen ,  zur  Untersu- 
chung der  Convergenz  einer  gegebenen  unendlichen  Reihe, 
meistentheils  noch  bequemer. 

1.  So  ist  a.  B.  f&r  die  unendliche  Reihe 

sofort -^-^ — =i;   da  also  dieser  Quotient  ftr  acsoo  nicht  Null 

an  —  anr\-i 

werden  kann ,  so  ist  die  Beihe  dirergent. 

2.  Dagegen  erh&lt  man  für  die  Beihe 

und  da  dieser  Quotient  bei  der  unendlichen  Zunahme  von  n  unendlich 
abnimmt  und  znletst  fOtr  n  =  <x>  gani  verschwindet ,  so  gehOrt  die  vor- 
liegende Beihe  au  den  convergirenden. 

8.  Für  die  unendliche    Reihe    : f-  r h  tz"  -I-  -rr-  +  •  •   bat   man 

l«"        2*"        S*"        4'" 

onan+i 1 

an-an+t  ~  ^^._,  _|_  /«^  ^._2  ^ 

Reihe  nur  für  positive,  die  Einheit  Übersteigende  Werthe 
von  m  convergire*). 

*)  Gtoht  man  von  dem  Satze  aus,  dass  eine  numerisch«  Reihe  oonver- 
gire ,  wenn  ihre  Glieder ,  von  irgend  einem  derselben  angefangen, 
eben  so  schnell  oder  noch  schneller  abnehmen,  als  die  Glieder  irgend 
einer  bereits  als  convergent  anerkannten  Reihe,  wie  z.  B.  der  geo- 
metrischen Reihe  a-^-  ax  -{-  ax*  -{'  . . .  fürx<:i;  so  kann  man  die 
Bedingungen  Ar  die  Convergenz  dieser  obigen  Reihe  wohl  auch  auf 
folgende  Weise  finden: 


,  woraus  sofort  folgt,  dass  diese 
IUI 
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4.  Um  die  Bedingung  der  Convergens  für  die  Reihe 

1  ^1.2^  1.2.8^ 
aufzufinden,  hat  man  daf&r 

onon^l r*-H 


an  —  a»4-l       1.2.3..n(n+l  —  x) 

ri      2      3       «(n+l~r)i 
Lx     XXX  X  J 

und  es  ist  nicht  schwer  einzusehen,  dass  dieser  Qaotient  bei  der  nn- 
endlichen  Zunahme  von  n  f&r  jeden  endlichen  Werth  von  x  unendlich 
abnimmt,  folglich  die  vorliegende  Reihe  fftr  alle  innerhalb  der  Grenzen 
-j-  <x)  und  —  CO  liegenden  Werthe  von  x  convergire. 

5.  Für   die   unendliche   Reihe   x  —  ir*+ ^x^—- |x*+ . . .   erhält 

anan+l                   ^  x^* .  xf*+i                -1-1/»  +  *!»^      t» 
man ' — =  7 — p— r ; r-r  =  "F  1 : 1  — Vr  H V    *^^  ß^n 

ftir  n  =  00  der  Quotient  —  lalso  auch  jener     "|"    I  =  0  oder  cv?  wird, 

Bilden  t|,  t„  t,  . .  tou  irgend  einer  Stelle  an  die  Glieder  einer  f  al- 
le n  d  e  n  Reihe  ,  und  sind  diese  sammtlich  p  o  s  i  t  i  t  ;  so  hat  man 

tj  =*  t^  and       ii  =  tj 
2t,  =  2t,  2t,  >  t,  4-  t, 

(o)  4t4<2t.  +  2t4  (6)  4t,>t,  +  t,+t.+t, 

8t.  <:2t,  +  2t,  +  2t, -f  2  t.  8t,>t.4-t»+..-f  t,, 


folglich  wenn  man  summirt  und  die  Summe  der  beiden  Reihen 

ti  +  t,  +  t,+,.  (1)  und   t,+2t,  +  4t,  +  ..  +  2rt.ir  +  ..  (2) 

beziehungsweise  durch  <S  und  S'  bezeichnet,  sofort 

aus  (o)  S  <Z2S  und  aus  (6;  S  >S 

woraus  sofort  folgt,  dass,  wenn  die  Reihe  (1)  convergirt,  auch  die 
Reihe  (2)  convergent  ist  und  umgekehrt,  so,  dass  überhaupt  die  Bei- 
heu  (1)  und  (2)  beide  zugleich  convergent  oder  divergent  sind. 

Lässt  man  nun  die  hier  zu  untersuchende  Reihe  1  4-  -• — l-rr  +  •• 

2*       3* 

für  die  vorige  Reihe  (1)  gelten,  so  wird  die  Reihe  (2)  jetzt: 

1 +2J-"'4-4i— +  81— 4-..  d.  i.  l  +  2i-»+2*(i-")  +  2«(»--)-|-.. 
oder  wenn  man  2*"""  —  x  setzt,  auch  1  +  x  -}-  x*  +  x'  -J-  . . . 

Da  nun    diese  letztere  Reihe    convergirt,    wenn  x<:i,    dagegen 
divergirt,   wenn  x~l  ist,  so  folgt,  dass  die  in  Rede  stehende  Reihe 

ftir    2^— »»<C1  ,    d.  i.  für  m>l    convergent,   dagegen  für  m  ^  1  di- 
vergent sei. 
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je  nachdem  x:>  oder  <c  1  ist  (wm  man  leicht  findet,    wenn  man   be- 

1  x^ 

ziehungsweise    x  =  1  4- a    nnd    = — i —  setzt,    and   damit  —    entwi^ 

1  -f-  Ä  n 

ekelt);  so  folgt,    dass  diese  Reihe  nur  innerhalb  der  Grenzen  x  =  —  I 

und  X  =  -{-l  (diese  letztere  noch  mit  begrififen)  convergire,    sonst 

aber    divergent   sei. 

6.  Unter  den  nämlichen  Bedingungen  convergirt  auch  die  Reihe 

7.  Für   die   Reihe    x  —  - — -  -f-  :: — z : r  —  etc.    findet   man 

2.8         2.3.4.5 

onon+l     _  t:  I  .  i  1      2        2n+  1         1      2        2n --  l\ 
an  —  on-fl  \x     x  X         '     x      X  X      f 

und  daraus  folgt,  so  wie  im  4.  Beispiele,  dass  diese  Reihe  fllr  jeden 
endlichen  Werth  von  x,  d.i.  innerhalb  der  Grenzen  x=  —  eo,  j;=-f-<^ 
conrergire. 

8.  Dasselbe  Ergebniss  findet  man  auch  Ar  die  unendliche  Reihe 

*  —  -^  -H  »   o    .  —  etc. 
2        2.3.4 

9.  Um  endlich  noch  die  Bedingung  aufzufinden,    unter   welcher  die 

Reihe  (1  +  x)«  =«  1  +  ^"*^  x  +  t^\  x*  -f  . . ,  die  bekanntüch  (§.  125) 

bloss  filr  ganze  positive  Werthe  von  m  abbricht,  convergire,  hat  man 
dafür: 

onOiH-l    w  (m  —  1)  . .  (m  >-«  n  +  1)  (m  —  n)    ^.^ 

an  —  on-f-l       1   .  2  .  .  .  n[(n-|-l)  +  (n  —  »i)x]  * 

und  da  (wie  wir  unten  §.  308,  5.  sehen  werden)  dieser  Quotient  bei 
der  unendlichen  Zunahme  von  n  bloss  ftlr  x  <!  1  unendlich  abnimmt 
and  für  n  =  CN>  verschwindet ;  so  convergirt  diese  Reihe  ebenfalls 
nur  innerhalb  der  Grenzen  x  =  —  1  und  x  =  -{-  l.  Auch  convergirt 
diese  Reihe  noch  für  x=l,  wenn  m  positiv  ist  (vergl.  auch  §.  284, 
Beispiel  2.). 

§.  283.  Zusatz.  Fallende  Reihen,  bei  denen  ein 
regelmässiger  Zcichenwechscl  Statt  hat,  sind  immer  c  o  n- 
V  e  r  g  e  n  t.  Denn  sind  wieder  zb  a»  =p  On^i  zwei  auf  einander 
folgende  Glieder  (oder  wenn  immer  mehrere  Glieder  das 
nämliche    Zeichen    besitzen ,    Gruppen    von    Gliedern)    der. 

Reihe ,  "so   hat   man  =  db  1 : 1 ~|-  — | ;    da  nun 

die  Keihe  fallend  ist,   also   a»  und  On^i  für  n  =  oo  unend- 
lich klein,   demnach  und  —  unendlich  gross   werden; 

On-fl  €tn  ° 

80  wird  dabei  in  der  That  dieser  Quotient  gleich  Null. 


§.  284.  Die  in  §.  280  zur  Untersuchung  der  Conver- 
genz  der  unendlichen  Beihen  entwickelte  allgemeine  Regel 
lässt  eich  für  jene  besondern  Reihen ,  fhr  welche  der  Quo- 
tient    die  Form  (r)  ^ — ^ — - — -  erhält,  noch  einfacher 

an  ^  ^   n*+-4n«— 1-1-.. 

ausdrücken.  —  Es  sei  nämlich 

On  =  (n*"  -|- p^r-^  +  •  •)  '  (**"*  '\'p'n^'*^^  +  . .) 
das  allgemeine  Glied  einer  solchen  Reihe,  und  dabei  m  und 
r  positiv,  so  ist 

a„+t  =  [(n+l)'-+;>(«+l )-!+..] :  [(n+l)'»+/(r, +!)"->  +  ..] 

demnach 

^^^   "flu  n'-M-f  0» +/»'-!- iii)#ir-H«-lH-..  ~"  T'    '    '  • ' 

es  ist  also  ^  =  1 und 

n 

X 

On 


1— X 

welcher  Quotient  bei  der  unendlichen  Zunahme  von  n  of- 
fenbar nur  dann  unendlich  abnehmen  kann,  wenn  m  —  l>r 
oder  m  —  r>l  ist  Da  nun  aber,  den  obigen  Quotienten 
(r)  mit  jenem  («)  verglichen ,  r-|-w  =  a,  p  -}- p' -\- r  =:^  a 
und  p  -\-p'  -\-7n  =  Ay  mithin  m  =  -4  — p  — p'  und  r  =  c?  — 
/)  —  p',  folglich  m  —  r=A  —  a  ist ;  so  wird  also  die  be- 
treffende Reihe  convergiren,  wenn  [bezogen  auf  den  obi- 
gen Quotienten  (r)]  A  —  a  >  +  1  ist. 

1.  So  sind  E.  B.  fdr  die  beiden  unendiichen  Reihen 

H-i+i  +  ..     und    i-  +  l-  +  L.+  .. 

On-4-l 

die  Quotienten  beziehungsweise : 

On 

2«  —  1  _  n  —  t  w**  »w       _  «*»  +  0/t»— 1  H-  •  ■ 

2»  4-  1  ""  n  +  i  «•     "'^       (fl  -f.  i)m  ""  „m  4-  m»»-l  -f-  . .' 

Da  nun  A-^a  (tr  den  entern  —  1,  und  flbr  den  letztern  =  m  ist ;   so 

folgt ,    dass  die  erste  Reihe  divergent,    die  letztere  aber  bloss  för 

TO>+1  convergentsei(§.  282 ,  1.  und  8.). 

2.  Setzt   man  in    der   im    9.  Beispiele    §.   282    angefahrten    Reihe 

X— ii,   so  wird  -— -  —  — zrjTT^  woraus  weder  (und  Ewar  einfacher 


als  a.  a.  O.)  folgt,  dass  wegen  A  —  a^m-^-  1  diese  Reihe,  bei  dem 
angeflUirten  Werthe  von  x  ^  l ,  nur  für  positive  Werthe  von  m 
convergire. 


Neuntes  CapiteL 

Entwickelung  der  Exponentialgrössen  und  logarith- 
inischen    Reihen.     Bemerkung  über   die  Convergenz 

unendlicher  Factorenfolgen. 

§•  285.  Erklärung.  Jede  Grösse  (die  Einheit  aus- 
geoonmien)  mit  einem  veränderlichen  Exponenten  wird  Ex- 
ponentialgrösse  genannt;  sie  hat  daher  immer  eine 
der  beiden  Formen  o*  oder  y*. 

Eine  Exponentialgrösse  entwickeln,  heisst  diese  in  eine 
(coDTergente)  unendhche,  nach  steigenden  Potenzen  ihres 
Exponenten  fortlaufende  Reihe  auflösen. 

§.  286.  Um  die  Exponentialgrösse  o*  zu  entwickeln, 
setze  man  (1)  a  =  l-j-6;  so  wird  a'=(l  +  ^)'j  oder  wenn 
man  nach  dem  Binomialtheorem  (dessen  ganz  allgemeine 
Giltigkeit  §.  130  erwiesen  wurde)  entwickelt: 

«'=i+(^)i+(^)6»+(^)6»4-..+(:)i"+... 

.  und  wenn  man  die  Multiplicationen  von 
ausführt  und  Alles  nach  a  ordnet: 

0*  =  i  +  [u~i  6^  +  1:1— 16«  +  .. 

'  1  .       2 . .     (n  —  l)n      J        '        *  '        *  ' 

Dabei  ist  der  Coefficient  von  a,  nämlich  Ai  =  J  —  i  i*  +  i  i* 
—  1  6*  +  . .  it  —  J** ,  nach  einem  einfachen  und  bestimmten 
(von  der  Natur  der  Binomial-Coefficienten  abhängigen)  Ge- 
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setze  gebildet,  während  alle  übrigen  Coefficienten 5^ ,  B^. ,, 
ganz  unregelmässige  Reihen  bilden.  —  Man  hat  also,  wegen 
fc  =  a  —  1  [aus  (1)]: 

und  dabei 
(2)^,=(a-l)-i(a-l)»+i(a-l)»-H«-l)*+- 

§.  287.  Um  femer  die  noch  als  unbestimmt  anzusehen- 
den Coefficienten  JB^^  B^  »  .  durch  dieselbe  einfache  Reihe 
Ay  auszudrücken,    setze   man  in  (a)   2^  statt  x;    so  erhält 
man,  da  die  Coefficienten  von  a  unabhängig  sind : 
a**  =  1  +  2^,  «  +  22  J5,  ^2  _|_  23  ^3  4.3  _|_  .  _ 

Nun  ist  aber  auch  a^  =  (a*)*  =  (1  +  ^1 «  +  J?2  «*  +  •  •)*; 
entwickelt  man  daher  die  zweite  Potenz  dieses  Polynoms 
und  setzt  diese  der  vorigen  Entwicklung  von  a**  gleich,  so 
erhält  man  die  identische  Gleichung: 

1  +  2A  ^  +  (2^2  +  ^?)  ^*  +  . . 

+  (2Bn  +  '2A,  B^x  +  2J52  Ä-2  + . .)  o?»  +  .. 
=  l-l-2^,^  +  4J5j4?2+..  +  2'»Ä^«4-.., 

und  daraus  (§.  112): 

25,  4-^?  =4^2   oder  B^  =  ^; 

2J53  -f  2A,  B,  =  8J?3  oder  ^3  =  ^  u.  s.  w; 

2Bn  +  2A,  Br^l  +  25,  Bn^'2  +  . .  =  2«  Ä, 

so  wie  daraus,  wenn  man  das  hier  herrschende  Gesetz  für 
die  vorausgehenden  Coefficienten  5«-.!,  5n—a,  ••  gelten  lässt: 

B  —  ' 

2   .   3   .   .   n 

wovon  die  Richtigkeit  auch  noch  leicht  durch  höhere  In- 
duction  nachgewiesen  werden  kann  (L,  289).  Man  hat  also 
endlich  aus  (a) : 

wobei  Ai  die  oben  in  (2)  angegebene  Reihe  oder  Function 
der  Basis  a  ist,  und  (§.282,  5)  innerhalb  der  Grenzen  von 
a  —  1=  —  1  und  +1,  also  a  =  0  und  +  2  convergirt.  Ist 
Ai    eine   endliche   Grösse ,    so   convergirt   diese    Reihe    (3) 
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(§.  282,  4)  für  jeden  endlichen  Werth  von  x  oder  innerhalb 
der  Grenzen  x  =  —  oo  und  4?  =  +  oo- 

Anmerk.    Um  kurz  anzuzeigen,  dfus  eine  Beihe  innerhalb  der  Grenzen 
von  x  =  a  bis  x  »»  6  convergire,  schreiben  wir  neben  oder  unter  die 

Beihe:  |  x  »•  a,  x  «■  6  j ,  und  wenn  die  Grenze  h  noch  mit  begrifiten 
ist:     I  x  =  O)  x  =  6  j. 

§.  288»  Setzt  man  in  der  vorigen  Reihe  (3)  ^^  =  1, 
und  bezeichnet  den  besondern  Werth  von  a,  welchen  diese 
Grundzahl  vermöge  Relation  (2)  (§.  286)  erhalten  muss, 
durch  e'y  so  hat  man: 

(4)e'=^l  +  -^  +  ^  -f.^-^-1-.,  {a?=  +  cx),«=— oo|. 

Um  femer  den  numerischen  Werth  von  e  zu  finden, 
darf  man  nur  die  obige  Beihe  (2)  umkehren,  wodurch  man 
(§.  273,  2.) : 

a~l=^, +..odera===l  +  ^i+-nt  +  -r^75-+  ... 

erhält,  und  dann  ^^  =  1  setzen. 

Ohne  jedoch  erst  die  Umkehrung  zu  Hilfe  zu  nehmen» 
darf  man  nur  in  der  vorigen  Reihe  (4)  «  =  1    setzen ,    und 

man  erhält:  «  =  1  + 1  + -y  +  ^71  +  2.3.4  "^  *  *'  ^^^^ 
bis  auf  9  Dedmalen  genau :  (5)  d  =  2*718281828. 

Die  logarithmischen  Reihen. 

§.  280.  Bezeichnet  a  die  Basis  oder  Grundzahl  irgend 
eines  Logarithmen -Systems,  so  ist  bekanntlich  die  Grund- 
gleichung der  Logarithmen:  <fz=y^  und  daraus  für  dieses 
System  (m)  a  =  loffi/. 

§.  200.  Um  nun  loffy  in  eine  Reihe  nach  y  zu  ent- 
wickeln ,  so  folgt  aus  der  vorigen  Gleichung ,  wenn  man 
beide  Theile  zur  Potenz  z  erhebt,  a"  =  y*,  oder  [§.  287  (3)]  : 

1  -}- ^,  ^2:  +  • .  =  1  -|- a,  ;?  -|-  .  . , 
wobei  Ai  =(a  —  1)  —  ^  (a  —  1)*  -|-  . . ,  also  eben  so 
«,  =  (y-l)-i(y-l)»  +  i(y-l)'-etc. 
ist.     Aus  dieser  identischen  Gleichung  folgt  ferner,   da  so- 
wohl   i4jd?,     als   auch    04    von  z  nicht   abhängen    (§.  112): 
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Setzt  man  f&r  x  den  Werth  aus  der  obigen  Gleichung 

im)  und  Kürze  halber  (n)  -7-  =  7 pr r? — i-r — =J/", 

80  erhält  man: 

(1)  %y  =  iW[Cy-l)-i(y-l)«  +  i(y-l)'-..], 
und  wenn  man  y  + 1  statt  y  schreibt : 

(2)  %(l+y)  =  ir(y-iy«  +  iy-lj^*  +  -.) 

{y  =  -l,y=+lj. 

§.  201.  Der  von  der  Basis  a  abhängige  Factor  M  hcisst 
Modul  des  Logarithmen  -  Systems  der  Basis  a.  Nimmt 
man,  was  am  einfachsten  und  natürlichsten  ist,  Jf=l,  wo- 
durch auch  (Gleichung  n)  ^^=1,  mithin  (§.  288)  a  =  e 
wird;  so  heissen  die  dieser  Basis  e  entsprechenden  Loga- 
rithmen natürliche,  oder  auch,  aus  einem  später  (§.  864) 
einzusehenden  Grunde,  hyperbolische  Logarithmen.  D« 
wir  diese  durchgehends  bloss  mit  l  bezeichnen  werden,   so 

folgt  (da  der  Logarithmus  der  Basis  in  jedem  Systeme  gleich 
Eins  ist)  Z^  =  1  und  (3)  Z  (1 +y)  =y  -  iy>  +  iy3  _  ^y* +.. 

§.  292.  Folgerung.  Für  y  =  a  —  1  hat  man  nach 
(3):  /a=(a— 1)  — i(a— l)2  +  ^(a  — 1)3  — .,,  folglich 
§.  286,  (2) :  Ax=laj  daher  auch  §.  287,  (3) : 

a'  =  1  -f  /  a  .  Ä  +  -^x^  +  2:1  ^^  +  •  • » 

und  §.  290 ,  (n) :  M  =  y^^-. 

Um  vom  Logarithraen-Systemeiö^  auf  ein  anderes  hg 
von  der  Basis  a  überzugehen,  hat  man  bekanntlich: 

%^  =  ^- 

Lässt  man  daher  die  natürlichen  für  die  bekannten  Lo- 
garithmen gelten,  so  erhä.lt  man  log y  =  -^  =  -. —  Ix  j   oder 

endlich  (vermöge  der  vorigen  Relation)  logy^=^Mly\  dabei 
bezeichnet  M  den  Modul  für  das  System  log  von  der  Basis  a. 
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§.  20S.  Um  die  obige  Reihe  (2)  fttr  Werthe  von  y  >  1 
gut  conyergirendy  also  für  die  wirkliche  Berechnung  brauch- 
bar zu  machen,  setze  man  in  dieser  Reihe  —  y  statt  y^  und 
ziehe  von  ihr  die  dadurch  entstehende  Reihe  ab;  so  erhält 
man  log  (1  +  y)  —  log  (1  —  y)  oder 

(ß)    %  (4^f )  =  2i»f  (y  +  iy»  +  iy»  +  .  .) , 

und  wenn  man  - — —  =         ,     setzt ,    woraus  y  =  — 

folgt: 

(4)  log:e==:  log  {a  —  1) 

§.  294.  Nach  dieser  schon  sehr  gut  convergirenden 
Beihe  erhält  man  die  natürlichen  Logarithmen  der  drei  er- 
sten Primzahlen  (die  Logarithmen  der  zusammengesetzten 
Zahlen  werden  durch  blosse  Addition  aus  jenen  der  Primzah- 
len erhalten)  wegen  ^  =  0  und  M=l: 

^2  =  2(-r  +  jhr  +  Th^+  •  •  )  =  0:69314718, 
i3  =  Z2  +  2(4-  +  y^  +  T^+..)  =  l-09861229, 

/5  =  2Z2  +  2  (-J-  +  sV  +  •  •)  =  1-60943791. 

Daraus  hat  man  z.  B.  für  die  zusammengesetzte  Zahl  10: 

Z 10  =  Z  2  +  15  =  2-30258509. 

§.  295.     Um  diese  letzte  Reihe  (4)   noch   convergenter 
zu  machen,  setze  man  a  =  z*\  so  erhalt  man ,  wegen 
log{x       l)  =  log  (z^  —  l)  =  log  {z -]- l) -\- log  (z  —  1),   sofort 

(5)  logz  =  i  [log  {z-l)  +  log  (z  +  1)] 

§.296.  Setzt  man,  für  den  Fall,  dass  die  Logarithmen 
auf  20  oder  30  Decimalstellen  berechnet  werden  sollen,  in  der 

Reihe  (ß),  §.  293 :  y  =     >_^  — ;  so  erhält  man : 

1     I  (a:  — l)H^H-2)      1  (.r+iy(.r-.2)      -,    ,.   , 
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%  (^+l)«(^-.2)  ~  ^^^  L  ^'-S;.     +     8Cx«-3x)»     +  '  *  J  ' 

und  daraus,  wenn  man  die  eingeklammerte  Reihe  durch  i2 
bezeichnet,  die  von  ^Borda  gefundene  Formel: 

(6)  log{a  +  2)=:2  hg  (/c  +  1) 

+  loff  (a?  —  2)  —  2  log  (^  —  1)  +  2Jffi. 

§.  291.    Setzt  man  in  der  nämlichen  Reihe  (ß)  y  =  ^-^, 
wodurch  r^-^  =  —  wird ;  so  erhält  man 

und  daraus  viele  gut  convergirende  Reihen,  wenn  man  den 
unbestimmten  Grössen  f  und  q  solche  Werthe  beilegt,  dass 
sich  diese  erstlich  in  einfache  Factoren  zerleg^i  lassen,  und 
ferner  j?  —  q  bedeutend  kleiner,  als  /?  -f-  y  ausfällt.  Solche 
Werthe  sind  z.  B.  die  folgenden: 

p  =  a*  —  25^*  =  «*  (a  +  5)  (^  —  5)  und 
q  =  a^  —  25a:^  +  lU  =  (a  +  3){a  —  3)(a  +  A)(a  —  4); 
denn  man  erhalt  damit  wiB^y),  wenn  man  der  Kürze  wegen 
die  Reihe 

/  72  \    .     J_  /  72  V    ,  _  ß 

V  ar*  — 25r>+72   /  "i       3    \  x«  —  25r"  +  72  /    T   •  ♦  — -" 

setzt,  die  von  Haros  herrührende  Reihe: 

(7)  log(x  +  5)  =  log{w+i)  +  log(:t  +  3) 

+  Zö^  (^  —  4)  -f  log  {a:— '6)  ^2  log a  — log (a  — 5)  —  2MIL 

Ad  merk.  So  brauchbar  auch  diese  bisher  entwickelten  Reihen  sein  mö- 
gen, so  würde  man  doch  noch,  wenn  es  sich  hont  zn  Tage  um  die 
Berechnung  von  ausgedehnten  logarithmischen  Tafeln  handeln  sollte, 
mit  grossem  Vortheile  damit  ein  Verfahren  in  Verbindung  bringen, 
welches  die  Dififerenzenreihen  an  die  Hand  geben  [I.,  802]. 

§.  296.  Ausser  dem  natürlichen  Logarithmen- Systeme, 
welches  ausschliessend  in  der  Analysis  angewendet  wird,  ist 
noch  vorzüglich,  und  zwar  durchgehends  beim  Rechnen,  das 
Briggische  System,  welches  10  zur  Basis  hat,  im  Ge* 
brauche.     Da  aber  für  dieses  System  der  Modul  (§.  292) 

^=  71^=2^7-:  =  •'»3429448 

ist,  so  wird  man  (§.  292)  die  natürlichen  Logarithmen  (/)  in 
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Brigg'sche  (die  wir  immer  durch  log  bezeichnen  werden) 
umwandeln,  wenn  man  die  erstem  mit  diesem  Decimalbniche 
'434  .  •  .  multiplicirt,  dagegen,  umgekehrt,  diese  letztern 
aaf  natürliche  Logarithmen  bringen,  wenn  man  sie  durch  diesen 
Bruch  dividirt,  oder,  was  bequemer  ist,  mit  Z 10  =  2*30258509 
mnltiplicirt. 

§.  299.  Da  wir  die  Eigenthümlichkeiten  und  Vorzüge 
dieses  Systems  als  bekannt  voraussetzen  dürfen,  so  wollen 
wir  hier  nur  noch  kurz  einen  Satz  ableiten  ,  auf  welchem 
der  Gebrauch  der  Tafeln  beruht,  und  in  den  Elementen  nur 
aus  den  Tafeln  selbst  nachgewiesen  werden  kann. 

§.  300.  Setzt  man  in  der  Reihe  (2),  §.  290,  in  welcher 
jetzt  M  den  B  r  i  g  g'schen   Modul  bezeichnen  soll,  y  =  —  ; 

60  erhält  man  log  {n-\-l)  —  /o^  n  =  Jl/  j ("")  ~l~  • '  1» 

eine  Reihe  für  die  Differenz  der  Logarithmen  zweier  um  eine 
Einheit  von  einander  verschiedener  Zahlen. 

Ist  nun  bereits  n  >  10000,  also  —  <  'OOOl  und 

4-  (t-)'  <  •«"' 

so  hat,  da  auch  überdies  noch  Jf  <^  1  ist,  selbst  schon  das 
zweite  Glied  dieser  Reihe  auf  7stellige  Mantissen  keinen 
Einfluss  mehr,  und  man  kann  daher  für  Tafeln,  welche  die 
Logarithmen  auf  höchstens  7  Decimalst eilen  enthalten,  und 
für  Zahlen  n,  welche  schon  nahe  gleich  10000  sind  oder 
diese  Zahl  übersteigen  (für  6-steUige  Mantissen  brauchen 
diese  nur  1000  zu  übersteigen)  setzen: 

hg  (n  -|-  1)  —  %  n  =  -— . 

Unter  den  nämlichen  Bedingungen  ist  aber  auch 

log  (n  +  2)  —  hg  (n  -f  1)  =  ^q-j, 

und  da  bei  dieser  Grösse  von  n  und  bis  auf  die  angenom- 
mene Grenze  von   7  DecimalsteUen    (wie  man  leicht  findet) 

_        --.  —  jgj .  ^0  ijnt  man : 
hg(n  -]-l)  —  hgn  :  hg  (n -\- 2)  —  hg  (n  +  1) 
=  ^:^=l:  1  =(n-{-l)-n:(n  +  2)       («  +  1), 

Biirg'i  Conpendiam  d.  Mh.  Math.  13 
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d,  h,  es  verhalten  sich  unter  diesen  Bedingungen  die  Diffe- 
renzen der  Logarithmen ,  wie  die  Differenzen  der  zugehöri- 
gen Zahlen. 

Bekanntlich  beruht  auf  diesem  Satze  die  Methode,  um  ans  einer  sol- 
chen 78teUigen  Tafel ,  die  gewJVhnlich  die  Logarithmen  aller  Sziffrigen 
Zahlen  unmittelbar  enthftlt,  auch  die  Logarithmen  der  6,  7  and  in  man- 
chen Fallen  Szifi&rigen  Zahlen  mit  Hilfe  der  Proportional theile  zn  finden. 
[Noch  Mehreres  hierüber  in  I.,  30  7  ^  ff.] 

§♦  801.  Um  eine  Reihe  für  die  entsprechende  Zahl  durch 
den  Logarithmus  ausgedrückt  zu  finden,   setze  man ^  =  «9; 

so  wird,  §.  288:  a=l+z-\-  ^  +  ^-^  +  •  •  -,  oder  we- 
gen  z  =  la=  — ^  auch : 

{^  =  _cx>,^^  =  +oo}.     [L,  309,  ff.] 

§.  302.  Mit  Hilfe  der  logarithmischen  Reihe  (2),  §.  290, 
lässt  sich  nun  auch  eine  Formel  zur  approximativen  Berech- 
nung von  a  aus  der  Gleichung  af=:a  entwickeln ♦  Denn 
ist  a  =  ct  ein  vom  wahren  Werthe  um  keine  ganze  Einheit 
mehr  abweichender  erster  Näherungswerth ,  welcher  durch 
ein  paar  Versuche  leicht  gefunden  wird;  so  setze  man 
(m)  ^  =  a  -h  ^y  wobei  also  y  ^  1  ist.  Dadurch  erhält  man, 
wegen  alog x^=^logai 

%  a  =  (a  +  y )  io^  (a  +  y)  =  (ot  +  y)  ^og  a  +  %  |^1  +  | j  J, 

oder  wegen 

wenn  man  nämlich,  da  es  sich  nur  um  einen  einfachen  Nähe- 
rungswerth handelt,  die  hohem  Potenzen  von  —  auslässt : 

X 

fo^  a  =  (a  -t-  y)  I  %  a  +  -^  j  =  a  log  oi  +  My  -|-y  log  a 

(wenn  man  jnämlich  — -  wieder  auslässt)  und  daraus  als  Nä- 
herungswerth für|y : 


/Q\     „ hga  —  x  log  x 
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Um  E.  B.  aas  der  Gleichang  x*  =  645  den  Werth  für  x  zu  finden, 
hat  man  nach  dieser  Formel,  da  4*  »  256  and  5b=<«3125  ist,  also  x 
zwischen  4  und  5  liegt ,  für  sc  =  4*5 ,  wegen  a  »  645  und  (§.  298) 
M=  '4342945,  sofort  y=^  119.  Mit  diesem  Werthe  ist  x  =  4'5  —  *1 19 
=  4*381  genaner,  als  der  vorige  Werth  a.  L&ast  man  diesen  letstera 
Werth  f&r  a.  gelten,  und  berechnet  nach  der  nämlichen  Formel  (9)  da- 
für ^,  so  erhält  man  y=:^^ '00109,  also  ist  noch  genaaer:  x«»  4*381 
—  *00l 09  =  4*37991.  Setzt  man  aber  neuerdings  a  =  4*37991,  so  findet 
man  y  =  —  'O«!,  also  r  =  4*37991  —  0«!  =  4*3799099,  welcher  Werth 
bereits  schon  bis  einschliessig  zur  7.  Decimalstelle  richtig  ist  and  durch 
Fortaetzong  dieses  Verfiihrens  leicht  noch  genaaer  gefunden  werden 
könnte. 

Convergenz  unendlicher  Factorenfolgen. 

§.  30S.  Um  zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen 
eine  unendliche  Factorenfolge  F=ai  a^a^  ^ .  *an On-fi . ♦  ♦  con- 
vergirt,  d.  h.  sich  einer  bestimmten  endlichen  Grenze  um 
80  mehr  nähert,  je  mehr  Factoren  von  vorne  herein  man 
beibehalt ;    so    bemerke    man ,    dass    wegen    (§§.  289 ,    291) 

a.  =  e^,  auch(l)7^=^^'*'+^^«"^   ••"^^^+-'  ist.    Istnun 

die  unendliche  Re^he  (2)  la^  +  ^ ^2  H"  •  •  •  +  ^  ^  "I"  •  •  •  kon- 
vergent, und  8  ihre  Summe,  so  ist  auch  F=e^  oonver- 
g  e  n  t  und  von  Null  verschieden.  Ist  dagegen  diese  Reihe 
(2)  divergent,  also  ihre  Summe  =  ± 00;  so  ist  im  er- 
sten Falle  i^=g+~  =  oo  divergent,  und  im  zweiten  Falle 
F=€r~'^  =  o,  also  convergent  und  gleich  Null. 

1.  So  ist   z.   B.  für  die    unendliche  Factorenfolge    (1  +  0  (^  + 1) 
(1  .j-  j)  (1  -|-  ^)  . . .  die  obige  Reihe  (2)  sofort: 

/(n-i)-f  ^(i  +  -j-)+  •  •  •  +'0  +  -^-)'+' 

Setzt  man  Kürze  halber  den  Quotienten  (§.  282) 

On  on-|-l     ^ 

an  — 'Oii-I-J 

Itet  hier  l(}  H j-|  und  /|l  +  .  ^  J  "»^ch  §.  291  (8)  auf,  und  be- 
hält   dabei    nur   immer   das    erste    Glied    der    Reihe    bei;    so    erhält    man 

Q  =  -7 — : — ^^ ;  ** 7—r  •     I^i«   vorige    Reihe   ist   demnach ,    da   f&r 

^        (n+1)*  — n*        2n+l  * 

ii>s>c«,  Qz=o  wird,  oonrergent;  es  convergirt  also  auch  die  yorliegende 

unendliche  Factorenfolge  gegen  eine  endliche  Grenze. 

2.  Für  die  Factorenfolge  (1  —  i)  (1  — « J)  (1  —  i)  •  •  1 1  —  -^1  •  •  . 

13* 
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wird  die  obige  Reihe  (2)  sofort  f  (1  —  i)  +  /(l  —  i)  +  •  •  • »  nn^  ftr  diese, 

nach  einem  ähnlichen  Verfahren,  Q= — --— =  —  1.      Diese   Reihe 

»—.(»+  1) 

ist  also  divergent  und  (da  Q  negativ  istj  ihre  Smnmc  =  — c«;   ea    con- 

vergirt  demnach  die  betreifende  Factorenfolge  gegen  Null. 

8.  Da  man  hingegen  f&r  die  Factorenfolge  (1  +  i)  (1  +  i)  •  •  1 1  H )••» 

Q  =  — ; =  1  findet ,    so  wird  diese  flr  »  ^  co  ebenfalls  Unendlich 

n-\-  \  —  n 

und  ist  souach  divergent. 

4.  Für  die  unendliche  Factorenfolge 

o±o(i±-S)(>±34)...(i±-S)... 

«findet  man,  dass  sie  für  einen  jeden  endlichen  Werth  von  x  gegen  eine  be- 
stimmte endliche  Grenze  convergirc. 

5.  Um  endlich  noch  su  untersuchen,    flLr  welche  Werthe  von  x  die 

„  ^  ,       m{m  — '  1)  (m  —  2)  .  . .  (m  —  n  +  l)  ,  .  .     ,. 

Factorenfolge — ^ — ^ ■ — ^x*,  welcher  man  »ach  die 

1.2.       3      .      •      .      n 

Form  i  »I  i  1  —  Y  11 1  —  ^  |  •  •  •  I  ^ ~t)  —    geben    kann  ,    conver- 

gire,    wird    dafilr   die   obige   Reihe    (2):     /(l— Y|+..+  /n ~| 

-{-  n  I  ly: 1 }    wobei   sich   das  letzte  Glied  ,    bei    der  unendlichen  Zn- 

nähme  von  n  (weil  dabei  —  gegen  Null  convergirt,  I.,  318),  auf  n/x  re* 

n 

ducirt.    Fflr  positive  Werthe  von  m  ist  die  Summe  dieser  Reihe  bis  ein- 

schliessig  zum  vorletzten  Glied  genommen,  da  sie  steigend,    also  divergent 

ist,  und  die  Logarithmen  negativ  sind,  gleich  —  co ;  es  ist  also  iiir  n  =  c» 

die  Summe  der  ganzen  Reihe  =  <x>  (—1  -|-/x),   und  daraus  folgt,  das» 

für  negative  Werthe  von  /  x  überhaupt ,    also  für  x  <:  1 ,    dann    für  solche 

positive  Werthe,  woftLr  Zx<:i,  also  für  x<:e,  mithin  zusammen,  überhaupt 

für  X  ^  1 ,  die  besagte  Reihe  (2)  gleich  —  <x) ,  demnach  endlich  die  vor- 
liegende Factorenfolge  glcidi  Null  wird ;  ferner,  dass  für  x  >  e  (d.  i«  x  >  2*718), 
woftlr  nämlich  /  r  >  1  ist ,  die  Summe  dieser  Reihe  =  -{-  cvs ,  folglich  die 
Factorenfolge  divergent  oder  Unendlich  wird.  • — •  Für  negative  Werthe 
von  m  hingegen  ist  für  n  »»  <n>  die  Sunome  dieser  Reihe  (2)  =  (X)  (1  -|-  /r), 

also  ftr  X  ^  1    sofort  =  +  <x) ,   und    für   solche  Werthe    von   x  <:  1 ,  Air 

welche  dem  numerischen  Werthe-  nach  /  x  >  1  ausAUt  (da  dabei  /  x  nega- 
tiv ist)  =-— .od:  die  Factorenfolge  selbst  ist  daher  im  ersten  Falle  diver- 
gent lind  im  zweiten  convergent  und  gleich  Null.     Alles  zusanimengefasst» 
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sieht  maa  also,  das«  die  hier  Torliegende  Factorenfolge  bei  Jedem  Werthe 
von  M,  fQr  jr  <:  1  conv.ergent  und  gleich  Null,  dagegen  im  Allgemeinen 
flbr  x:>l  divergent  and  Unendlich  sei. 


Zehntes  Capitel. 

Trigonometrische  Reihen.    Berechnung  von  «.  Moivr- 
sehe  Formel.    Binomische  Gleichungen. 

§.  3M.    Setzt  man  Kürze  halber  |/^  1  =  i  und  in  der 
Reihe (4),  §.  288,  statt  a  einmal  xi  und  dann  — x%\  so  er- 

hält  man:    ««*  =  1 +^i_^_  Jli +^-^^  +  ^-?!i^ 

etc.  und  <r^  =  1  -  «•  - -i^  +  ^ + j^  - -j^li-g  -  etc. 

Ferner  aus  diesen  beiden  Reihen,  wenn  man  sie  einmal  zu- 
sammen addirt  und  dann  auch  von  einander  subtrahirt,  im 
erstem  Falle  sogleich  durch  2,  und  im  letztem  durch  2  t 
dividirt : 

-V-  =  l-i-+ 27374- 07771+ •••«°d 

e**  —  6—*» x'   j^         X* 


2«  2.8'     2.3.4.5 

§.  S05.  Bezeichnet  man  den  ersten  dieser  beiden  Expo- 
nentialausdrficke  durch  f{x)  und  den  letzt ern  durch  y  {x)y  so 
erhält  man  ganz  einfach  daraus  folgende  Relationen:  y(0)  =  1, 

?  (0)  =  0,  /(^»  +  y  (^)'  =1 ,     /(-  x)  =/(+^ ,      ?  (-  ar) 

=  -9(+^),/(2;r;  =  2/(:r)*-  l  =  l-2y  (x)*,  9(2ar) 
=  2y(x)/(a!)  u.  8.  w.,  so  wie  auch  noch,  <}{a:±y)=^(f(je) 
f{y)±^{ti)f{x)  und/(x±y)  =f{x)f(i^)z:p<f  (x)  9  (y)[I.,328]. 
Aua  allen  diesen  Belationen  folgt  aber,  dass /(ar)=  co<« 
und  (f{x)=ctmiB  sei.  *) 

*)  Da  hier  immerhin  der  Zweifel  bestehen  kann,  ob  dieee  beiden  durch 
(p(x)  und  f(x)  bezeichneten  Keihen  in  der  That  auch  alle  Eigen- 
Schäften  und  Werthe  der  in  der  Trigonometrie  unter  dem  Namen 
Sinus  und  Cosinus  bekannten  goniometrischen  Linien  ausdrftcken,  und 
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§.  S06.  Man  hat  demnach  folgende  wichtige  Auailrücke : 

(1)  sm.a= 2V—1 •  ^^  ^^* ^ 


ar»      .         jp» 


(3)  «n. «  =  «  —  rr^  + 


2-3    '     2  ...  5 


•    •    • 


(4)    co«^=l r+TTTT  —  TTTre-^  •  '  '» 

{^  =  —  00,   a  =  +  00  SSüT  beide  Reihen.} 


§•  W1.    iWegen  lang  x  = und  cot  x  =  -r-j^  erhält  man 

ganz  einfach,    wenn  man  fbr  «inx  und  co«^  die  Keihen  (3) 
und  (4)  substituirt: 


X*     .      2jr»      .  17x'  ,  62x« 


(5)   ton^^  =  ^  +  -r+5T5+    3«.  6.  7    +3«. 5. 7. 9+     *    *    " 

(6)    CÖ<^  =  — +  -5-~3^—   3*  .  5  ,  7   —    ••• 

[Wie  man  in  diese  Reihen  durch  EinfOhning  der  BernouUi sehen 
Zahlen  (§.  245»  Anmerk.  1)  ein  Gesetz  hineinbringt,  so  wie  die  Entwieke- 
Inng  der  Reihen  fBr  Isinx,  Icoax  etc.,  s.  m.  I.,  833,  ff]. 

§.  808.  Um  X  durch  sin  x  und  tang  x  auszudrücken,  er- 
halt man  durch  Umkehrung  der  Reihen  (3)  und  (5)  [§.273, 
Beispiele  3.  und  4. :  j 


Ar  die  Analjsis  die  Kenntniss  der  Elementar-Trigonometrie  durchaiu 
nicht  unentbehrlich  ist;  so  kann  man  auch  den  umgekehrten  Weg 
einschlagen,  n&müch  die  Trigonometrie  ganz  igQ(5riren,  diese  beiden 
Reihen  9  (:r)  and  f(x)  anf  irgend  eine  Weise  benennen  nnd  bexei<^- 
nen  (woAVr  man  jetzt  aUerdings,  am  Vcrwirnmgen  za  yermeiden.  das 
Geschichtliche  respectiren,  und  diese  Fnnctionsreihen  durch  Sinus  und 
Cosinus  bezeichnen  wird)  and  später  erst  in  der  Geometrie  nachwei- 
sen, dasB  diese  zifferm&ssig  berechneten  Reihen  die  L&ngen  gewisser 
Linien  angeben,  wenn  nämlich  x  numerisch  gegeben  ist  und  die  Länge 
eines  Kreisbogens  vorstellt 

Man  kann  allerdings  diese  beiden  Reihen  auch  aus  schon  bekannten 
Eigenschaften  des  Sinus  und  Cosinus  der  Trigonometrie,  so  b.  B.y(x) 
aus  joner  cos( —  *)  =  co#(+x),  OMO=rl,  eof2x-»2co«x*-— •! 
u.  s*  w.  herleiten,  allein  man  gewinnt,  wie  es  sich  Ton  selbst  Tersteht, 
dadurch  Nichts  an  Beweiskraft ,  und  es  gilt  auch  ftU:  diesen  FaU  die 
eben  gemachte  Bemerkung. 


/ms  .  I     1  .  »m-r*     ,     1  .  3«jn*»    ,       1.8.5  «»«'     , 

(7)  x  =  «„«  +  .^-^ +  _-_+____+... 

Inn a  =  —  1,  sin a  ^=  -{-  iL 

(8)  a  =  tanff  x  —  \  txmg  4?^  +  i  tang  x^  —  \  lang  x"^  -\-   .... 

^t<xngx  =  —  1,  tangx='\-l\, 

Anmerknng.  Diese  letztere  Reihe  k&nn  auch  direct  auf  folgende 
Art  abgeleitet  werden:  aus  den  Gleich.  (1)  und  (2),  §.  806,  folgt 
dnreh  Addition  und  Snbtraction  ( wieder  Y-^l  =i  gesetzt^ : 
e"  =  cos  X  '{'  i sin  X  =  eo8  X  {\  -{-  i tang  x )  und  e— *•'  =  co«  x  — • 
isin x  =  co«x(l  —  i tang x),  und  wenn  man  auf  natürliche  Loga» 
rithmen  übergeht:  xi=lcosx-\'Hl-\-i  tang  x)  und  —  xt  =  /  cos  x 
-^  l  Cl '^  i  tang  x) ;  diese  beiden  letztem  Gleichungen  von  einander 
abgesogen ,    erh&lt  man  ,    wenn   man  auch  gleich  durch  2  i  dividirt : 

endlich:  x  «■  tang  x  —  J  tang  x*  -f-  ^  tang  x*  — • . . . 

Beihen  zur  Berechnung  der  Ludolphischen 

Zahl  TT. 

§.  800.     Setzt  man  in  der  vorigen  Beihe  (8) 

80  erhält  man,  wegen  tang  x  =  tang  45^=1  ^  sofort  die  zu- 
erst von  Leibnitz  aufgestellte  Beihe: 

welche  jedoch  wegen  ihrer  zu  geringen  Convergeuz  zur  Be- 
rechnung selbst  nicht  brauchbar  ist. 

TT 

§.  SlO.    Dagegen  erhält  man  för  «  =  30^  =  -  aus  der 

1 


genannten  Beihe,    wegen  <aw^ 30^  = --7- ,   die   schon  besser 
conyergirende  B«ihe  I  =  ^^L  -  ^-1^  +  ^-A_.  _  . .  oder 

=  21/3(1-^  +  ^-^  +  ..). 


^  = 


§.  811.     Setzt  man  a  +  6  =  45°,  so  wird  (§.  22) 

*         /      1    7.\  tang  a '\- lang  h 

^  ^  ^         1  —  tang  a  tang  h 

und   aus   dieser  letztem    Gleichung  für   tang a  =  \9   sofort 
tang  b  =  ^.  Nun  ist  aber  wieder  nach  der  Reihe  (8),  wegen 

tang  a  =  ^  sofort  a  =  ^ ;  -|-  . .  und  wegen  tang  6  =  ^ : 

3  .  2 

6  =  ^ j  +  •  •  •  >  mithin  wenn  mi^  diese  beiden  Reihen 

9  •  3 

addirt ,  wegen  a  -f-  6  =  — ,  sofort : 

4         \1.2         3.2»    '     5.2»         '     /     '     \1.3         3 . 3»    "^  5 . 3»         *    /' 

Kach  dieser  von  Euler  herrflhrenden ,  cur  wirklichen  Berechnmig 
äusserst  bequemen  Reihe  findet  man  Ar  die  ersten  16  Decimalstellen : 
tr  »  31415926535897932. 

A  n  m  e  r  k.  Gestfttzt  auf  das  hier  angewandte  Verfahren  ,  den  Bogen 
von  45*  in  2  odsr  mehrere  andere  Bögen  sn  zerlegen,  deren  Tan- 
genten passende  Werthe  haben ,  lassen  sich  noch  viele  andere 
und  stärker  convergirende  Reihen  herleiten.  So  wird  z.  B.  ftr 
2a  +  6  =  45*  und    tang  a  =  ^  ,    woftLr  man   tang  6  =?  -f   findet : 

4'=^(r:i*^373^+-    J"^  \iT7"■sT7'■*"'••| 
F&r  4a  4~  ^  =  4^^  ^^^  tang  a  3»  | ,   wozu   tang  b  =  —  7^  gefanden 
wird ,  erhält  man  : 

4  = '^  (rrs'^rT' ■*"•  7  ~  (239  ■"3T239'» +••  •)• 

n.  8.  w.  [1,,  337,  ff.] 

Moivre* sehe  Binomialformel. 

§.    812.     Aus    den    Gleichungen   (1)   und   (2),    §.  306 
folgt y  fortwahrend  j/—  1  =  i  gesetzt: 

(a)     C08  a  zh.  i  sin  a  :=:  e^*'. 

Eben  so  ist  auch  aos  yzizisini/^^  e^*^ ,   mithin ,  wenn 
man  diese  beiden  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt : 

(fc)  (cos adzisin x)  (cos t/dzisini/)  =  cos (a?  +  y) ± t sin  (x  +^)» 

Setzt  man  in  (a)  x  ±  2r7t  statt  d?,  wo  r  jede  ganze  po- 
sitive Zahl  bezeichnen  soll;  so  erhält  man  wegen 

cos  (x  db  2rw)  =  cos  x     und     am  (dr  d=  2rw)  =  sin  ar. 
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«ofbrt :  €08 a dt  i 9in  a  =^  e^  *  ^' ^  ^^^^^  und  wenn  diese  Glei- 
chung zur   n^  Potenz   erhoben  wird ,    wo  n  jeden   Werth 

haben  kann :  (cos  x  db  i  sin  «)*•  =  e  ^  "*  ^'  ^  ^^\  und  endlich 
mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  (a),  wenn  man  in  der- 
selben n(a±  2nr)  statt  a  setzt : 

(1 )   {cos  xdzi  sin  x)*  =  cos  n(x  db  2rir)  db  i  sin  n{x  dz  2rir), 

"welche  Formel  unter  dem  Namen  der  Motvr eschen  Bino- 
mialformel  bekannt  ist*). 

§.  SIS.  Ist  in  dieser  Formel  (1)  n  eine  ganze  Zahl,  so 
erhält  man  für  die  Entwicklung  (da  cos  und  sinn(xdti2r'K) 
=  eos   und   sin  nx   wird) ,    wie   es    sein    soU ,    nur   einen 

Werth.     Ist  dagegen   n  =  —  ein   zur  kleinsten  Benennung 

gebrachter  Bruch  vom  Nenner  m,  so  erhalt  nian  für  r  =  0, 
If  2,  •  • .  m  —  1 ,  m,  m  4-  ly . . .  aus  n{x±  Zrit)  der  Beihe 

nach   die  Bögen:    —4?,    —x±  —  ir,,..— 4J± ic, 

m  tu  m  m  m 

(—x±28i:\f    I— 4?±  —  7r±2«ir|  u.  s.  w. ,    von   welchen 
m  /       \»i  m  / 

aber,  man  mag  nun  durchaus  die  obem  oder  untern  Zei- 
chen beibehalten 5  wie  man  sieht,  nur  die  m  ersten  (nicht 
eingeklanunerten)  verschiedene  Sinus  und  Cosinus,  da- 
gegen der  m  +  1.  mit  dem  1.,  der  w  +  2.  mit  dem  2.  u.  s.  w. 
denselben  Sinus  und  Cosinus  besitzen,  so,  dass  also  die 
Entwicklung  (1),  in  diesem  Falle,  wie  es  sein  soll,  m  und 
auch  nur  m  verschiedene  Werthe,  und  zwar  dadurch  lie- 
fert ,  dass  man  nach  und  nach  r  =  0 ,  1 ,  2 , . . .  (m  —  1) 
setzt.  Behält  man  jedoch  die  doppelten  Zeichen  bei, 
so  darf  man   zur  .  Gei^innung  dieser  m  Werthe ,  wie  leicht 


m 


zu  sehen,    diese   Substitutionen  bloss  bis  ?*= — ,  wenn  m 
gerad  und  r  =  — - — ,  wenn  m  ungerad  ist,  fortsetzen. 


^)  Eigentlich  verstand  man  darunter,  selbst  bis  auf  die  neueste  Zeit, 
die  speciellere :  (cos  x  ^i  sin  x)*  =:eaMnx  ^isin  nx,  welehe  aber  nur 
für  ganze  Zahlen  von  n  giltig  ist. 


SOS 


Denn  ist  m  gerad,  so  entsteht  für  r  = 1- 1  ein  Bogen, 

welcher  für  das  obere  oder   untere   Zeichen   denselben 
Sinus  und  Cosinus  besitzt,    wie  der  durch  die  zweit  vor- 

hergehende  Substitution  von  r  = 1  entstandene  Bogen 

für  das  untere  oder  obere  Zeichen;  dasselbe  gilt  von  den 

m 
2 

und  r  = 2  entstehen  u.  s.  w.    Ist  aber  m  ungerad. 


beiden  Bögen,  welche  durch  die  Substitution  von  r  =  — 1-2 


2 

m  •— *  1"*  »1-4-1 

SO  gibt  die   Substitution  von   r  = h  1  = einen 

Bogen,    welcher   für    das    untere   oder   obere   Zeichen 
denselben  Sinus  und  Cosinus  erhält,  wie  der  aus  der  Sub- 

stitution  von  r  =  — - —  für  das  obere  oder  untere  2iei- 

2 

chen;   dasselbe  gilt  für  die  beiden,   aus  den  Substitutionen 

2 


von  r  =  — - —  und  r  = entstehenden  Bogen  u.  s.  w. 


§.  814.    Für   ^  =  0  und  a  =  'n  erhält   man   aus   der 
Gleichung  (1),  §.  312  beziehungsweise: 

(2)  (4- 1)"  =  cos  2rnit  dtzi  sin  2rn'Kf 

(3)  (—  1)»  =  cos  (2r  +  1)  WTT  ±  i  sin  (2r  +  1)  nir, 

und  es  gilt  auch  von  diesen  beiden  Formeln  das  eben  An- 
geführte. Man  erhalt  nämlich ,  sowohl  für  (-|-  1)**  als  fbr 
( — 1)",   nur   einen   Werth,    wenn  n  eine  ganze   Zahl, 

dagegen  m  Werthe,   wenn  n  =  —  ist,    und  zwar  dadurch, 

dass  man  (mit  Beibehaltung  der  doppelten  Zeichen)  nach 

und  nach  r  =  0,  1,  2, . . .  —  oder  -  setzt ,  je  nachdem 

m  gerad  oder  ungerad  ist. 

§.  815.   Setzt  man  in  der  Relation  (i),  §•  312,  nx  statt 
a  und  y  =  =b2rn?r,  so  erhält  man 

(cos  nxzid  sin  na)  (cos  2r nir  ±  t  sin  2rn  tt) 

=  cos  n  (^  ±  2r  w)  ±  t  sin  n(xdtz  2^), 


nämlkh  dasselbe  Resultat ,  wie  in  der  Formel  (1),  §.  312, 
90,  dass  sich  also  diese  letztere ,  mit  KQcksicht  auf  die  to« 
lige  Gleichung  (2)  auch  so  darstellen  lässt: 

(4)    {eo8  x^imn  ^)"  =  (+  1)"  (cos  na  zfc  t  sin  na). 

Aus  dieser  letztem  Formel  folgt  auch  noch  fftr  a='n: 

(5)    ( —  1)*  =  (-}-  1)"  (cos  n ff  db  f  «in  n^), 

und   man   erhält  sonach  aus  diesen  beiden  Formeln,   wenn 

n  =  —  ist,   die  m  verschiedenen   Werthe,   indem  man  den 

m 

Werth  von  cos  na  dt  i  sin  na  und  eosn'Kdt.  i  sinnig  nach 
und  nach  mit  den  m  verschiedenen  [aus  (2)  zu  findenden] 

Werthen  von  (+  1)"*  multiplicirt. 

Für  ^  =  —  erhält  man  noch  aus  (4) : 

(6)     (±t)-  =  (-fl)-(co.^«±i«n^«), 
wofQr  dieselbe  Bemerkung  gilt. 

An  merk.     Versteht   man   anter   (1)^,   wie   bisher  ,''J  die   s&mmtli* 

chen  f»  Werthe  oder  Warzeln  von  1*",  dagegen  anter  l"*  nur 
den  einen,  gewöhnlichen  oder  sogenannten  arithmetischen 
Werth ,    and   macht    man    flberhaupt   denselben   Unterschied   auch 

zwischen  (a)^  und  (wenn  »  gebroehen  ist)  o*» ,  log  (a)  und  log  a 
n.    s.    w. ;    so    erhAlt    man    sofort    auch    die    m    Warsein    von 

•  i  1 

j/'  ^  a  sr  (^  af^ ,    indem   man  die   aritfametiache   Warzel   a"*  mit 

den  m  Wurseln  von  (:t  1)"*  der  Reihe  nach  maltiplicirt;  denn 
es  ist 

V"  dr  a  -  K  ±  1 .  Ka  =  (±  1 )  "•  a ". 
(Vergl.  auch  §.  181). 

§.  Sl«.    Da  sich  die  Formehi  (2)  und  (3),  §.  314,  mit 
Bücksicht  auf  jene  (a),  §.  312,  auch  so  darstellen  lassen : 

(7)    (4_  lY  =  e^ ^'•"•^  und  (-  1)-  =  « ^ (^'^  +  ^5 "'^ 

so  erhalt  man  daraus ,  wenn  man  natürliche  Logarithmen 
nimmt  und  überall  gleich  durch  n  abkürzt :  2(-|-  1)  =±2ri7r 
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und  Z( — l)  =  zfc(2r +  l)tff ;  woraus  sofort  folgt,  dass  so- 
wohl (wegen  r  =  0,  1,  2,...)  der  positiven ,  wie  der  nega- 
tiven Einheit  unendlich  viele  Logarithmen  zukommen,  dass 
aber  unter  den  ersteren  nur  einer  (jener  für  r  =  0),  unter 
den  letzteren  aber  gar  keiner  reell  ist.    Da  femer 

l(+a)  =  l(+l.a)  =  l(+l)  +  la  und 
Z(— a)  =  Z(— l.a)  =  i(— 1)  +  Z5 

isty  SO  gilt  dieses  überhaupt  fbr  jede  Zahl,  und  wegen 
log  A=^  MlAy  auch  ftb:  jedes  Logaritkmensjstem. 

Allgemeine   Auflösung   der   binomischen 

Gleichungen. 

§.  817.  Mit  Hilfe  der  vorigen  Formeln  können  wir 
nun  auch  die  oben  (§.  194,  Anmerk.)  erwähnten  binomischen 
Gleichimgen ,  welche  sich  immer  auf  die  Form  ^^1=0 
bringen  lassen   (ist  nämlich  y"  =  ±  ^ ,    so  darf  man  nur 

y  =  a?]/l4  setzen),  allgemein  auflösen. 


Für   die   Gleichung  ä — 1=0  hat  man  a?  =  (+l)" 

oder,  wenn  man  in  der  Formel  (2),  §.  314,  —  statt  n  schreibt: 

fi 

(a )     a=^co8  —  it±t8tn  —  -nr , 

n  n 

aus  welcher  Formel  man  die  n  Wurzeln  dieser  Gleichung 
durch   die   successive   Substitution   von   r  =  0 ,    1 ,    2  , . . . 

...  oder  — -— ,  je  nachdem  n  gerad  oder  ungerad  ist,  erhalt 

A  n  m  e  r  k.    Fdr   n   gerade  entstehen   2  reelle  Wnrseln  4-  1  ^^^ 

—  1   [aus  den  Sabstitationen   Ton  r  «»  0  und  r  s=  — ]  ;   filr  n   n  n- 

2 

gerade  nur  eine  reelle  Wnrtel   +  1    (aas  der  Substitution  ron 

r  =  0).     Alle   übrigen    Wurzeln    sind   i  m  a  g  1  n  ä.r    (und   entstehen 

ans   den   flbrigen   Werthen  von  r),   welche   (flbereinstiinmend  mit 

|.  164)  paarweise  conjngirt,   und  ftberdiees,  wogen 

(2r  .    2r    W       2r  .    .    2r    \ 

«w  — «-J-i#iii — 7rllc(W  —  n  —  tnn  —  ^1  =  1» 

r  e  0  i  p  r  o  k  sind. 


1.  Fftr  die  Gleichnng  9«—  1  =0  folgt  ans  (a): 

r  ,   .     r 

X  «a  CM  — -  «  i  t  «n  -—  IC , 
2  2 

und  man  erhält  daraus  ftr  r  —  0 ,  1 ,  2 ,  beziehungsweise  : 

a:  —  CO*  0  ±  I  «n  0  »»  1  ,    co»  -r-  ifc  » «a  rr  '^  i  *    "^^ 
CM  «  i  t  nn  TT  aa  —  1. 

Die  4  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  also:    -f"  1»    — 1»    "HV^ — * 
und  —  V—  1. 

2.  Für  die  Gleichung  x*  ^^  1  —  0  erh&lt  man  ans  (a) : 

2r        ,    .    .     2r 
5  9 

und  daraus  beziehungsweise  f&r  r  =  0 ,  1  und  2 : 

x  =  CMO^tWnO=l,    CO»  72*  ii«n72*  und 
CM  \A4  ^i  sin  1 44. 

Die  5  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  daher  (mit  Zuhilfenahme  der 
trigonometrischen  Tafeln) : 

1,  '3090170  ±  '9510565  l/—  1   und  —  '8090170  db  '5877863 1^  —  1. 

§.   818.      Aus   der   Gleichung  ^  -f-  ^  =  ^   ^<>lS^    ^^^ 
i 

80  «  =  ( — 1)",  und  wenn  man  in  der  Formel  (3),  §.  314, 

1 

—  statt  n  setzt: 
fi 

(ß)     a  =at  cos  I Itt  ±  1 8tn  I 1  tt, 

ans  welcher  Formel  wieder  die  n  Wurzeln  dieser  Gleichung 
erhalten  werden,  indem  man  nach  und  nach  r  =  0,  1,  2,... 

1  = oder  setzt ,  je  nachdem  n  gerad  oder 

SS  «  2b 

ungerad  ist. 

A  n  m  e  r  k.     Ist  n  g  e  r  a  d  ,    so  sind  die  s&mmtlichen  Wurzeln  imagi- 
när,   ist   dagegen    n   ungerad,    so    erhält   man    eine    reelle 

n  —  1 

Wurzel ,    und  zwar  aus  der  Substitution  von  r  = . 

2 

I.    Um  die  Gleichung  x^  4~  1  =  ^  aufzulösen .  hat  man  aus  der  Formel 

/Sr-f- 1\       .    .    .    /2r4-l\  ,   ^  ^ 

(ß):  x  =  co8i — - — l7r±t«ml — - — It?,  und  daraus  fAr  r  =  0, 

1,  2  beziehungsweise : 

X  ■«  CO*  i^ «  i  1  «n  J  TT ,     cos  ^n  ±:isin^  if    und 
co$^n  ~^i  tin  i  «. 


3.    Fflr  die  Gleichung  a:*  +  I  £=r  o  erhält  man 

und  daraus  für  r  =  0,  1  und  2  die  5  Wurzeln: 

x  =  oot^'n:^isin^'K,    oos^n^i »in f n    und 
cos  «  i  i  sin  w  =  — •  1. 


Eilftes  CapiteL 

Entwickelung  der  Sinus  und  Cosinus  der  vielfacheriy 
dann  der  Potenzen  dieser  Functionen  der 

einfachen  Bögen. 

§.  819.  Durch  die  wirkliche  Potenzirnng  des  Binoms 
cosadzisinx  erhält  man  aus  der  Gleichung  (1),  §.  312, 
wenn  man  gleich  die  reellen,  und  auch  die  imaginären  Glie- 
der fhr  sich  zusammennimmt: 

€08  n  (^  zfc  2r w)  +  i  «n  n  (a?  zfc  2rir) 
=  I  CO«  ^  —  1 2 1  ^^*  ^"^^  ^^  ^^  "I"  (4)  ^^*  ^^^'''^  sina*      ...  1 

+  1 1 1*1  cos  af^^  «inx  —  I  g  I  cob  a:^  «n  «•  +  •  -l » 

oder,  wenn  man  cosa^  herausnimmt  und  berücksichtiget, 
dass  im  Falle  n  gebrochen  ist,  die  sämmtlichen  Werthe 
yon  cosaf^  erhalten  werden,  indem  man  (§.  315,  Anmerk.) 
den  arithmetischen  Werth,  welchen  wir  unter  co8a^  ver- 
stehen wollen,  mit  allen  Wurzeln  von  (+1)"  multiplicirt, 
auch: 

(1)     C05  w  (j?  ±  2r  ff)  -}-  i  «in  n  (4?  ±  2r  w) 
=  (+  1)*»  cos  oAil  —  ^2)  Umg  x^  +  |j)  tang  x^  —  ..\ 

+  e((;;)  tangx  —  ^^  tangx*  +  . .  .jj, 

{^  =  —7'    ^=  +  t}' 

in  welcher  Formel,   da  innerhalb  der  angegebenen  Grenzen 
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it  —   der    Convergenz    [welche    Grenzwerthe    noch    mitbe- 

griffen  sind ,  wenn ,  §.  282 ,  (9) ,  n  positiv']  cos a  immer 
positiv  ist,  es  für  jeden  reellen  Werth  von  n,  wenigstens 
einen  reellen  Werth  von  cos^  gibt. 

§.  SSO.  Ist  n  eine  ganze,  positive  oder  negative  Zahl, 
so  hat  ( + 1 )"  cos  a^  nur  einen,  und  zwar  reellen 
Werth;  demnach  zerfallt  die  vorige  Gleichung  (1),  nach 
dem  Satze,  dass  die  reellen  und  imaginären  Theile,  fQr 
sich  genommen  beiderseits  einander  gleich  sind,  in  die  bei- 
den folgenden: 

(2)    cos  na=^co8af^  —  I  2  I  ^^^  ^'^'^  «m  «*  +  •  •  • 

(3)     «n  n^  =  I  "  l  cos  af^^  sinx  —  i  3  )  co«  a^  «w  j?*  -|-  •  •  •  > 

¥^nn  man  nämlich  die  Multiplication  mit  cosaf^  verrichtet 
und  die  2.  Gleichung  durch  i  abkürzt.  —  Für  den  beson- 
dem  Fall,  dass  n  positiv  ist,  brechen  diese  beiden  Reihen 
ab  und  sind  sonach  nicht  an  die  Bedingung  der  Convergenz 
gebunden.  Zugleich  lässt  sich  auf  diesen  erwähnten  Fall 
immer  auch  jener  zurückführen,  in  welchem  n  negativ 
ist ;  weil  (§.  11)  cos  ( —  w)  =  cos  (+  n)  und  sin  ( —  n) 
=  —  «in  (+  n)   ist. 

§.  S21.     Ist  dagegen  n  gebrochen   und  gleich  — , 

so  hat  (§.  314)  (+ 1)"*  m  verschiedene  Werthe,  wovon  nur 
einer,  wenn  m  ungerad,  und  zwei  reell  sind,  wenn 
m  gerad  ist.  Es  lässt  sich  daher  die  obige  Gleichung 
(1)  nicht  mehr  fftr  alle  Werthe  von  r,  sondern  nur  fELr  jene, 

fÖr   welche  (+!)**  reelle   Werthe  erhält,    also  (§.  317) 

beziehungsweise  fÖr  r  =  0  und  /•  =  0,  r= — ,  auf  die  vor- 

hin  angegebene  Weise  trennen.  Für  alle  übrigen  Werthe 
von  r  zerfällt  jedes  der  beiden  Glieder  im  2.  Theile  der 
Gleichung  (1)  in  einen  reellen  und  einen  imaginären  Theil, 


cos 


was  man  am  besten  sieht,  wenn  man  fiQr  (+1)**  den  Werth 
aus  (2),  §.  314,  substituirt.  Es  fällt  also  auch  die  Trennung 
der  Gleichung  (1)  durch  Gleichsetzung  der  rellen,  so  wie 
der  imaginären  Theile,   anders   aus  als  im  vorigen  §•     Man 

erhält   nämlich,    wenn   man  Kürze  halber  n  statt  —  stehen 

m 

lässt  und  die  obigen  Reihen  (2)  und  (3),  nämlich 

af^  —  (  2  I  ^^^  ^"~^  Mn  ^*  +  .  .  .  =  i2   und 

I  "  j  CO«  ^c**~"^  sin  X  —  I  g  I  cos  äf'^  sin  a*  '•\-  ,  .  ,  =  R    setzt ; 

(4)     cos n  (a?  ±  2r  w)  =  cos  2rn  w .  Ä  ±  ««'n  2 rn tt  .  Ä', 
(6)     sin  n  (ar  ±  2'rff)  =  ±  siii  2rnn .  R  -|-  cos2rn^ ,  Ry 

welche  beiden  Formeln  für  r  =  0,  wenn  lin  n  =  — I  m  un- 

gerad,  und  für  r  =  0,  r= — ,  wenn  m  gerad  ist,  wie  es 
sein  soll,  in  die  obigen  (2)  und  (3)  übergehen. 

Anmerk.    Da  diese  Formeln  (2)  —  (5),    den   Fall  ausgenommen,    in 
welchem  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  ebenfalls  nur  innerhalb  der 

Grenzen  x  =>  =^  -—  verlftssliche  Besnltate  liefern ;  so  wird  man  fftr 

4 

ausserhalb  dieser  Grenzen    liegende   Werthe   von   r ,    ^  "^  jr  -|-  /:  -^ 

setzen ,    und,  was  inuner  möglich  ist,    ftr  k  eine  solche  ganze  Zahl 

wählen ,    dass  der  Bogen  y  =  z  »->  ä;  -—  in   die    genannten  Grenzen 

4 

hineinflült.     (Für  x  =  125"  z.  B.  wird  ftr  i  —  2  sofort 

y=125  — 2-^  =  85*, 

welcher   Bogen    sonach  in  die  besagten    Grenzen    fiUlt;.     Hat    man 

cos  ny  und  sin  ny  nach  den  obigen  Formeln  gefunden,  so  kann  man 

nk 
dann  auch,    wegen  nx  =»  ity  + —-tt,    cos  nx  und  sinnx  leicht    be- 

4 

stimmen. 

§.  S22.  Die  obigen,  fbr  jede  ganze  Zahl  von  n  (die 
tiberdiess  auch  noch  immer  positiv  angenommen  werden 
kann)  geltenden  Formeln  (2)  ui^d  (3),  §.  320,  lassen  ^ich 
mit  geringer  Ausnahme,  auch  so  darstellen,  dass  darin  bloss 
die  Sinus  oder  Cosinus  vorkommen. 


Es  ist  nämlich  [(2),  §.  306]  (a)  2  co«  a?  =  «»*  +  —  oder 

fhr  c**  =  z,  auch  (ß)  2  co«  «  =  ^r  -j . 

Eben  so  ist,  wenn  man  in  (a)  ns  statt  j;  schreibt ,  und 
wegen  ä^' =  (€**)•  =  z»,  sofort:  (y)  2co«n4:  =  ;s*H . 

Setzt  man  jetzt  in  der  Formel  (a),  §.  127,  a=^z  und 
i  =  — ,  wodurch  y  =  a-f-6  =  jrH =i2c08ss  und  a A  =  1 

wird ;  so  erhält  man  z^  -| ,  d.  i. 

(1)     2cosna:  =  (2co8  a)r  —  n  (2eos  ä?)»^* 

wobei  für  n  =  1  und  2  (für  die  übrigen  Werthe  bricht  sie 
ohnehin  von  selbst  ab)  die  Beihe  beziehungsweise  nur  1 
und  2  Glieder  erhält. 

§.   tSt.    Es   ist  femer   eben   so   [(!)»   §•  306]    2t«tnd? 
=  z und   (i)  2%  sin  na  =  z^ .      Setzt    man    daher 

in  der  angezogenen  Formel  (a),   §.  127,  a^=:Zf  6  = , 

wodurch    a-^-b^^z =  2tm^    und    ab  =  —  1    wird, 

so  erhält  man,  je  nachdem  n  gerad  oder  ungerad  ist: 
:8«  ±  -^  =  i*  (2  ««4?)"  +  nir-^  (2  sin  «)*-• 

und  daraus  fhr  n  gerade  [Gleichung  (y)] : 

(2)  2co8na  = 

n 

{-l)^r(2«n«r)»— n(2«n;t)»-«  +  Y^2L=l^  .  .  1 

und  ihr   n  ungerade,   wenn  man   gleich   durch  i  abkürzt 
[Gleichung  (J)] : 

(3)    2  8innx=s 

(-1)  '^  r(2«n;r)-  — n(2«na?)'^«  +  !j-^^  .] 

Bwf't  Compmdiiun  d.  hSh.  Matk.  14 
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Potenzen   der  Sinus  und  Cosinus. 
§.  S24.     Aus    der   Gleichung  (a) ,    §.  322 ,    folgt   auch 

]  -4-  «*** 

2  co8a:  =  — -jj — ,  und  wenn  man  diese  Gleichung  zur  n.  Po- 

tenz  erhebt,  wobei  n  jeden  Werth  haben  kann,  ferner  die 
einzelnen  Glieder  der  Entwickelung  fl  +  e^^Y*  gleich  durch 
den  entstehenden  Nenner  ^  dividirt: 

Da  aber  nach  der  Formel  (o),  §.  312, 

^~'^'  =  cos  na  —  isinn  ;r, 
also  auch  ganz  allgemein 

(/i)  «— (w^*)»^«  =  €08  (n  —  a)a  —  t  sin  (a  —  a)  .r  ist ;  so  hat  man 
auch: 

2!^  €08  af*  =^  cos  n  X -{- i'^  \  cos  (n  —  2)x-\-  .  .  . 

—  i  [si7i  n  tT  -|-  I  "  I  «n  (n  —  2)  ^  -|-    .  .  .]. 

Wegen  cos  ( —  a)  =  cos  x  erhält  man  aus  dieser  Formel 
für  2"  C08  x^  noch  einen  zweiten  Ausdruck ,  wenn  man  statt 
^ ,  —  X  setzt ;  da  sich  aber  dadurch  bloss  das  Zeichen  der 
in  i  multiplicirten  Eeihe  (die  lauter  Siuus  enthält)  ändert, 
so  hat  man  allgemein : 

(1)  2* CO« ^  =  CO« n a?  -f  I  "  j co5(n—  2)ä  +  V^\ co«(n— 4)Jr+.. 
zhy—1  \8i7inx+  y  "  I  8in  {n—2)x-\-  /  ^  j  sin  (n  — 4)^  +  .  .  1. 

§.  325.    Auf  gleiche  Art  findet  man,  da  [(1),  §.  306] 

2i  sin  X  =  — —i —  = '—p- ist,  auch : 

(2t)»«n.ir"  = 

( — l)**!  (cosnx  —  isinnx) 

—  Ij  |[co«(n  — 2)^  —  1  «n(n-- 2).t']  +  .  .  .  |, 

mit  Rücksicht  nämlich  auf  die  vorige  Gleichung  (A).  Daraus 
folgt  für  n  gerad : 


«11 

(2)  2»m^  = 

{—lylcosna:      l\\cos{n      2)  a '\- i^\  cos  {n  —  4)«       ..] 

» 
—  (      1)*  ]/^  1 1  sinnx —  I  '*  I  9in(n — 2)x 

+  y^)9in{n  —  4)x—  ...  J 

und  fflr  n   ungerade   wenn  man   gleich   beide  Theile  der 
Gleichung  mit  i  =  ]A— 1  multiplicirt: 

(3)  2*«na?»  = 

(—  1)  ^  j  mnna — I  "  l«tn(n  —  2)^-{-  I  ^I^C^  —  4)« —  .  .  1 
+  (— 1)~]/— ifcoÄna?— (")(?o«(n  — 2)^ 

Anmerk.  Auch  ans  (1)  lAsst  sich  noch  eine  Formel  ftkr  sinx^  herleiten, 

Tf 

wenn  man  statt  x,  — : x  schreibt.      Ist  n  ein  Bruch  vom  Nenner 

2 

m,  so  mflssen  wieder  eosx^  in  (1)  nnd  sinx^  in  (2)  und  (3)  m  ver- 
schiedene Werthe  erbalten.  Man  findet  diese,  indem  man  den  einen, 
gewöhnlichen,  aus  den  Formeln  (l)— *(3)  gefundenen  Werih  von 
tos  X*  nnd  #tn  x«  mit  den  m  Wurzeln  von  (-f-  1)*  multiplicirt  — 
Zugleich  gelten  diese  Formeln,  da  man  (§.321,    Anmerk.)  x  immer 

als  «wischen und  +  — j-  liegend  annehmen  kann,   fftr  jeden 

4  4 

reellen  Werth  von  n,  den  man  flbrigens  auch   immer  als  positiv 

voraussetzen  kann;  weil  z.  B.  cMjr-^»-l  i  coaxf^  ist. 

§.  S28.  Ist  n  eine  ganze,  positive  Zahl;  so  ver- 
schwindet in  der  Formel  (1) ,  §.  324 ,  die  mit  Y —  1  multi- 
pHcirte  Reihe.  Denii  erstlich  bricht  diese  (§.  125)  mit  dem 
n-f-l-  Gliede  ab,  und  dann  sind  je  zwei,  von  den  beiden 
äussern  gleich  weit  abstehende  Glieder ,  immer  numerisch 
einander  gleich  und  mit  entgegengesetzten  Zeichen  versehen, 
wodurch  sie  sich  paarweise  aufheben;  erscheint  (was  für  n 
gerad  geschieht)  ein  mittleres  Glied,  so  ist  dieses  für  sich 
gleich  Null.  —  Auf  gleiche  Weise  verschwinden  auch  in  den 
Formeln  (2)  und  (3)  des  vorigen  §.  in  diesem  Falle  die  mit 
y      1  multiplicirten  Seihen. 
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§.  S27.  Für  diesen  Fall  oho»  von  n  ganz  und  posi- 
tiv, erhält  man  aus  den  allgemeinen  Formeln  {1),  (2)  und 
(3)  folgende  Relationen: 

Für  n  gerad  oder  ungcrad: 
4)  2^  co8af^  =  eo8na -\-nco8{n  —  2)^ 

,    n  (n  —  1)  ,  -V         , 

+ 12       cos{n  —  4)a+... 

Für  n  gerad: 

(5)  2*«maf  = 

» 

(      1)  "^  loMna?  —  n€08{n  —  2)j?+  "     T"   ^  cos{n  —  i)x — ..  1. 

Für  n  ungerad: 

(6)  2"«w«"  = 

( — 1)  ^  |«mn«      n8in{n — 2) «  +  f~^ **» (**      *)•'? — ••l- 

Dabei  ist  noch,  ftir  n  gerad: 
mn  na  dz  n  mn  {n  —  2)d?  +  T~5 —  sin  (n  —  4)a;  dz  .  .  .  =  0, 
und  fbr  n  ungerad: 
eosnx  —  nco8(n  —  2)a  4*  T     o       gog(»  —  4)« —   ...  =0. 

Alle  diese  Reihen  sind  so  weit  fortzusetzen,  bis  sie  von 
selbst  abbrechen,  also  einschliessig  bis  zum  n -^  1**"  Gliede. 


SIS 


Zwölftes  Capitel. 

Die  Elemente  der  Wahrscheinlichkeits  -  Rechnung. 

Erklärungen. 

§.  S28.  Die  mathematische  Wahrscheinlich- 
keit oder  Probabilität  irgend  eines  Ereignisses  ist  das 
Yerhältniss  der  das  Ereigniss  begünstigenden  zu  allen 
gleich  möglichen  Fällen,  und  wird  durch  einen  Bruch 
ausgedrückt  9  in  welchem  diese  beiden  Zahlen  beziehungs- 
weise den  Zähler  und  Nenner  bilden. 

So  ist  die  Wahrscheinlichkeit  mit  einem  gewöhnlichen  Würfel  eine  der  6 
Zahlen,  z.  R  jene  3  zu  werfen,  ^=-1^;  jene,  irgend  eine  der  beiden  Zahlen 
S  oder  8  zu  werfen,  =f  n.  s.  w. 

§.  820.  Die  Wahrsch.  also,  welche  für  das  EintrefFen  ir- 
gend eines  Ereignisses  Statt  findet,  wird  um  so  grösser,  je 
mehr  sich  die  Zahl  der  günstigen,  jener  der  gleich  möglichen 
Falle,  d.  i.,  je  mehr  sich  der  die  Wahrsch.  ausdrückende 
Bruch  der  Einheit  nähert.  Kann  von  allen  möglichen  Fäl- 
len keiner  dem  Ereigniss  entgegen  oder  ungünstig  sein ,  so 
wird  die  Wahrsch.  zur  Gewissheit,  und  sofort,  da  nun  Zähler 
und  Nenner  gleich  gross  sind,  durch  die  Einheit  ausgedrückt: 
die  Einheit  ist  sonach  das  Symbol  der  Gewissheit. 

8o  ist  die  Wahrsch.  mit  dem  genannten  Wllifel  irgend  eine,  gleich- 
^Itig  welche,  der  6  Zahlen  zn  werfen,  =i|=l, 

§•  SSO.  Die  Wahrsch.,  dass  irgend  ein  Ereigniss  nichts 
sondern  das  Gegentheil  davon  eintreffe,  heisst  die  ent- 
gegengesetzte Wahrsch.  des  erwarteten  Ereignisses,  und 
musB  zur  Wahrsch.  des  Ereignisses  selbst  addirt,  die  Einheit 
geben;  weil  es  gewiss  ist,  dass  dieses  Ereigniss  entweder 
eintrifft  oder  nicht  eintrifft. 

So  ist  im  ohigen  Beispiele  die  Wahrsch.,  dass  die  Zahl  8  nicht  ge- 
worfen werde  (wofür  5  F&lle,  nämlich,  dass  eine  der  5  übrigen  Zahlen 
1,  2,  4,  5,  6  fUlt,  günstig  sind),  —  |,  welche  sn  der  oben  gefundenen 
Wahrsch.  i  addirt,  in  der  That  die  Einheit  gibt    [I.,  378.] 
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§.  881.  Ausser  der  eben  betrachteten  Wahrscheinlich- 
keit, welche  auch  ein f  ache  pder  ab  solu  t  e  Wahrsch.  heisst^ 
unterscheidet  man  noch  die  relative  und  zusammen- 
gesetzte Wahrsch.  —  Unter  der  relativen  Wahrsch.  ver- 
steht man  die  Wahrsch.,  welche  entsteht,  wenn  man  bloss  jene 
Fälle,  die  zweien  bestimmten  Ereignissen  günstig  sind,  ohne 
Rficksicht  auf  die  noch  übrigen  möglichen  Fälle,  in  Be- 
tracht zieht. 

Die  Wiihrsch.  z,  6.  aus  einer  Urne,  welche  weisse ,  rothe ,  blaue  nnd 
sdi Warze  Kngeln  enthält,  eher  eine  weisse,  als  eine  schwarze  Kngel  zn 
ziehen ,  wobei  also  jene  Fille ,  in  welchen  man  eine  rothe  oder  biane 
Kugel  zieht,  nichts  entscheiden,  ist  eine  relative  Wahrschdnlichkeit. 

§.382.  Unter  der  zusammengesetzten  Wahrsch.  ver- 
steht man  die  Wahrsch.,  dass  zwei  oder  mehrere  von  einander 
unabhängige  Ereignisse  zusammen  eintreffen  werden ,  so 
wie  auch  die  Wahrsch.  eines  Ereignisses,  welches  von  dein 
Eintreffen  eines  oder  mehrerer  vorausgehender  Ereignisse, 
die  wieder  ihre  eigene  Wahrsch.  haben,  abhängt  oder  be- 
dingt wird. 

So  ist  z.  B.  die  Wahrsch.  mit  2  Würfeln  auf  einen  Wurf  den  Pasch 
66  zu  werfen,  eine  zusammengesetzte ;  weil  die  Ereignisse,  mit  dem  einen 
Wflrfel  die  6,  und  dann  auch  mit  dem  zweiten  Würfel  dieselbe  Zahl  zu 
werfen,  zusammen  eintreffen  müssen. 

Theilt  man  die  88  Karten  nach  den  Farben  in  Tier  Packete,  so  ist 
dieWahrsch,  das  Coeur -Ass  zu  ziehen,  ebenfiüls  eine  susanunengesetste; 
weil  man  zuerst  die  Hand  auf  das  rechte  Packet  (auf  jenes  der  Coeurs) 
legen,  und  dann  erst  daraus  das  Ass  ziehen  muss;  welch'  letzteres  Er- 
eigniss  offenbar  gar  nicht  eintreffen  kann,  wenn  nicht  das  erstere  schon 
Statt  gefanden  hat. 

Die  einfache  oder  absolute  Wahrscheinlichkeit. 

§.  8S3.  Bezeichnen  a  und  b  die  Anzahl  der  Palle, 
welche  beziehungsweise  einEreigniss  begünstigen  und  dem- 
selben entgegen  sind;  so  ist  die  Wahrsch.  für  da£  Ereigniss : 

©=  -TTJt  ^^^  ^^^  entgegengesetzte  Wahrsch.  desselben, 

6 

öl  —  ^qJi- 
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§.  SS4.  Zerfallt  das  mögliche  Eeenltat  einer  Handlung 
oder  eines  Versuches  in  mehr  als  zwei^  z.  B.  in  drei  Clas- 
sen,  so,  dass  von  drei  verschiedenen  Ereignissen  nothwen- 
dig  eines  eintreffen  muss,  und  sind  a  Fälle  dem  ersten,  b 
Fälle  dem  zweiten,  und  c  Fälle  dem  dritten  Ereignisse  gün- 
stig; so  sind  ihre  Wahrsch.,  wenn  man  a  4-  i  -f-  c  =  «  setzt, 

beziehungsweise :  cd  =  — ,  a  =  — ,  €i)"  =  — .      Zugleich  ist, 

wie  es  sein  soll,  die  Wahrsch.,  dass  von  diesen  drei  Ereig- 
nissen entweder  das  erste  oder  zweite,    oder  dritte  eintreffe 

=  ^-i — Z-f  =  1^  gleich  der  Gew^issheit.  —  Auf  gleiche  Art 

werden  die  Wahrscheinlichkeiten   ausgedrückt,   wenn   noch 
mehrere  Ereignisse  möglich  sind. 

§.  S35.  Beispiele  und  Aufgaben  über  die  einfache 
Wahrscheinlichkeit. 

1.  Wie  gross  ist  die  Wahrsch.,  mit  zwei  gewöhnlichen  Wtkrfehi  eine 
bestimmte  Summe  su  werfen? 

Es  können  überhaupt  die  Summen  2,  S,  4,  •  .  •  12  fallen,  die  aber 
keineswegs  alle  einerlei  Wahrsch.  fftr  sich  haben*  So  können  die  Sum- 
men 2  und  12  nur  auf  eine  Art  geworfen  werden,  indem  jeder  der  bei- 
den Würfel  beuehungsweise  l  und  6  zeigen  muss.  Die  Summe  6  da- 
gegen kann  schon  auf  fünf  verschiedene,  durch  die  Combinationen  1 5,  24, 
33,  42,  51  dargestellte  Arten,  wobei  immer  die  erste  Zahl  dem  ersten, 
und  die  zweite  dem  zweiten  Würfel  angehören  soll,  geworfen  werden. 
Da  nun  überhaupt  6' =  36  Fälle  gleich  mög^ch  sind,  indem  sich  die 
6  Felder  des  einen  Würfels  mit  allen  6  Feldern  des  andern  verbinden 
lassen;  so  ist  die  Wahrsch.  die  Summe  2  zu  werfen  =  ^1,^  (so  auch  die  ftLr 
die  Summe  12),  dagegen  jene  für  die  Summe  6  =»  ^g^.  —  Diese  Betrach- 
tungen auch  auf  alle  Übrigen  der  oben  erwfthnten  Summen  ausgedehnt, 
erhftlt  man  ganz  einfach  für  die  Wahrsch.,  beziehungsweise  die  Summe  2, 
3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  11  und  12  zu  werfen,  der  Reihe  nach:   ^V*  3V» 

A»  A>  A»  A»  A»  A»  A»  A  ^^  A-    ^^^^  i«^»  wie  es  sein  soll,  die 
Summe  aller  dieser  Wahrscheinlichkeiten  =  1. 

2.  Die  W.  finden,  dass  man  mit  3  Würfeln,  o)  die  Summe  9  über- 
haupt werfe ,  6)  dass  sich  darunter  zwei ,  und  nur  zwei  gleiche  Zahlen 
befinden,  c)  dass  alle  drei  Zahlen  gleich  sind,  d)  dass  dabei  der  erste, 
zweite  und  dritte  Würfel  beziehungsweise  die  Zahlen  2,  3  und  4  zeigt, 
und  e)  dass  diese  drei  Zahlen  ohne  Rüdksicht  auf  die  Ordnung  der  Wür- 
fel fiillen« 

a)  Da  ^ch  die  Zahl  9  (§.11 5)  auf  28  verschiedene  Arten  zu  3  zer- 
legen und  permntiren  l&sst ,   von    welchoi*  Anzahl  jedoch  der  Natur  der 
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fikMhe  nach  die  drei  Complexionen  711,  171,  117  anageichloMeii  bleibeo 
ao  sind  dem  fraglichen  EreigoiM  25  F&lle  gftnstig,  wfthrend  im  Ganzen' 
63  =  816  Fftlle  gleidi  möglich  sind.    Die  gesuchte  Wahrsch.  ist  demnach 
"^^V  (welche  zwischen  ^  nnd  (  liegt). 

6)  Da  der  Fall  mit  drei  gleichen  Zahlen  ansgeschlossea  sein  aoll, 
so  können  die  beiden  gleichen  Zahlen  nur  28  und  44,  also  die  dritte 
ungleiche 2^hl  beziehungsweise  bloss  6  und  1  sein;  da  femer  diese  dritte 
Zahl  jeder  der  drei  Würfel  zeigen  kann,  so  gibt  es  im  Ganzen  3  X  '=* 
günstige  Fftlle,  nnd  die  gesuchte  Wahrsch.  ist  demnach  =  ^f-^  »«  ^. 

e)  Da  die  Summe  9  nur  auf  eine  einzige  Art  mit  drei  gleichen  Zah« 
len  (8S3)  fallen  kann,  so  ist  hier  die  Wahrsch.  «»  ^^ir. 

d)  Auch  in  diesem  Falle  ist  die  gesuchte  Wahrsch.  ==  y}^. 

e)  Da  sich  die  Zahlen  834  sechsmal  permntiren  lassen,  oder,  waa 
dasselbe  ist,  da  die  Zahlen  234  auf  sechs  verschiedene  Arten  fallen  k6n* 
nen;  so  ist  hier  die  Wahrsch.  *— yf^  ""A- 

3.  Man  hat  die  13  BIfttter  ron  einer  Farbe  eines  ToUatftndlgen 
Spieles  ron  ^8  Karten  in  einen  Pack  gethan  und  gehörig  gemischt;  wie 
gross  ist  die  Wahrsch.«  dass  das  oberste  Blatt  xler  König  und  das  nftchste 
das  Ass  sei? 

Die  beiden  obersten  BIfttter  bilden    (auf  eine  gleich  mögliche  Weise) 

18      18 

eine  der  ' «*  78  Ck>mbinatiQnett  der  13  BIfttter  zu  8,  unter  denen 

1  •  a 

jene  von  Ass  und  König  nur  einmal  vorkommt;  es  ist  also  die  Wahrsch., 
dass  ohne  Rücksicht  auf  die  Ordnung,  das  oberste  Paar  Ass  nnd  König 
sei  =V^*  ^'^  *^''  ^^  ^"'^''  ^o*tii>^™t®>i  Ordnung  die  Wahrsch.  nur 
halb  so  gross  ist,  so  erhftit  man  iBr  die  gesuchte  Wahrsdi.:  i^;  was  man 
auch  findet,  wenn  man  berücksichtiget,  dass  jede  der  genannten  78  Oon- 
binationen  noch  zwei  Perrnntationen  sulftsst,  and  unter  diesen  ao  entste- 
henden 156  Complexionen  nur  eine  dem  fraglichen  Ereignias  günstig  ist. 
[I.,  383.] 

Die  relative  WahrBcheinlichkeit 

§.  S36.  Um  die  Regel  ftLr  die  relative  Wahrsch.  sogleich 
an  einem  Beispiele  zu  entwickeln,  soll  die  Wahrsch.  bestimmt 
werden,  mit  zwei  Würfeln  auf  einen  Wurf  eher  die  Summe 
7  als  jene  5  zu  werfen. 

Nach  dem  vorigen  §  (Beispiel  1)  gibt  es  für  die  Sum- 
men 7  und  5  beziehungsweise  6  und  4  günstige  Fälle,  und 
da  es  nach  dem  Sinne  der  vorliegenden  Aufgabe  6  +  4  =  10 
gleich  mögliche  Fälle  gibt,  so  sind  die  gesuchten  Wahrsch. 
beziehungsweise:  V\y=f  imd  T^y  =  5-  ^^  ^^^  ^^^^  die  ab- 
soluten Wahrsch.  für  das  Werfen  der  Summen  7  und  5  re- 
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spective  ^  und  ^  sind  (vorig.  §.),  so  findet  man  die  vo- 
rigen Resultate  auch,  indem  man  die  betreffende  absolute 
Wahrsch.  durch  die  Summe  beider  Wahrsch.  dividirt ;  denn 
man  erhält  dadurch  als  relative  Wahrsch.  für  die  Summe  7 
sofort^:  (A  +  7V)=A>  ^"d  fi^  ^®  Summe  5  eben  so 
A  •  (V\f  +  ^*r)  =^  t\t>  ^®  vorhin.  Auch  hier  ist  die  Summe 
der  beiden  Wahrsch.,  der  Natur  der  Sache  gemäss,  gleich 
der  Einheit;  weil  es  gewiss  ist,  dass  man  (da  die  übrigen 
Summen  unberiicksichtiget  bleiben)  entweder  eher  die  Summe 
7  als  jene  5,  oder  umgekehrt,  eher  die  Summe  5  als  jene  7 
werfen  wird. 

§.  337.  Sind  also  allgemein  a  Fälle  dem  Ereigniss  A^ 
b  Falle  dem  Ereigniss  JB,  c  Fälle  dem  Ereigniss  C  u.  s.  w. 
günstig,'  und  setzt  man  a-|-ft  +  <?  +  --  =  *;  so  sind  die  ab- 
soluten Wahrsch.  fhr  die  Erngnisse  -4,  By  C, . .  beziehungs- 
weise o  =  — r- ,    o'  =  — ,  o '  =  —  . . ,  also  die  Wahrsch.,  dass 

A  eher  als  B  eintreffen  werde:  ©= — r~  = — r-i-  •  und 
die  entgegengesetzte  Wahrsch.  nämlich,  dass  B  eher  als  A 
eintrifft :    d,  =  — i — r  =  — r-r-  5    also    wieder    o  +  «o,  =1. 

Eben  so  ist  die  Wahrsch.,  dass  A  eher  als  C  eintritt  =  — ?— tt 

=B= — 7 — ;  jene,  dass  B  eher  als  C  zutrifft  =     "    »^rn — 

U.    8.    W. 

Die  relative  Wahrsch.  eines  Ereignisses  wird  demnach 
erhalten,  indem  man  die  absolute  Wahrsch.  desselben,  durch 
die  Summe  der  absoluten  Wahrsch.  jener  beiden  Ereignisse, 
die  gerade  mit  einander  verglichen  werden,  dividirt. 

§•  838.  Beispiele  und  Aufgaben  über  die  rela- 
tive Wahrscheinlichkeit. 

1.  Eine  Urne  enthalt  6  weisse,  S  rothe,  14  blane  und  12  schwane 
Kugeln  (von  ftbrigens  gleicher  Beschaffenheit) ;  wie  gross  ist  die  Wahrsch., 
auf  einen  Zug  eher  eine  weisse,  als  schwarze  Kugel  sn  ziehen? 

Da  hier  die  absolute  Wahrsch.  Ar  das  Ziehen  einer  weissen  Kugel 
=  -(q^  jene  eine  schwarze  zu  ziehen  »*  \i  ist;   so   hat  man  ftlr  die  ge- 
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Buchte  relatire  W.,  wenn  man  gleich  durch  40 abkürzt:  w  =  •———  =  §; 

12 
ftr  die  des  Gegentheils:  «,  «      ,        —  },  and  sofort  «  +  «4=J-f'J— 1. 

6  -p  12 

2.  Ein  Spie]  von  16  Karten,  worunter  immer  4  von  derselben  Farbe 
sind ,  wird  unter  4  Spieler  yertheilt ,  und  dabei  ist  die  letzte  Karte 
Trumpf;  wie  gross  ist  die  Wahrsch.,  dass  der  Spieler^,  welcher  die  Kar- 
ten  nicht  gibt,  eher  einen,  und  auch  nnr  einen  Trumpf,  als  8,  und  swar 
auch  nur  3  Karten  yod  einerlei  Farbe  (z.  B.  3  Coeurs)  erhAlt? 

Da  (rücksichtlich  des  ersten  Punktes  der  Frage)  eigentlich  nur  15 
Eiirten  ausgegeben  werden,  worunter  sich  3  Trümpfe  befinden;  so  kann 

^K  1^  IQ  IQ 

A  seine   4  Karten  auf  — r — ^  '  » — -: ^  1365  yerschiedene  Arten  er- 

1.2.8.4 

halten*    Da  sich  ferner  nach  Hinwegnahme  der  8  Trümpfe  die  übrigen 

12  Karten  auf  — ,  '    ^ — ^— -  =  220   Tcrschiedene  Arten  zu    3  verbinden 

1.2.3 

lassen,  so  gibt  es  3  Mal  220,  d.  i.  660  Verbindungen  zu  4,  deren  jede 
Einen ,  und  auch  nnr  Einen  Trumpf  enthält ,  also  auch  eben  so  Tiele 
günstige  F&Ue;  es  ist  daher  die  absolute  Wahrsch.  für  das  erste  Ereignis«: 
M  =  VWV  — M'-H  («twas  kleiner  als  i). 

Da  sich  femer  (rücksichtlich  des  zweiten  Punktes  kommen  alle  BUU- 

1A        1K        1^1        1^ 

ter  in  Rechnung)  die  16  Blätter  auf  — -^ — 7r~~^ — "Z — '**  1820  verachie- 

1.2.3.4 

dene  Arten  zu  4  verbinden  lassen,   und  unter  diesen  Verbindungen  198 

mit  3  gleichen  und  einer  ungleichen  Farbe  enthalten  sind  (die  4  Coeui« 

4      3      2 
z.  B.   lassen  sich       *  ■    '      «■  4  Mal  zu  3  verbinden ,  und  jede  dieser 

1.2.8 

Complexionen  gibt  mit  jeder  der  12  übrigen  Karten  eine  Verbindung  zu 
4  von  der  verlangten  Eigenschaft;  also  gibt  es  4  X  12  -«  48  Verbindun- 
gen, deren  jede  3  Coeurs  und  eine  andere  Farbe  enth&lt.  Da  aber  das- 
selbe auch,  wie  von  Coeur,  Ar  jede  der  3  übrigen  Farben  gilt;  so  gbt 
es  in  der  That  4  X  ^  *-"  192  günstige  Falle),  so  ist  die  abeolute  Wahrsch. 
für  das  zweite  Ereigniss:  tu'  «■T^W'^itt  (zwischen  i  und  i^)*  Es  ist 
also  endlich  die  gesuchte  relative  Wahrscheinlichkeit: 

0)  220         _55.^^^^„ 

=  7^  («»was  <  t). 


(0  -{-  ü>'  220  -f  48  67 

Die  zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit. 

§.  339.  Um  die  Wahrsch.  fiir  das  Zusammentrefien 
der  beiden  Ereignisse  A  und  B^  denen  beziehungs- 
weise a   und   a'  Fälle   gQnstig,     h   und    6' Fälle    entgegen 

sein  sollen ,   welche  also  die  absoluten  Wahrsch.  o  =  — ^—r 
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und    w'  =    .  °  ..   besitzen ,  zu  finden ;  eo  gibt  es ,  da  die  a 

günstigen  Fälle  des  ersten  mit  den  </  günstigen  Fällen  des 
zweiten  Ereignisses  a  a' Verbindungen  geben,  also  beide  Er- 
eignisse auf  aa'  verschiedene  Arten  zusammen  eintreffen 
können,  auch  eben  so  viele  günstige  Fälle;  da  femer  im 
Ganzen  (a  +  ä)  (a  +  f>')  Fälle  auf  eine  gleich  mögliche  Art 
Statt  finden  können ,  so  ist  die  gesuchte  Wahrsch.  für  da» 
Zusammentrefien  beider  Ereignisse  (§.  333) : 

CO  =  7 — I    tN  /  .■  ,    ,  >N  =  00  CO  . 
(a  +  6)  (a  +  6  ) 

Auf  gleiche  Weise  findet  man,  dass  wenn  a>,  a>',  ©", . . 
beziehungsweise  die  einfachen  Wahrsch,  fhr  die  Ereignisse 
Aj  JÖ,  C,  .  .  sind,  sofort  die  Wahrsch.  für  das  Zusammen- 
trcfFen  aller  dieser  Ereignisse  CO  =  co  ©'  ©"  .  . ,  d.  i.  gleich 
dem  Producte  der  einfachen  Wahrsch.  der  einzelnen  Ereig- 
nisse ist. 

§.  S40.  Beispiele  und  Aufgaben  über  die  zu- 
sammengesetzte Wahrscheinlichkeit. 

1.  I>ie  Wahrech.  zu  bestimmen,  dass  man  mit  einem  gewöhnlichen 
W&rfei  die  Zahl  6  mehre  Male  hinter  einander  werfen  werde? 

Hier  ist  die  einfache  Wahrsch.  die  Zahl  6  zu  werfen  ^  ^,  mithin  die 
BQsammengeeetEte  Wahrsch.,  dass  diese  Zahl  S,  3,..  mMal  nach  einander 
iaUe,  beziehungsweise: 

«ine  Wahrsch.,  welche  um  so  kleiner  wird,  je  grosser  m  ist. 

2.  Nehmen  wir  das  in  §.  3S2  angef&hrte  Beispiel  und  suchen  die 
Wahrsch.,  auf  einen  zuftlligen  Griff,  aus  den  nach  den  Farben  in  4  Packete 
gctheilten  32  Karten  (ohne  zu  wissen,  von  weicher  Farbe  jedes  Packet 
ist)  das  Coeur- Ass  zu  ziehen. 

Die  Wahrsch.,  die  Hand  auf  das  Packet  der  Coeurs  zu  legen,  ist  =  |^, 
and  die  Wahrsch.,  daraus  die  bezeichnete  Karte  zu  ziehen,  '='i;  folglich 
ist  die  gesuchte  Wahrsch.  f&r  das  zusammengesetzte  Ereigniss  =»  i  •  i  =  i't* 
Oasselbe  Resultat  erhält  man  auch  f&r  die  einfache  Wahrsch.,  aus  einem 
wohl  gemischten  Spiele  Yon  82  Karten  das  Coeur-Ass  zu  ziehen ;  welcher 
FaU  auch  in  der  That  mit  dem  hier  behandelten  identisch  ist. 

3.  Wie  gross  ist  die  Wahrsch.,  dass  man  aus  einem  gut  gemischten 
Spiele  von  32  Karten  in  zwei  auf  einander  folgenden  Ztkgen  Ass  und 
KOnig  von  derselben  Farbe  in  beliebiger  Ordnung  riehen  werde? 
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Die  Wahrsch.,  auf  den  ersten  Zug  das  Ass  der  bestimmten  Färb«  sa 

sieben,  Ist  -«  ^V  >  ^^  Wabrsch.,  hjeranf  den  KOnig  derselben  Farbe  zn 

sieheUf  =^;  folglich  ist  die  Wahrsdi.,  dass  Beides  in  dieser  angeführten 

Ordnung  eintreffen  werde,    *»  ^ .  ^.    Da  aber  die  Ordnung  willkürlich 

sein  soll,    also  auch  jener  Fall,  in  welchem    zaerst  der  König  und  dann 

das  Ass  gezogen  wird,  ein 'günstiger  ist;  so  ist  die  gesuchte  zosammen- 

2 
gesetzte  Wahrsch.  doppelt  so  gross,  oder  =  -~ — -- .   Und  da  endlich  audi 

S2  •  31 

die  Farbe  nicht  .bestimmt  ist,  also  dieses  Ereigniss  in  allen  4  Farben  ein- 

treten  kann;  so  hat  man  zuletzt  fllr  die  zusammengesetzte  Wahrsck.  des 

«    .     .  2.4  1 

genannten  Ereigmsses :   u  =  ^^     ^^  =  — . 

Zu  diesem  Ereigniss  gelangt  man  auch   auf  folgendem  Wege:     Die 

88  •  31 
SS  Karten  können  auf    ,   '  ^    Arten  zu  2  rerbunden  werden,    worunter 

1.2 

aber  dem  fraglichen  Ereignisse  nur  4  Combinationen ,  nftmlich  jene  gün- 
stig sind ,  in  welchen  Ass  und  König  von  gleicher  Farbe  beisammen  lie- 
gen; man  hat  daher  ftür  die  einfache  Wahrsch.  dieses  Ereignisses,  wie  sn- 

4.1.2  I 

^^'^'      82  .  31    ""  124- 

4.  Von  2  Urnen  enth&lt  die  erate  3  weisse  und  1  schwarze,  die 
zweite  4  weisse  und  2  schwarze  Kugeln;  wie  gross  ist  die  Wahrsch.,  dass 
man  auf  einen  zuflUligen  Griff  in  eine  der  beiden  Urnen  eine  weisse  Kn- 
gel  ziehen  wird? 

Die  Wahrsch.,  in  die  erste  Urne  zu  greifen,  ist  »^  ^,  jene,  daraus  eine 
weisse  Kugel  zu  ziehen,  —  },  folglich  die  Wahrsch.  für  da«  Zusammen- 
treffen beider  Ereignisse  i»  ^ .  |  ■«  f .  Eben  so  ist  die  zusammengesetzte 
Wahrsch. ,  dass  man  in  die  zweite  Urne  greifen  und  dann  daraus  eine 
weisse  Kugel  ziehen  wird,  **  i-  •  f  "^  ^ ;  man  hat  daher  endlich,  da  beide 
diese  betrachteten  Ereignisse  dem  fraglichen  Ereigniss  günstig  sind,  für 
die  gesuchte  zusammengesetzte  Wahrsch.:  i-Hi""U* 

Genau  eben  so  findet  man  für  die  Wahrsch.,  auf  einen  zufUligen  Griff 
in  eine  der  beiden  Urnen  eine  schwarze  Kugel  zu  ziehen :  4^ .  i  -h  i  *  i  **  A* 
Wv  lebe  Wahrsch.  mit  der  vorigen  addirt,  wie  es  in  der  That  sein  soll,  die 
Einheit  gibt ;  indem  diese  Wahrsch.  die  entgegengesetzte  von  der  vorigen 
bildet  [I.,  392]. 

5.  Das  im  §.  335  angeführte  dritte  Problem  lässt  sich  einfacher  mit- 
telst der  zusammengesetzten  Wahrsch.  auflösen.  Denn  es  ist  die  WahrselL, 
dass  das  oberste  Blatt  der  König  sei,  <»tV)  j^^e,  dass  nachdem  diese 
Karte  weggenommen  worden,  das  oberste  Blatt  das  Ass  sei,  »"iV>  ^^^S- 
lich  die  gesuchte  Wahrsch. ,    dass  Beides  in  dieser  Ordnung  Statt  finde : 

i\r  •  tV  =  liv»  wie  a.  a.  Orte. 

6.  Die  Wahrsch.  zu  bestimmen,  dass  in  der  gewöhnlichen  Zahlenlot- 
terie, in  welcher  von  den  90  Nummern  jedes  Mal  5  gezogen  werden,  von 
2  besetzten  Nummern  wenigstens  eine  heraus  komme. 
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Die  Wahnch.,  dass  auf  den  ersten  Zug  eine  der  beiden  Nnmmem  her- 
aus komme,  ist  —  ^,  jene ,  dass  auf  den  zweiten  Zug  die  andere  gefto* 
gen  wird,  -«  ^ ;  midiin  die  Wahrsch.,  dass  Beides  geschieht,  — » ^ .  ^» 
Da  es  aber  hier  auf  die  Ordnung,  in  welcher  beide  Nummern  gezogen 
werden,  nicht  ankommt;  so  wird  diese  Wahrsch.  (da  steh  5  Elemente, 
womnter  9  gleiche  sind,  30  Mal  permntiren  lassen)  SO  Mal  so  gross, 
also  die  Wahrsch.,  dass  onterSZflgen  die  2  bestimmten  Nummern  her- 

SO  2 

aus  kommen  —  -— — -r-  —  - — -r .  —  Femer  ist  die  Wahrsch.,  das«  in 

90  .  89        9  .  89  ' 

diesen  5  Zügen  bloss  eine  der  beiden  Nnmmem,  z.  B.  die  erste,  komme 
^  A»  ^^  jene,  dass  die  andere  in  den  4  übrigen  Zügen  nicht  heraus- 
kommt, — «  1  -.  ^  =a  11^  also  die  Wahrsch.,  dass  Beides  sutrifffc,  b»  ^  .  |f ; 
da  femer  dasselbe  anch  in  Beziehung  auf  die  2.  Nummer  gilt ,  so  ist 
überhaupt  die  Wahrsch.,   dass  in   diesen  5  Zügen  nur  eine  der  beiden 

85 
Nnmmem  heraus  kommt ,  «■  2  •  ^ .  {f  ■«  — ; — -^.     Es   iat   also  endlieh, 

da  beide  betrachteten  Ereignisse  der  Erwartung  günstig  sind,  die  gesuchte 

Wahrsch.  ^  ^     ^^  +  j-^j  «  —  (nahe  =  i).     Zur  Übung  kann  man 

dieses  Resultat  auch  durch  die  einfache  Wahrsch.  zu  erhalten  suchen. 
[I.,  S93,  395.] 


Die  wiederholten  Verßuche. 

§.  Ml.  Gribt  es  m  Fälle,  welche  dem  Ereigniss  A,  und 
^  Falle,  welche  jenem  B  günstig  sind,  und  findet  bei  jedem 
neuen  Versuche  immer  das  nämliche  Yerhältniss  zwischen 
der  Zahl  der  Pälle  beider  Arten  Statt ;  so  kann  die  Wahrsch. 
ftkr  irgend  eine  Erwartung  nach  einer  bestimmten  Anzahl 
von  Versuchen  leicht  durch  die  zusammengesetzte  Wahrsch. 
gefunden  werden.  —  Nehmen  wir  z.  B.  ein  (m  +  «)  seitiges 
regelmässiges  Prisma,  wovon  m  Seiten  mit  A  und  n  Seiten 
mit  B  bezeichnet  sind,  und  setzen,  dass  damit  z.  B.  3  Mal 
hinter  einander  geworfen  werde;  so  können  dabei  folgende 
Fälle  eintreten:  Man  wirft  3  Mal  A^  oder  2  Mal  A  und 
1  Mal  B,  oder  1  Mal  A  und  2  Mal  J9,  oder  endlich  3  Mal 
B.  Bezeichnet  man  die  Wahrsch.  ftir  das  Eintreffen  von  A 
und   B   beziehungsweise    durch   a   und    b,    so   ist   (§.  333) 

a  =  —7 —  und  b  =     ?     ;  folirlich  die  zusammeniresetzte  W. 

für  das  erste  Ereigniss   AAA   sofort  a,a,a  =  a^;    für    das 
zweite  oder  AAB:  €U3ub^=^a^b,  und  wenn  dabei  die  Ord- 
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nuTig  nicht  bestimmt  ist  (also  ^^J5  3  Mal  permutirt  wer- 
den kann)  =  ^a^h'y  für  das  dritte Ereigniss  oder  ABB  =  ab\ 
und  ohne  Rücksicht  auf  die  Ordnung  =  3a6^ ,  und  endlich 
für  den  vierten  Fall,  d.  i.  für  BBB:  h.Kb=b\  Die  bei 
diesen  drei  wiederholten  Versuchen  vorkommenden  Wahrech. 
aller  dabei  möglichen  Fälle  sind  demnach,  wenn  die  Ord- 
nung nicht  bestimmt  ist:  a»,  3a* 6,  3a6»,  6^  nämlich  die 
Glieder  der  Entwickelung  von  (a+J)^. 

§.  3tf .  Durch  Fortsetzung  dieser  Betrachtungen  findet 
man  eben  so,  dass  die  einzelnen  Wahrsch»  fiir  alle  jene  Falle, 
welche  bei  n  wiederholten  Versuchen  eintreten  können,  durch 
die  Glieder  der  Entwickelung  von  (a  +-  6)",  d.  i.  durch  a", 

( '^  )  a»-i  * »  O  ^""^  6*,  •  .  6*  ausgedrückt  werden,  so,  dass 
nämlich  das  allgemeine  Glied  ^"^a^-^i^  die Wahrsch.  aus- 
druckt, dass  unter  n  Versuchen  oder  Würfen,  ohne  Rück- 
sicht auf  die  Ordnung,  An—p  Mal  und  B  p  Mal  eintreffe.  — 
Soll 'dabei  die  Ordnung  eine  bestimmte  sein,  so  darf  man 

darin  nur  den  C!oefficienten  auslassen,  d.' !•  (")  =  !  setzen. 

§.  a43.  Soll  endlich  die  Wahrsch.  bestimmt  werden,  dass 
unter  diesen  n  Versuchen  A  wenigsten  s  n  —  2  Mal eintriffi, 
so  sind  auch  jene  Fälle  dem  Ereigniss  günstig,  in  welchem 
^  n  —  1  oder  n  Mal  zutrifft ;  mithin  drückt  die  Summe  der 
ersten  drei  Glieder  der  vorigen  Entwickelung  die  gesuchte 
Wahrsch.  aus,  weil  man  in  diesem  Falle  eigentlich  die  Wahrsch. 
sucht ,  dass  A  n  Mal ,  oder  n  —  1  Mal ,  oder  n  —  2  Mal 
eintrifft.  —  Dagegen  ist  die  Wahrsch.,  dass  A  unter  n  Ver- 
suchen höchstens  n  —  2  Mal  eintritt ,  gleich  der  Summe 
der  ganzen  Reihe,  um  jene  der  beiden  ersten  Glieder  ver- 
mindert. Dasselbe  gilt  auch  in  Beziehung  auf  das  Ereigniss  Ä 

An  merk.  Da  hier  immer  o-|-&  *=  1»  also  auch  (a-j-  6)«  =-  1,  oder  die 
Snmme  der  gaDzen  Bcihe  gleich  1  ist;  so  ist  auch  die  Summe  ans 
der  Wahrach.,  dass  A  wenigstens  n  —  p  Mal  und  höchstens  n  —  p  —  1 
Mal  unter  n  Versuchen  eintrifft,  immer  gleich  der  Einheit  oder  Qe- 
wisshcit;  was  auch  sein  soll.  Zugleich  folgt  daraus ,  dass  es,  wenn 
HUT  Bestimmung  Irgend  einer  Wahrsch.  mehr  als  die  halbe  Anzahl  der 


Glieder  dieser  Reihe  snmmirt  werden  soll,  bequemer  ist,  die  Samme 
der  kleineren  Hälfte  von  der  Einheit,  als  Summe  der  ganzen  Reihe 
abzuziehen;  was  damit  übereinstimmt,  anstatt  der  gesuchten  Wahrach. 
die  entgegengesetzte  Wahrsch.  zu  bestimmen  und  sie  ron  der  Einheit 
abzuziehen:    [L,  398^ — 403.] 

§.  844.     Beispiele  und   Aufgaben   über   die   wie- 
derholten Versuche. 

1.  Wie  gross  ist  die  Wahrsch.  mit  einem  gewöhnlichen  Würfel  un- 
ter 4  Warfen  a)  die  Zahl  6  Einnjal,  also  3  Mal  eine  andere  Zahl, 
6)  diese  Zahl  6  wenigstens  2  Mal ,  and  endlich  c)  höchstens 
2  Mal  zu  werfen? 

Hier  ist  die  einfache  Wahrsch.  des  Ereignisses  Ä  sofort  a  =  | ,  also 
die  entgegengesetzte :  6  «-  ^  und  n  «-  4 ;  daher 

(a  -f  6>  =  {a+  hy  —  a*  +  4an  +  BaH*  +  Aah*  +  b*. 

a)  In  diesem  Falle  gibt  das  4.  Glied  dieser  Reihe  die  gesachte  Wahr- 
scheinlichkeit ;  diese  ist  nämlich :  4ab*  —  4  *  ^  *  4^j(  =  m, 

b)  Die  gesuchte  Wahrsch.  wird  hier  dnrch  die  Summe  der  8  ersten 
Glieder  dieser  Beihe  ausgedrdckt,  so,  dass  man  daiür  hat: 

1  +  4 .  5  4-  6  .  25         19 
6*  ■*  144' 

c)  In  diesem  Falle  erh&lt  man  die  Wahrsch.  durch  die  Summe  der 
8  letzten  Glieder  der  Reihe;  diese  ist  nftmlich 


6  .  25  +  4  .  125  +  625  _  Tg75 
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6*  1296       482 

2.  In  einer  üme  befinden  sich  4  weisse  und  6  schwarze  Kugeln; 
wie  gross  ist  die  Wahrsch.  in  6  Zikgen,  nach  deren  jedem  die  Kugel 
wieder  in  die  Üme  gelegt  wird,  2  weisse  und  4  schwarze  Kugeln  zu 
ziehen? 

Hier  ist  die  einfache  Wahrsch.  eine  weisse  Kugel  zu  ziehen  (die  W. 
ftr  das  Ercigniss  ^i) :  a  «»« ^  = } ,  und  jene  eine  schwarze  zu  zie« 
ben  (die  Wahrsch.  ftr  das  Ereigniss  B):  6  >=  A  ^^  I*  ^^^  gesuchte 
Wahrsch.  wird  durch  jenes  Glied  der  Entwickelnng  von  (a  +  6)*  ausge- 
drflckt,  welches  die  Form  Ka^b*  hat  (die  Exponenten  ron  a  und  6 
sind  die  Wiederholnngszahlen  von  A  nnd  £},   und  da  hier 

^      6.5.4.3.2.1       ,_ 
1.2.1.2.3.4 
ist ;  so  bat  man  fOr  die  pesachte  Wahrsch. : 

15a'6«=-15.A.TftV  =  AVj. 

3.  Man  wirft  ein  Geldstück,  dessen  beide  Seiten  beziehungsweise 
das  Gepräge  von  Kopf  und  Wappen  besitzen,  in  die  Hohe;  wie  gross 
ist  die  Wahrsch. ,  dass  in  2  Warfen  wenigstens  Einmal  Wappen 
fsUe? 
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Die  gesuchte  Wiihrsch.  Ist  =:a*  +  2ab,  wobei  a  =r  5  »  ^  ist,  also 
«B  }  +  1  =  i ;  v<>n  welchem  Ergebniss  man  sich  auch  leicht  durch  die 
einfache  Wahrsch.  Abenengen  kann.    [1.,  405.] 

§.  S45.  Zusatz.  Verändert  sich  nach  jedem  Ver- 
suche die  Anzahl  aller  Fälle,  wie  z.  B.  wenn  die  gezogenen 
Kugeln  nioht  wieder  in  die  Urne  zurück  gelegt  werden ;  bo 
treten  andere  Verhältnisse  ein,  und  man  findet  z.  B.,  dass 
wenn  A  m,  und  B  n  Fälle  für  sich  hat,  und  m  -}-  n  =  *  ge- 
setzt wird,  die  Wahrsch.  dass  nach  p  Versuchen,  nach  deren 
jedem  die  Summe  s  um  eine  Einheit  abnimmt,  A  p  —  q^ 
und  B  9  Mal  eintreffen  werde  = 


1.2 q  -"^   #(«--l)..       f#-p+l) 

ist  Auch  sieht  man  von  selbst,  dass  wenn  mehr  als  zwei 
Arten  von  Ereignissen  vorkommen,  man  statt  dem  Binom 
das  Polynom  in  Anwendung  bringen  mOsse.  —  Befinden 
sich  z.  B.  in  einer  Urne  3  weisse,  5  schwarze  und  4  röche 
Kugeln;  so  werden  beziehungsweise  die  Wahrsch.  f&r  alle 
bei  n  auf  einander  folgenden  Zügen,  nach  deren  jedem  die 
Kugel  wieder  in  die  Urne  gethan  wird,  vorkommenden  Er- 
eignisse, durch  die  Glieder  der  Entwickelung  von  (a-j-i  +  c)"» 
wo  a,  6,  c  der  Reihe  nach  die  absoluten  Wahrsch.  für  das 
Ziehen  einer  weissen,  schwarzen  und  rothen  Kugel  bezeich- 
nen, also  =^,  ^  und  ^^  sind,  ausgedrückt.     [I,  406.] 

Steigerung  der  Wahrscheinlichkeit  durch 

fortgesetzte  Versuche. 

§.  346.  Nach  §.  342  drückt  das  letzte  Glied  6»  der 
Entwicklung  von  (a  -|-  6)" ,  wobei  a  und  b  die  absoluten 
Wahrsch.  der  Ereignisse  A  und  B  bezeichnen,  die  Wahrsch. 
aus,  dass  unter  n  Versuchen  A  kein  Mal,  also  B  nMal 
nach  einander  eintreffen  werde.  Nun  wird  aber,  wegen  ft<l, 
b*  um  so  kleiner,  je  grösser  n  wird;  also  die  W.,  dass 
unter  n  Versuchen  A  gar  nicht  eintriift,  immer  kleiner, 
folglich  die  entgegengesetzte  W.  1  —  6* ,  dass  nämlich  A 
dabei  wenigstens  1  Mal  zutrifft,  immer  grösser.  Es 
lässt  sich  daher  die   Frage  aufwerfen,   für  welchen   Werth 
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von  n,  oder  nach  wie  viel  Versuchen  diese  W.  eine  be- 
stimmte Ghrösse  erreicht  haben  wird? 

§.  S4T.  Setzt  man  zur  Beantwortung  dieser  Frage  -die 
gegebene  W.  (welche  das  Ereigniss,  dass  A  unter  n  Ver- 
suchen wenigstens  Einmal  eintrifft ,  erhalten  soll)  =^9  so 
ist  die  entgegengesetzte  W. :  i"  =  1  —  g^  und  aus  dieser 

Gleichung,  wenn  man  Logarithmen  anwendet:  n= —    >       ; 

welcher  Ausdruck  sofort  zeigt,  dass  n  oder  die  Anzahl  der 
Versuche  um  so  grösser  sein  muss,  je  mehr  sich  h  oder  g 
der  Einheit  nähern- 

Beispiel.  Die  W.  mit  swei  Wflifeln  auf  einen  Warf  einen 
Fasdi  zn  werfen  ist  1«^;  nach  wie  Tielen  Vennclien  wird  die  W.  we- 
nigstens Einmal  einen  Pasdi  in  werfen  ^^9  nnd  nach  wie  vielen  Ver- 
suchen —  I  sein? 

Hier  ist  a»^,  ^-^t«  und  für  den  1.  Fall  ^  =  i;  folglich  nach 
der  vorigen  Formel: 

n^log\ilog\^log2iQog^^hgh)^  '30103 :  *07918  »  3*8 , 

oder  die  W.  Ar  das  genannte  Ereignist  nach  4  Versuchen  sdion  etwas 
weniges  grOsser  als  ^ 

FAr  den  %.  Fall  ist  ^  1- 1,  abo 

ft  —  %  4  :  Qog  6  —  fo^  5)  —  7«6, 
also  die  W.  nach  8  Versuchen  eben&Us  schon  grOsser  als  |, 

Regeln  beim  Wetten. 

§.  S48.  Eane  Wette  zwischen  zwei  oder  mehreren  Per- 
sonen kann  nur  dann  rechtmässig  genannt  werden ,  wenn 
der  Einsatz  eines  jeden  der  W«,  die  Wette  zu  gewinnen, 
proportional  ist.  Denn  nimmt  man  z.  B.  an,  dass  beim  ge- 
wöhnlichen Würfelspiele  von  6  Personen  jede  eine  der  6 
Zahlen  besetzt,  so  wird  offenbar  jeder  gleich  viel  einsetzen 
müssen ;  es  hat  aber  auch  in  der  That  jeder  der  Spieler  die 
nämliche  W.  für  sich,  das  Spiel  zu  gewinnen.  Uebemimmt 
nun  z.  B.  B  .5  Antheile  oder  vertritt  er  die  Stelle  von  5  Spie- 
lern, die  etwa  beziehungsweise  auf  die  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5 
gesetzt  haben ;  so  bleibt  Alles  dasselbe,  wenn  nur  B  seinen 
vorigen,  nämlich  den  jetzigen  Einsatz  des  A  6fach  leistet, 
und  sonach  mit  dem  Einsätze  5  gegen  A^  welcher  1  auf 

■arf*t  Gompsadlnm  d.  h9h.  Mtth.  25 
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die  Zahl  6  einsetzt,  wettet,  dasB  eine  der  5  übrigen  Zahlen 
von  1  bis  5  falle.  Aber  auch  in  diesem  Falle ,  dessen 
Rechtmässigkeit  einleuchtet,  verhalten  sich  die  W.,  die  be- 
ziehungsweise A  und  B  zum  Gewinnen  des  Spieles  haben, 
wie  ^  :  I  =  1 :  5 ,  d.  i.  wie  ihre  Einsätze. 

§.  849.  Setzen  also  2  Spieler  die  Summen  a  und  a', 
und  sind  ihre  W.  das  Spiel  zu  gewinnen  m  und  oi^  so 
wird  erfordert ,  dass  a  :  a'  =  ©  :  o'  oder  am' '=^  a'o  sei :  es 
müssen  nämlich  die  Producte  aus  dem  Gewinnste,  den  je- 
der hoflft,  in  die  W,  diesen  zu  erlangen,  d.  i.  die  mathe- 
matischen Hoffnungen  oder  Erwartungen  ein- 
ander gleich  sein. 

1.  ^  Wettet  A  gegen  B ,  dass  er  mit  8  WArfela  auf  einen  Warf 
die  Summe  5  werfen  wird,  so  müssen  sich  die  von  A  und  B  zu  lei- 
stenden Einsätze  wie  1 : 8  verhalten ;  weil  die  W.  die  Snmme  5  zn  wer- 
fen (§.  335,  1.)  =i,   also  die  des  Gegentheils  »>  }  ist. 

2.  Verspricht  A  dem  B  beim  Kopf-  und  Wappenspiel ,  wenn 
Wappen  auf  den  1.  Wurf  ftlllt  2,  und  wenn  es  erst  auf  den  2.  Wurf 
föllt,  4  Groschen ;  so  ist  die  mathematische  HoHnung  des  B^  da  die  ein- 
fachen W.  der  genannten  Ereignisse  beziehungsweise  \  und  \  sind,  so- 
fort :  2 .  J  -|-  4  . 1  =  2  Groschen  ;  und  eben  so  viel  miiss  auch  der  B 
dem  A  entgegen  setzen,  weil  Einsatz  nnd  Hoffnung  gleich  sein  sollen. 

Soll  aber,  ungeachtet  vielleicht  schon  auf  den  1.  Wurf  Wappen 
fiel ,  B  dennoch  die  4  Groschen  bekommen ,  wenn  es  auch  anf  den  2. 
Wurf  fllllt;  so  ist  jetzt  die  W.,  dass  Wappen  auf  den  2.  Wurf  f&Ut,  da 
nun  der  1.  Wurf  hierauf  keinen  Einfluss  hat,  ■*■  ^,  also  die  mathema- 
tische HoflFnung  des  B  =2.i-|-4.i=»3  Groschen ,  die  er  sofort  anch 
einsetzen  muss. 

Rechtmässige  Theilung   des  Einsatzes  vor 
Beendigung  des   Spieles. 

§.  350.  Sind  mehrere  Versuche  nöthig,  um  ein  Spiel 
zu  entscheiden  oder  zu  Ende  zu  bringen ,  und  wird ,  nach- 
dem bereits  einige  Versuche  gemacht  worden,  das  Spiel  vor 
dessen  Beendigung  abgebrochen;  so  kann  gefragt  werden, 
nach  welchem  Verhältnisse  der  von  den  Spielern  geleistete 
Einsatz  zu  vert heilen  sei.  Da  man  bei  jedem  Spiele  von 
dem  Grundsätze  ausgeht,   dass  jeder  Spieler  auf  den  gelei- 
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steten  Einaatz  verzichtet,  dagegen,  wenn  der  Zufall  über 
den  ganzen  Einsatz  noch  nicht  entschieden  hat,  zur  Ent- 
schädigung auf  diesen  Einsatz  ein  Recht  besitzt,  welches 
seiner  Hoffiiung,  d.  i.  seiner  W.  das  Spiel  zu  gewinnen, 
proportionirt  ist;  so  muss  eben  diese  Regel,  die  sogenannte 
Theilungsregel,  bei  allen  solchen  Theilungen,  wenn 
sie  rechtmässig  sein  sollen,   zu  Grunde  liegen. 

1.  Wettet  z.  B.  A,  mit  einem  Würfel  2  Mal  hinter  einander  die 
Zahl  6  zu  werfen ;  so  darf  er  (nach  dem  Grandsatze  in  §.  349  nur  die 
Snmme  1  setzen ,  während  sein  Gegner  B  den  Einsats  35  zu  leisten 
hat.  Gehen  die  Spieler  ans  einander,  bevor  noch  ein  Wurf  gemacht 
worden,  so  muss  natürlich  jeder  seinen  Einsatz  unverändert  zurück  neh- 
men, oder  es  muss  der  ganze  Einsatz  36  so  vertheilt  werden,  dass  da- 
von Ä  die  Summe  1,  und  B  die  Summe  35  erhält,  also  augenscheinlich 
in  demselben  Verhältniss,  in  welchem  in  diesem  Augenblicke  noch  ihre 
W.  das  Spiel  zu  gewinnen  stehen«  Hat  aber  A  bereits  Einmal  und  da- 
bei wirklich  die  Zahl  6  geworfen,  so  haben  sich  dadurch  die  Hoffnun- 
gen der  Spieler  ganz  anders  gestellt:  A  gewinnt  nun,  wenn  er  im  näch- 
sten Wurf  die  Zahl  6  wirft,  wofür  er  die  W.  =^  hat;  B  dagegen  ge- 
winnt, wenn  A  diese  Zahl  nicht  wirft,  wofar  die  W.  =  |  ist.  Vor  dem 
2.  Wurfe  rerhalten  sich  also  die  mathematischen  Hoffnungen  des  A  und 
B  das  Spiel  zu  gewinnen,  wie  1 : 5,  also  muss  auch,  falls  sich  die  Spie- 
ler Tor  diesem  2.  Wurfe  trennen ,  der  ganse  Einsatz  36  in  eben  dem- 
selben Verhältniss  getheilt  werden,  so,  dass  davon  A  die  Summe  6  und 
B  jene  30  erhält. 

2.  Zwei  Spieler  A  und  B  kommen  mit  einander  überein,  dass 
derjenige  den  ganzen  Einsatz  erhalten  solle,  welcher  zuerst  3  Partien 
gewinnt ;  nachdem  nun  A  bereits  2 ,  und  B  Eine  Partie  gewonnen  ha- 
ben ,  trennen  sie  sich ;  nach  welchem  Verhältniss  ist  jetzt  der  Einsatz 
zn  theilen?     - 

Wäre  das  Spiel  fortgesetzt  worden,  so  würde  A  dasselbe  gewonnen 
haben,  wenn  er  entweder  die  folgende  Partie  gewonnen  hätte,  wofür 
die  W.  =  i  ist,  oder,  wenn  er  diese  Partie  verloren,  dagegen  die  nächst 
folgende  gewonnen  hätte,  welches  zusammengesetzte  Ercigniss  sonach  die 
W.  i-i  =  i  fttr  sich  hat;  es  ist  also  in  dem  Augenblicke,  in  wel- 
chem das  Spiel  unterbrochen  wird,  die  mathematische  Hoffnung  des  A 
^=  ^-\-^=:^.  B  dagegen  würde  das  Spiel  nur  haben  gewinnen  kön- 
nen, wenn  er  die  beiden  folgenden  Partien  nach  einander  gewonnen 
hätte ,  wofür  die  zusammengesetzte  W.  =»  ,J^ .  ^=  |  ist ;  und  diess  ist 
zugleich  die  Hoffnung,  welehe  B  beim  Abbrechen  des  Spiels  hat.  Es 
muss  "also  zufolge  der  obigen  Regel  von  dem  ganzen  Einsätze  A  J  und 
B  I  erhalten,  so,  dass  wenn  z.  B.  jeder  32  Ducaten  gesetzt  hat,  A 
and  B  davon  beziehnngsweise  48  und  16  Ducaten  bekommen.  [I.,  413.] 

15* 
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Die  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori. 

§.  351.  Bei  allen  bisher  behandelten  Aufgaben  hat 
sich  das  Yerhältniss  der  günstigen  zu  allen  gleich  mögli- 
chen Fällen  aus  den  gegebenen  Bedingungen  immer  im 
Voraus ,  also  auch  die  W.  a  priori  bestimmen  lassen.  Ist 
dieses  Yerhältniss  aber  unbekannt,  und  soll  dieses  erst,  so 
weit  es  möglich ,  aus  Beobachtungen  abgeleitet  werd^i ;  so 
wird  die  darauf  gebaute  Wahrscheinlichkeit  eine  W.  a  po^ 
ateriori  genannt.  Kennt  man  z.  B.  die  Bedingungen  einer 
Urne  nicht  vollständig,  aus  welcher  die  Ereignisse  hervor- 
gehen; so  muss  man  alle  möglichen  Bedingungen  untersu- 
chen, unter  welchen  diese  Ereignisse  haben  Statt  finden 
können,  um  dafilr  wenigstens  eine  Art  von  mittlerer 
W*  zu  erhalten,  welche  der  wahren  um  so  näher  gebracht 
werden  kann,  je  zahlreicher  die  Erfahrungen  oder  angestell- 
ten Versuche  sind. 

§.  852.  Gesetzt  man  habe  aus  einer  Urne,  welche  3 
Kugeln  enthält,  davon  jede  entweder  weiss  oder  schwarz 
sein  kann,  so,  dass  man  die  wahre  Anzahl  der  weissen  und 
schwarzen  Kugeln  nicht  genau  kennt,  in  3  Zügen,  nach 
deren  jedem  die  gezogene  Kugel  wieder  in  die  Urne  gelegt 
wird,  2  weisse  und  1  schwarze  Kugel  gezogen;  so  können 
in  Betreff  der  Bedingungen  dieser  Urne  die  beiden  folgen- 
den, aber  auch  nur  diese  beiden  Hypothesen  aufgestellt 
werden :  die  Urne  enthält  a)  2  weisse  und  1  schwarze,  oder 
ß)  1  weisse  und  2  schwarze  Kugeln* 

Bezeichnet  a  die  W.  eine  weisse,  und  b  jene  eine 
schwarze  Kugel  zu  ziehen ;  so  ist  nach  der  ersten  oder  Hy- 
pothese a):  a  =  J,  ft  =  i,  und  nach  der  2.  ß):  a  =  -J, 
6  =  J.  Nun  wird  die  W.  2  weisse  imd  1  schwarze  Kugel 
zu  ziehen  (§«  342)  durch  8a^b  ausgedrückt,  folglich  ist 
diese  nach  den  beiden  Hypothesen  a)  und  ß)  beziehungs- 
weise 3.^.^  =  4  ^ind  3.^.^  =  ^.  Nach  der  2.  Hypothese 
ist  also  die  W.  des  beobachteten  Ereignisses  nur  halb  so 
gross  als  nach  der  ersten ;  es  ist  aber  auch  in  der  That  die 
2.  H3rpothese  weniger  wahrscheinlich  als  die  erste. 


§.  85S.  Da  aber  nach  der  Leichtigkeit,  mit  welcher 
die  aufgestellte  Hypothese  die  beobachteten  Ereignisse  her- 
beiftkhrt,  auch  der  Grad  der  W.  der  Hypothese  selbst  be- 
urtheilt  werden  muss ;  so  hat  man  folgenden  Grundsatz  auf- 
gestellt: die  W.  der  Hypothesen  oder  Ursachen  sind  den 
W.y  welche  daraus  für  die  beobachteten  Ereignisse  hervor- 
gehen,  proportional. 

Im  angefahrten  Beispiele  verhalten  sich  also  die  W.  heider  Hypo- 
thesen wie  2:1,  und  da  von  heiden  eine  nothwendig  Statt  finden  mnss, 
so  mnss  auch  (§.  329)  die  Summe  ihrer  W.  =  1  sein.  Ans  dieser  Be- 
merkung findet  man  sofort  die  W.  der  Hypothesen ,  indem  man  die  he- 
treffenden  Yerhältnisszahlen  2  und  1  durch  ihre  Summe  dividirt ;  es  ist 
nAmlich  die  W.  der  1.  Hypothese  —  j^,  und  die  der  2.  *^^  (denn  nun 
ist,  wie  es  sein  soll,  j  :  ^  =  2 : 1 ,  und  sugleich  }  4~  i  =  !)• 

§•  854.    Sind   allgemein  H,  H'^  H'\  ...  die  W.  der 

Hypothesen,  und  -4,  A\  A\  .  .  ,  beziehungsweise  die  dar- 
nach berechneten  W.  für  die  beobachteten  Ereignisse;  so 
ist  dem  vorigen  Satze  gemäss : 

H'.  A  =  K  X  A  =  H"  X  A'  ^  etc., 

und  daraus 

ir+Ä^+JT"  +  ..:^+^'  +  ^'  +  ..=^:^  =  J3^':^=etc. 

oder    wegen    H-^  H'  +  H'  +  .  .  .  =  1 ,    und    wenn    man 

il  +^'  +  ^"  +  . .  .  =  5  setzt: 

liS  =  HiA  =  H'iA  u.  s.  w. 
80,  dass  man  endlich  hat: 

-ö^=-j>   ^"^y    ^'^^5~"  "'  **  ^* 

So  hat  man  im  vorigen  Beispiele  A'^  i  und  A  '^'^ ,  mithin 
5«-^  +  il'«t,  und  daher  il=i:f  —  j,  und  ü'— J:^  — J,  wie 
vorhin. 

§.  S5Ö.  Sind  die  W.  der  möglichen  Ursachen  oder 
Hypothesen  ausgemittelt ,  so  kann  man  nun  auch  die  W. 
filr  ein  folgendes  Ereigniss  (nach  der  W.  a  priori)  fin- 
den. Es  darf  nämlich  nur  die  W.  des  erwarteten  Ereignis- 
ses nach  jeder  Hypothese  genommen,  und  diese  mit  der  W. 
der  betrefienden  Hypothese   selbst  multiplieirt  werden,   so 
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drückt  die   Summe   dieser  zusamsäengeeetzten   W..  die   ge- 
eucfate  W.  aus. 

So  ist  in  dem  vorigen  Beispiele  die  W.  auf  den  folgenden  oder  4. 
Zug  eine  weisse  Kugel  zu  ziehen  "^-f'J-hi-i^i)  ^^^  ^^^  ^*  ^^ 
schwarze  zu  ziehen  =i»i~\'i'i'=it  die  Summe  dieser  beiden  W. 
^^^  (  ~h  i  =  1 )  ^16  ^s  &uch  sein  soll;  weil  es  gewiss  ist,  dass  man  auf 
diesen  4.  Zng  entweder  eine  weisse  oder  eine  schwarze  Kugel  ziehen 
wird.     [I.,  418,  dann  vermischte  Beispiele  420  —  482.] 


Dritter  Abschnitt. 


Anwendung   der   Algebra    auf  die   Geometrie. 


Erstes  Capitel. 


Von  der  geometrischen  Construction  algebraischer 

Ausdrücke. 


§.  850.  JiSekanntlieh  lassen  sich  die  Linien ,  Flächen 
and  Korper  ebenfalls  durch  Zahlen,  d.  i.  arithmetisch, 
also  auch  algebraisch,  darstellen.  So  ist  z.  B.  ]/2 
die  Diagonale  eines  Quadrates  von  der  Seite  1 ;  ]/3  die 
im  Ejreise  vom  Halbmesser  1  beschriebene  regelmässige 
Dreieckseite;  2.3  =  6  die  Fläche  eines  Rechteckes,  dessen 
zusammenstossende  Seiten  2  und  3  sind ;  2.4.5  =  40  der 
Inhalt  eines  rechtwinkeligen  Parallelopipeds  von  den  Seiten 
2,  4,  5.  Und  eben  so  hat  man  allgemein  a&,  ac,  bc  fbr 
die  Seitenflächen  und  abc  fCkr  den  Inhalt  eines  solchen  Kör- 
pers, wenn  a,  6,  c  die  Zahlen  bedeuten,  welche  anzeigen, 
wie  oft  die  Linieneinheit  in  den  3  zusammenstossenden  Sei- 
tenlinien desselben  enthalten  ist. 

§•  S5Y.  Indem  man  aber  die  Linien,  Flächen  und 
Korper  arithmetisch  oder  vielmehr  algebraisch  darstellt, 
lässt  sich  auch  die  Algebra  auf  die  Entwickelung  und  Auf- 
lösung der  geometrischen  Sätze  und  Probleme,  und  zwar 
mit  um  so  grösserem  Vortheile  anwenden,  als  die  Algebra, 
sobald  sie  sich  nur  einmal  eines  Gregenstandes  bemächtigt 
Iiat,  dabei  immer  nach  bestimmten  und  festgesetzten  Regeln 
zu  Werke  geht  und  ans  Ziel  gelangt. 

§.  K6.  Um  das  Gesagte  gleich  durch  ein  Beispiel  zu 
erläutern,   wollen  wir  die  Aufgabe  auflösen:  eine  gegebene 
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Flg.  a  Gerade  AB  (Fig.  9)  ins  äussere  und  mittJere  Ver- 
bal tniss  ,  d.  i.  im  Puncte  C  so  zu  theilen ,  dass  das  grös- 
sere Stück  AC  die  mittlere  geometrische  Proportionallinie 
zwischen  dem  kleinern  Abschnitt  BC  und  der  ganzen  Linie 
AB  werde. 

Bezeichnen  wir  die  gegebene  Gerade  durch  a,  den 
grossem  Abschnitt  durch  a,  also  den  kleinem  durch  a  —  x; 
so  soll  der  Bedingung  gemäss  (1)  a  —  a  :  x  =  x  :  a  eein. 
Um  aber  die  algebraischen  Operationen  hierauf  anwenden 
zu  können  y  müssen  diese  Linien  a,  a:  und  a  —  x  zuerst 
algebraisch   ausgedrückt  werden.     Zu  diesem  Ende  nehmen 

wir  eine  beliebige  Linie  a  zur  Einheit  und  setzen  —  =  a', 
—  =  a';    so  sind  a'  und  a   die  Absolut-  oder  Verhältniss- 

a 

zahlen ,  welche  anzeigen ,  wie  oft  die  Linieneinheit  a  in 
den  Linien  a  und  x  enthalten  ist.  Mit  diesen  Werthen 
von  a^=ix,a  und  a^nx'  verwandelt  sich  die  vorige  Pro- 
portion (1 )  in  folgende :  aa  —  ax  :  ax'  =  ctx'  :aa\  oder 
(1')  a'  —  x' :  x'  =  x' :  a\  und  daraus  folgt  (da  man  es  nun 
mit  Zahlen  oder  algebraischen  Grössen  zu  thun  hat) 


(2')    .'  =  -£±1/«'.  +  ^. 

wobei  jedoch  von  den  doppelten  Zeichen  nur  das  obere  ge- 
nommen werden  darf,  weil  für  das  untere  der  Abschnitt  x 
negativ,  also  gegen  den  Sinn  der  Aufgabe  grösser  als 
die  gegebene  Linie  a  würde. 

§.  359.  Obschon  wir  nun  aus  dieser  Gleichung  (2') 
die  Zahl  af  wenigstens  näherungsweiee  berechnen,  und  we- 
gen AC  =  x  =  xai  den  gesuchten  Punct  C  dadurch  ange- 
ben könnten;  so  will  man  doch,  abgesehen  von  der  dabei 
immer  Statt  findenden  Ungenauigkeit,  gewöhnlich  die  geo- 
metrische Construction  der  gesuchten  Grössen ,  also  die 
geometrische  Bedeutung  der  gefundenen  Ausdrücke 
kennen  lernen.  Führen  wir  daher  in  die  gefundene  For- 
mel (2')  wieder  die  Linien  selbst  ein,  indem  wir  darin  bloss 
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x' =  —  und   a'  =  —  zu  setzen  .haben;    so  entsteht,    wenn 
man  auch  gleich  durch  a  abkürzt: 

(2)    .:=-l  +  l/a^. 

Diese   Formel,   in   welcher  die  Wurzelgrosse  offenbar 
die   Hypotenuse   eines   rechtwinkeligen   Dreieckes   von   den 

Catheten  a  und  —  vorstellt,  führt  nun  zu  folgender  geome- 

m 

trischen   Construction :    in    dem    Endpuncte  B  der  gegebe- 
nen Geraden  AB  errichte  man  auf  diese   das   Perpendikel 

BD^—j  ziehe  AD.  beschreibe  aus  D  mit  dem  Halbmes- 

2 

ser  DB  =  —  den  Bogen  BE  und  schneide  auf  der  Geraden 

AB  das  Stück  A E  von  A  bis  C  ab ;  so  ist  C  der  gesuchte 
Panct.     Denn  es  ist,   dieser  Construction  zufolge 


AC 


AD  =  yAB^  +  BD^  =  V/a*  +  ^  und 


A  n  m  e  r  k.  Die  algebraische  Aufiösang  dieser  Aufgabe  führt  also  ge- 
nau zu  derselben  Construction,  die  schon  in  den  Elementen  der 
Geometrie  vorkommt  und  aus  rein  geometrischen  Betrachtungen  her- 
vorgeht. Indess  machen  wir  darauf  aufmerksam,  dass  diese  letz- 
teren nicht  mehr  so  ganz  einfach  sind,  wahrend  die  algebraische 
Behandlung  spielend  und  fast  mechanisch  zu  dieser  Construction 
hinleitet. 

§.  880.  So  wie  das  eben  behandelte  Beispiel  zeigt, 
fordert  die  Anwendung  der  Algebra  auf  die  Geometrie: 
1.  das  Ausdrücken  oder  üebersetzen  der  gegebenen  Bedin- 
gungen in  die  algebraische  Zeichensprache,  2.  die  rein 
arithmetisch^  oder  algebraische  Entwiekelung  und  Bestim-^ 
mung  der  unbekannten  Grössen,  und  endlich  3.  die  Her- 
stellung der  geometrischen  Bedeutung  der  gefundenen  For- 
meln und  Ausdrücke  oder  ihre  geometrische  Construction. 

Anmerk.  1.  Aus  demselben  Beispiele  ersieht  man  auch,  durch  Ver- 
gleichung    der    Gleichungen  (1)   uncl  (1'),    dann  (2)  und  (2*),    dass 


»6   ___ 

man  schneller  und  einfacher  zur  Endgleichnng  (2)  gelangt,  wenn 
man,  ohne  erst  von  den  Linien  a,  x  anf  ihre  Verhältn isszahlen  a, 
X  und  von  diesen  wieder  auf  die  Linien  zurückzugehen,  x  unmit- 
telbar aus  der  Gleichung  (1)  bestimmt.  Allein ,  wenn  wir  uns 
auch  in  der  Folge  diese  Abkürzung  erlauben;  so  wird  dennoch, 
dem  wahren  Sinne  gemAss ,  immer  stillschweigend  TOrausgesetzt, 
dass  die  angenommenen  Buchstaben ,  während  der  algebraischen 
Operationen  nicht  die  Linien  selbst,  sondern  nur  ihre  VerfaAltnisa- 
zahlen  zu  einer  bestimmten  oder  beliebigen  line&ren  Einheit  be- 
zeichnen; denn  es  würde  durchaus  keinen  Sinn  haben,  wenn  man 
Linien  mit  einander  multipliciren,   dividiren  u.  s.  w.  wollte. 

A  n  m  e  r  k.  2.  Endlich  zeigt  dieses  Beispiel  noch ,  dass  die  Endglei- 
chung durchaus  von  einerlei  Dimension  (hier,  wo  eine 
Linie  gesucht  wird,  von  der  ersten)  oder  homogen  sei ; 
und  diese  Eigenschaft  findet  in  allen  Gleichungen  und  algebrai- 
schen Ausdrücken  Statt,  welche  aus  der  Anwendung  der  Algebra 
auf  die  Geometrie  hervorgehen,  sobald  man  n&mlich  jede  vorkom- 
mende Linie  ausdrücklich  durch  einen  Buchstaben ,  die  Fl&che 
durch  die  2.  und  den  Körper  durch  die  3.  Potenz  solcher  Buch- 
staben bezeichnet. 

Diese  Homogenität  wird  dagegen  gestört ,  sobald  eine  dieser 
Linien,  wie  z.  B.  in  der  Trigonometrie  der  Halbmesser,  zur  Ein- 
heit genommen,  also  mit  1  bezeichnet,  und  sonach  in  der  Multipli- 
cation,  Division  u.  s.  w.  ausgelassen  wird.  Diese  beiden  F&lle  sol- 
len bei  den  nun  vorzunehmenden  geometrischen  Constructionen  be- 
sonders behandelt  werden. 

Construction   der   homogenen   algebraischen 

Ausdrücke. 

§.  8G1.  Alle  vorkommenden  algebraischen  Ausdrücke, 
welche  einer  geometrischen  Construction  fähig  (nämlich  mit- 
telst Lineal  und  Zirkel  ausführbar)   sind,  lassen  sich  auf 

die  wenigen  Grundformen :  a=^AdzBy  x  =  -— -,  a  =  \^AJ3 

und  :t  =  \^A^d=iB^y  die  wir  sofort  der  Keihe  nach  durch- 
gehen wollen,  zurückftihren. 

§.  362.  Um  den  Ausdruck  a  =  a  —  J  +  o  +  rf  —  «, 
wobei  a,  b,  c,  dy  e  gegebene  Linien  bezeichnen ,  zu  con- 
struiren,  hat  man  auch  a  =  {a -\-  c -{- d)  —  {b-\-e)=^A  —  B. 
Man   nehme   daher   auf  einer   unbestimmten    Geraden   AN 


2«y 

(Flg.  10)  AB:^a,  J9C=c  und   CD  =  d\   so  ist  ^i>=afif.Mt 
-}-c4-d  =  -4.     Femer  trage  man   von  D  gegen  A  zurück, 
BE=h  vjAEF^e,   so  ist  DF=b  +  e  =  B;  folgUch 
AF=A  —  B  =  a. 

Auf   dieselbe    Art    wird    man    die    Ansdrflcke    x  =  2a,    x  — 56 

n.  t.  ir.,  und  da  man  jede  gerade  Linie  in  eine  beliebige  Aniahl  glei- 

3a  Ab 

eher  Theile  theilen   kann ,   auch  jene  x  =  — — ,   x  =—  -—-  u.  8.  f.  con- 

5  7 

stniiren. 

ah 


c 


§.    S6S.      Zur    Construction    des    Ausdruckes  a  = 

welcher  die  Proportion  c:  a  =  b:  a  liefert ,  darf  man  nur 
eine  vierte  Proportionallinie  zu  den  Linien  c,  a 
und  b  suchen.  Diess  zu  bewerkstelligen ,  zeichne  man  ei- 
nen beliebigen  Winkel  MAN  (Fig.  11),  trage  von  A  aus'ic-u. 
auf  den  einen  Schenkel  die  Gerade  c  bis  j5,  auf  den  an- 
dern die  Linie  a  bis  C,  und  dann  wieder  auf  den  ersten 
die  Linie  b  bis  D  auf,  verbinde  die  beiden  erstem  Puncte 
B  und  C  durch  die  Gerade  BC  und  ziehe  zu  dieser  durch 
den  3.  Punct  D  die  Parallele  JDE;  so  ist  -4^  die  gesuchte 
Linie  a.  Denn  man  hat,  zufolge  dieser  Construction,  ABiAC 

=  AD:AE,  d.  i.  c:a=b:AE,  also  AE=  —  =  a?. 

c 

(.  S64.    Der  Ausdruck  a?  =  -~  stellt  eine  dritte  Pro- 

6 

portionallinie  zu  b  und  a  vor,  indem  man  daraus  die  Pro- 
portion b:a=^a:  a  hat.  Da  diess  aber  nur  ein  speciel- 
ler  Fall  des  vorigen  ist,  so  ist  auch  die  Construction  die 
nämliche. 

A  n  m  e  r  k.  In  gewissen  Fällen  und  für  6  ^  a  kann  aach  die  folgende 
Construction  mit  Vortheil  angewendet  werden:  Ueber  der  Qeraden 
AB^^b  (Fig.  13)  beschreibe  man  als  Durchmesser  einen  Halb- yir.  i^ 
kreis ,  trage  ans  A  die  Linie  AC  =>  a  als  Sehne  ein  und  fiLlle  aus 
C  auf  AB  das  Perpendikel  CD]  so  ist  AD  ^e  gesuchte  3te  Pro- 
portionallinie x;  denn  man  hat.  wenn  noch  BC  gezogen  wird,  im 
rechtwinkeligen    Dreieck    AGB   bekanntiich   AB.AC^ACiAD, 

d.  i.   b:a^azADj   also  iii>  =  -7-  — x. 

0 
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§.  365.  Der  Ausdruck  x  =  \^ab  bezeichnet  eine  mitt- 
lere geometrische  Proportionallinie  zwischen  den  Geraden 
a  und  h ;  denn  man  hat  daraus  die  Proportion  a  :  «  =  a? :  J. 
Um   diese   Linie   zu   construiren,    trage   man    a)  auf  einer 

F««.  i&  unbestimmten  Geraden  ^iV  (Fig.  13)  AB  =  a  und  BC=b 
auf,  beschreibe  über  -4C=a  +  6  als  Durchmesser  einen 
Halbkreis,  und  errichte  auf  ÄC  in  B  das  Perpendikel  BD 
bis  zum  Durchschnitt  desselben;  so  ist  dieses  die  gesuchte 
Linie  a.  Denn  man  hat  (mit  Zuziehung  der  Hilfslinien 
ABy  CD)  in  dem  bei  D  rechtwinkeligen  Dreiecke  ADC^ 
AB:BD  =  BD:BC  oder  a:BD  =  BB:b,  also  BI)  = 
\/^ab  =  a,  —   Oder  man   trage    ß)  beide  Linien  von   dem- 

n»i*- selben  Puncte  A  aus,  d.  h.  man  mache  (Fig.  14)  -4jB  =  a, 
AC=b,  beschreibe  über  der  grossem  -4C  als  Durchmesser 
^  den  Halbkreis  und  erriclite  im  Endpuncte  B  das  Perpen- 
dikel BB;  so  ist  die  Sehne  ^Z>  die  gesuchte  Linie  ^. 
Denn  es  folgt,  wenn  noch  CB  gezogen  wird,  aus  dem 
rechtwinkeligen  Dreiecke  ABC  sofort  AB:  AB=^AB:AC 
oder  a :  AB  =  AB :  b  und  daraus  AB  =  \/^ah  =  d?» 

§.  366.     Der  Ausdruck   x  =  j/a*  +  b^  stellt  die   Hy- 

potenuse  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  vor,  dessen  Cathe- 

ten  a  und  b  sind.  Man  construire  daher  einen  rechten  Win- 

Fig.  i5u  kel  GAB  (Fig.  15),  schneide  auf  dessen  Schenkeln  AB=^a^ 

AC=b   ab   und   ziehe  BC;    so   ist   BC=VÄW+~ÄC^ 


§.  861.  Um  den  Ausdruck  a  =  ]/a*  —  b\  welcher  die 
Cathete  eines  rechtwinkeligen  Dreieckes  darstellt,  in  wel- 
chem a  die  Hypotenuse  und  b  die  andere  Cathete  ist,  zu 
construiren,  zeichne  man  wieder  einen  rechten  Winkel  CA  B 
Fif.  i6.(Fig.  16),  schneide  auf  dem  einen  Schenkel  AB  =  b  ab, 
und  durchschneide  den  andern  aus  B,  mit  dem  Halbmesser 

BC=a  in  C;  so  ist  AC  =  yBC^  —  AB^  =  ya^  —  b^  =  x, 

Hr.  17.  Oder  man  beschreibe  über  der  Geraden  AB=^^a  (Fig.  17) 

einen   Halbkreis ,    trage  in  diesen ,    von   A    aus ,    die  Linie 

AC^b   als   Sehne  ein;    so   ist   ofi'enbar  die  andere  Sehne 


BC  die  gesuchte  Gerade  x.     Oder  da  endlich 

x=:\/{a  +  b){a—b) 
ist,  80  kann  man  auch,  nach  §.  365,  zu  den  beiden  Linien 
a  +  fr  lind  a  —  b  die  mittlere  geometrische  Proportionallinie 
suchen. 

* 

§.  308,  Beispiele*  Dass  mm  überhaupt  jeder  homo- 
gene, rationale  oder  irrationale  Ausdruck  von  e  ine  r  Dimen- 
sion ,  in  so  ferne  bloss  Quadratwurzeln  vorkommen,  con- 
struirt  werden  könne ,  soll  in  den  nachstehenden  Beispielen 
gezeigt  werden, 

1.  Lm  den  Ausdruck  x  =  — ; —  zu  construircn,  setze  man  a:  ^  — ^ .  — . 

de  de 

a  h 
Sucht  man  daher,  nach  §.  368,  die  4.  Froport.<Linie— -j- =«ni,     so    ist 

tn  c 
X  »s  —  abermals  einer  solche  Froportionallinie  zu  e,  m  und  c. 

So'  6* 

2.  Um  den  Ausdruck  x  =  — r-r  zu  construiren,  schreibe  man  den- 

selben   auf  folgende  Art:  x  = . —  . .  — r,  suche  (§.  363)   zu  2c, 

2c       c        c        d 

3a* 
Sa  nnd  a  die  4.  Froport-Lmie  m=»-— ,  hierauf  zu  c,  m  und  6  die  Linie 

I  L 

n  «-» — ,  dann  wieder  zn  e,  n  mid  Ö  die  4.  FroporL-Iinie  p  = ;    so 

c  c 

n  h 

ist  endlich   x  =  ^-r  ^®  ^'  Froportionallinie  zn  d,  p  und  6, 

d 

3.  Um  die  Gerade  x  =» ■     zu    finden  ,     hat    man    auch 

ac 

X  = .      Sucht  man  daher  nach  den  vorigen  Beispielen  die  Li- 

c  ac 

njcn  —  =  m  und =»  »  >    so    wird    x  =  m  —  n    gleich    der   Differenz 

c  ac 

Eweier  geraden  Linien.     Oder  man  bringe  den  gegebenen  Ausdruck  auf 

die  Form  x  »  —  — -^,  suche  zu  den  Linien  a,  d  und  a  +  6 

ac 

die  4.  Froport. -Linie  m;  so  ist  x  =* —  ebenfalls  eine  solche  Fro- 

portionallinie zu  c,  m  und  (a  —  6). 

4.  Zur  Construction  des  Ausdruckes 

_  8a'+2«-6^g6'  +  c' 
'  2o*  — 3a6-f-6» 

bringe  man  diesen  auf  die  Form : 
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nnd  suche  wieder  die  Linien  m—  -— ,   n-i- — r-\  so  wird,   nachdem  die- 

a  a* 

ser  Brach  darch  a  abgekUrzt  worden, 

a  (Sa  -|"  26  "f-  »  — «") 
'""         2a  +  m  — 36     * 

Werden  femer ,  nach  §.  362 ,  die  Linien  />=:=3a+26-f'n  —  "*  ^^^ 
^e»2a-|-m  —  36  gesucht;  so  wird  endlich  x=  — ^«ine4jProport.-Linie 
sa  9,  a  and  p. 


5.  üin  den  Ausdrnck  a?  =  Va»—- 6* — c*  +  ^*  —  «*  ''^   constmiren, 
ordne  man  diesen  anf  folgende  Weise : 


suche,  nach  §.  366,  die  Hypotenuse  m  des  rechtwinkligen  Dreieckes  Ton 
den  Catheten  a  und  <f,  feiner  die  Hypotenuse  n  für  die  Catfaeten  6  und 
e,  so  wie  endlich  noch  die  Hypotenuse  p,  welche  den  Catheten  n  und  e 
entspricht;  so  ist  a"+rf*  =  fli*,    6*+c"  — n%    n«  +  «•=  6»+ c* -f- «' 

=p',  folglich  ir=:ym' — p'  die  2.  Cathete  eines  rechtwinkligen  Drei- 
eckes Yon  der  Hypotenuse  m  und  ersten  Cathete  p ,  welche  nach  §.  367 
gefunden  wird. 

6.    Dasselbe  Verfahren  dienet  auch   zur  Constmction  der   Quadrat- 

wurzeln  aus  Zahlen.  Ist  z.  B.  jc  =  V 10  ,  so  setze  man  x  «■  V^9  X  5* 
und  suche  (nach  §.  365)   zu  den  Linien  2  vnd  5  die  mittlere  Proportio- 


nallinie; oder  einfacher,  man  setze  :r  =  V^3'-^l*,  und  oonstmire 
Ausdruck  nach  §.  366.  —    Eben  so  ist  Ar  x  =  y  7,  auch 

X  =  K2*  +  2*— 1»,   Kll  —  y3*+l*  +  l»,  1^23  —  V'ö*— !•— 1« 

u.  s.  w.,  lauter  Ausdrücke,    die  zu  der  im  rorigen  Beispiele  behandelten 
Form  gehören. 

7.  Um  den  Ausdruck  x  -i>  Ya^-^bc  zu  constmiren,  kann  man,  nach 

§.  365,  die  Linie  m  ■-  V^6c  suchen,  wodurch  6c  *-  m*,  also x  =  |/a*"+»i* 
wird,    und  diese  letztere  Linie  nach  §.  366  bestimmen.     Oder  man  kann 

auch  2—  1/    *I<*H 1  setzen,  nach  f.  363,  die  Linie  »  —  —  con- 
stmiren, und  dann  x  *-  Ya  (a  -|-  n)  nach  §.  365  finden. 

An  merk.     Eben   so   leicht  können   auch   noch  zusammengesetstere  Aus- 
drücke dieser  Art,  wie  z.  B. 

^  _^  1   /^a*~8a«6  -h  6c« 
n.  s.  w.,  construirt  werden.     [IL,  14.] 
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CoTistruction  der  ungleichartigen  algebraiechen 

Ausdrücke. 

§.  S69.  Wir  haben  im  §.  360  (Anmerk.  2)  bemerkt,  dass 
die  aus  der  Anwendung  der  Algebra  auf  die  Geometrie  her- 
vorgehenden Ancdrftcke,  welche  sonst  immer  homogen  sein 
mfissen,  dadurch  ungleichartig  werden  kennen ,  dass  man 
von  den  Linien   eine  zur  Einheit   nimmt  und  durch  1  be^  j 

zeichnet.  So  gehen  z»  B.  die  gleichartigen  Ausdrficke  4?  =  —  { 


a 


HDdjg=  ^  jk  \^^r  9    wenn  man  asrsl  setzt ,   über  in  4?  =  ^ 

</*  +  «/ 

mida?=    J~2,   f  9    werden  sonach  ungleichartig  und  sind  in 
dieser  Form  zur  geometrischen  Construction  nicht  geeignet. 

§•  S70.  In  einem  solchen  Falle  bezeichnet  man  die  durch 
1  ausgedrückte  Linieneinheit  durch  einen  Buchstaben»  z.  B. 
a,  und  ftlhrt  diesen  in  den  ungleichartigen  Ausdruck  statt 
der  1  dergestalt  ein ,  dass  man  die  einzelnen  Glieder  der 
Gleichung  mit  den  nöthigen  Potenzen  von  a  multiplicirt 
oder  dividirty  um  dadurch  die  Homogeuität  in  der  ganzen 
Gleichung  herzustellen.  Ist  diese  zur  Einheit  genommene 
Linie  ot  nicht  gegeben,  so  wählet  man  eine  solqhe  nach  Will- 
kür ;  aber  dann  ist  natürlich  auch  die  zu  construirende  Linie 
unbestimmt. 

§.  Sn.    Beispiele. 

5 c> 

1.  8o  wird  der  Torige  Ausdruck  x  -i>  -^>t — 7  sor  Constmetion  dn- 

rf«  4-  «/ 

gerichtet,  wenn  man  die  dabei  sn  Grunde  liegende  Linieneinheit  durch  et 
bezeichnet  nnd  berflcksichtiget ,  dass  der  Bruch  (weil  x  eine  Linie  be- 
seichnet)  eine  Dimension,  folglich,  da  der  Nenner  deren  2  besitst,  der 
Z&hler  8  Dimensionen  erhalten,  also  b  mit  a>  nnd  c'  mit  x  mnItipHcirt 
werden  mnss.     Dadurch  erh&lt  man  den  homogenen  nnd  nach  den  Tor- 

hergehenden  §§.  leicht  zu  constmirenden  Ausdruck:  ar  =  ,   wo- 

bei  nämlich  ausser  den  rorigen  Linien  6,  c,  </,  e  und/  auch  noch  jene 
tt  gegeben  sein  muss,  oder  sonst  beliebig  angenommen  wird. 

2.  Eben  so  wird  der  ungleichartige  Ausdruck 


=  «'  +  *|/'— T+Ä 


Barg'«  Coinp«nd!um  d.  höh.  Math.  16 
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xnr  geometrischen*  Constnictioii  eingerichtet,  wenn  man  miter  der  Torigeo 
Vorauuetzung  schreibt: 

(Veigl.  f.  85,  Anmerk.) 

An  merk.  Bezeichnen  in  einem  nngleichartigeo  Ansdrucke  die  ▼orkom- 
menden  Bncbstaben  nicht  die  Linien  selbst,  sondern  nur  ihre  Ver- 
hältnis szahlen  zur  lineftren  Einheit;  so  stellt  sich  die  Gleichartig- 
keit von  selbst  her,  sobald,  wie  es  anch  die  geometrische  Conatmo- 
tion  erfordert,  daf&r  die  Linien  eingef&hrt  werden. 

Ist  z.  B.  T  acB  a  6',  nnd  sind  x\  a,  h'  die  Zahlen,    welche  ansei- 
gen,   wie  oft  die  Linieneinheit  a  in  den  betrefienden  Linien  jt,  a,  6 

enthalten  ist:    so  hat  man  ar' =■ ,  a  := ,  6'-» —  ,    und    da- 

a  a  « 

her,   wenn  man  diese  Werthe  snbstitairt:  —  =  —i-oder *  =• 


ein  Ausdruck,  welcher  nunmehr  homogen  und  zur  geometrischen 
Constroction  geeignet  ist.  [Construction  der  quadratischen  Glei- 
chungen n.,  17.] 
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Zweites  CapiteL 

Anwendung  der  Algebra  auf  die  Auflösung  einiger 

geometrischen  Aufgaben. 

§.372.     Aufgabe.     In  ein  gegebenes  Dreieck   ABC 
(Flg.  18)  ein  Quadrat  einzuschreiben.  ''»  '^' 

Auflösung.  Nimmt  man  die  Aufgrabe  als  gelöst,  und 
EFHG  als  das  gesuchte  Quadrat  an,  fällt  aus  C  auf  AB 
das  Perpendikel  CD\  so  kommt  es  offenbar  nur  darauf  an, 
den  Piinct  I  zu  finden,  durch  welchen  man  zu  AB  die  Pa- 
rallele A^JP  ziehen  muss,  damit  EF=^ID  werde.  Man  setze 
demnach  DI^^EF^=^x^    und    suche   zwischen  .t  und  dm 
Linien  des  Dreieckes,  die  sonach  bekannt  sind  ,   eine  T?<»ln- 
tion  zu  erhalten.  Dazu  folgt  aus  den  beiden  ähnlichen  Drei- 
ecken ABCwvkA  EFCf    deren  Grundlinien    sich  wie  ihre 
Höhen  verhalten.  AB  :  E F=  CD  :   (77,  oder,  wenn  man 
AB'=^a   und  CD^=-h  setzt,  auch  a  :  a  =  h  :  h—x,  wor- 
aus  man    sofort   x  =  — ^^  ,    nämlich   eine  4.  Proportional- 
linie zu  a  +  A,  a  und  h  erhält.     Um  diese  sogleich  mit  Be- 
nützung der  Figur  zu  construiren,  nehmen  wir  den  Winkel 
CJJBf  und  schneiden,  da  schon  i?  (7=  7t  ist,  auf  dem  ver- 
längerten   Schenkel  DB^    die   Stücke  J)K=  A  B  =  a  und 
KIj=  CI)  =  h  ab;    so    ist  I)L  =  a-{-L      Verbindet  man 
ferner  X  mit  C,  und  zieht  zu  dieser  Verbindungslinie  durch 
K  die  Parallele  KI ;  so  schneidet  sich  dadurch  auf  der  Ge- 
raden   CD  der   gesuchte  Punct  /  ab.     Denn  es   ist  dieser 
Construction  zufolge,  DL  :  DK=D  C  :  DI  oder 

a-\-h  :  a  =  h  :  D 1=  — r- r  =  a» 

§.  SYS.     Aufgabe.      In   der   Seite  A  C  des  Dreieckes 
A  C  JB  (Fig.  19)   einen  Punct  D  von  solcher  Beschaffenheit  n».  w. 
zu    findcij,    dass   die  durch   ihn  zu  ^J3  gezogene  Parallele 
DE  einer  gegebenen  geraden  Linie  n  gleich  werde. 
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Auflösung.  Nimmt  man  wieder  die  Aufgabe  als  ge- 
löst und  D  f&r  den  gesuchten  Punet  an,  so  hat  man  die 
Proportion  ACiAB^=^DCi  DEy  oder,  wenn  xobhAB 
=  ay  AC='b  und  AD=^x  als  die  unbekannte  Entfernung 
des  Punctes  D  von  A  setzt ,  auch  '(p)   b  i  a=^b  — «  :  «, 

und  daraus  (a)  4?  =.^^^,  namUch  eine  4.  Proportional- 

linie  zu  o,  ft  und  a  —  fu 

Um  diesen  Ausdruck  zu  oonstruiren,  wird  man  glack 
den  Winkel  GAB,  auf  dessen  Schenkehi  schon  die  Linien 
a  und  b  aufgetragen  sind,  benützen,  und  nur  noch  von  B 
gegen  A  hin  ,  B  F=^  n  abschneiden  und  durch  F  mit  B  C 
parallel  die  Gerade  FD  ziehen,  um  sofort  den  gesuchten 
Punct  D  zu  erhalten;  denn  man  hat  dadurch 

AB : AC=AFi AD    • 
oder  a  :  b=^a  —  n  i  AD.  also  ^ jD  = -^^•^^^=«. 

'  a 

§.  S74.  Discussion  dieses  Resultates.  So  lange 
w^a  ist,  bleibt  x  in  der  Gleichung  (a)  positiv,  also  der 
Punct  i>,  wie  ursprünglich  angenommen  wurde,  zwischen^ 
und  (7.  Für  n=^a  wird  ^  =  0,  also  fällt  D  auf  A  und  es 
leistet  die  Linie ^2?  selbst  der  Aufgabe  Genüge.  Ffirn^a 
endlich  wird  a  negativ,  imd  man  hat,  wenn  das  Zeichen 
ausgesetzt  oder  sichtbar  gemacht  wird: 

Um  nun  den  wahr^i  Sinn  dieses  negativen  Resultates 
zu  erfahren,  verwandeln  wir  in  der  obigen  Proportion  (p) 
die  Grosse  x  m  —  ;ir ;  so  entsteht  &  :  a  =  6  4~  ^  :  n,  und  da 
dadurch  nichts  weiter  als  !>  —  x  in  b-^-x  verändert  wird, 
so  folgt  daraus,  dass  in  diesem  Falle  der  gesuchte  Punct  2> 
nicht,  wie  es  bei  der  Differenz  b — x  der  Fall  ist,  zwischen 
A  und  C,  sondern  nun  in  der  Verlängerung  von  CA 
Hegt.    Diess  vorausgeschickt,  hat  man  jetzt  aus  der  letztem 

Proportion  sofort  «  =  -^^ -;    es  wird  also  durch  daa  der 

Formel   (ß)   vorstehende   Zeichen  —  angedeutete   daas    (f&r 
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n>a)  der  Panct  D  nicht  mehr»  wie  mao  bei  der  Bildung 
der  ersten  Proportion  stillschweigend  vorausgesetzt  hat,  von 
A  gegen  Clan,  sondern  in  gerad  entgegengesetzter 
Hichtung  von  A  gegen  C  hin  liegt. 

Was  endlich  die- diessfällige  Constrüctioit  betrifft ,  so 
darf*  man  nur  BA  verlängern,  BF  =^n  auftragen,  und 
durch  r  mit  CB  die  Parallele  FIT  fthren,  um  sofort  den 
gesuchten  Punct  U  abzuschneiden;  denn  man  hat  dadurch 
AB  :  AC=AF'  :  AU  oder 

a 

Anmerk.  Da  also  die  negatiye  Auflösung,  die  man  in  diesem  Bei- 
spiele Ar  n  >•  a  erh&lt,  nichts  anderes  anzeigt,  als  dass  dieursprong- 
Mch  im  Sinn  gehabte  Lage  des  Punctes  D  in  Bezug  auf  A,  die  auch 
so  lange  gilt,  als  fi<;  a  bleibt,  för  ii  >•  a  nicht  mehr  Statt  hat,  son- 
dern in  die  gerad  entgegengesetste  Übergeht;  so  mnss  man  diese  ne- 
gative Auflösung  auch  vermeiden  können ,  sobald  man  den  festen 
Punct,  von  welchem  aus  die  gesuchte  Distaas  gezählt  wird,  so  an- 
aimmt,  dass  dieser  Punct  niema!»  zwischen  die  Puncte  D  und  jy 
der  Auflösung  zu  liegen  kommen  kann.  Und  in  der  That,  w&hlt 
man  C  Ar  diesen  festen  Punct,  und  setzt  CD  =  x;  so  hat  man  aus 

bn 
der  obigen  Proportion  (p)  6  :  a  —•  x  :  a,  und  daraus  «  «-  — ,    also 

d 

einen  Ausdruck  fllr  x ,  welcher  unter  keiner  Bedingung ,  mag  auch 
n  noch  so  gross  sein,  negativ  werden  kann.  —  Dieser  Ausdruck 
zeigt  aber  ebenfalls  wieder,  dassftlriKia,  n=a,  n >•  a beziehungs- 
weise x<:h,  xs=b  «id  x:>b  wird,  BOy  dass  dadurch  der  Punct  D 
der  Bejhe  nach  zwischen  C  und  ^  in  ^  selbst ,  und  endlich  in  der 
Verlagerung  von  CA  li^ 

§.  S75.    Aufgabe.    Zwei  parallele  Linien  PQ,  MN 
(Fig.  20)  und  ein  Punct  A  sind  gegeben ;   man   soll  durch  »s- » 
diesen  eine  Gerade  AF  ^o  ziehen»  dass  der  zwischen  die  Pa- 
rallelen  fallende   Abschnitt   EF  einer   gegebenen   Linie  n 
gleich  werde. 

Auflösung.  F&Ul  man  aus  A  auf  MN  das  Perpen- 
dikel AB,  BO  kann  man  AB  und  CB  als  bekannt  an^^hen 
und  sofort  AB  =  a  und  CB  =  b  setzen.  Sieht  man  ferner 
die  Aufgabe  als  gelöst  und  ^:F  als  die  gesuchte  Gerade  an» 
80  bat  man  oSenhsxAFi  EF^^AB :  CB  oder  AFi  n^aib. 
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al^«o  A  F=  -r- .     Es  ist  aber  auch  ,    wenn  man  ,   da   ea  nur 

b 

darauf  ankommt ,    den  Punct  F  zu   finden ,   B  F^=  o*  setzt, 
aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  AB  Fi 

BF^^y/AF^-^AB^  d.  i.  x=^^!^y^-=^, 

so,  dass  man  für  x  zwei  Werthe  oder  eine  doppelte  Auf- 
lösung der  Aufgabe  hat. 

Um  diese  Werthe  zu  construiren,  beschreibe  man  sub  C 
mit  dem  Halbmesser  CD^=  CU  =  n  einen  Kreisbogen,  so 
ergeben  sieh  auf  der  Geraden  MN  die  Durchschnittspuncte 
IJ,  D';  zieht  man  dann  noch  zu  den  Verbindungslinien  C/>, 
CD  durch  A  die  Parallelen  AF  und  ^jP,  so  sind  jBi^und 
BF  die  beiden  Werthe  von  x.     Denn  es  ist,  diesei^  Con- 

strnction  zufolge,  BI)  =  j/n*  —  b\  BC:BJD  =  BA:BF 

oder  b  :  ]/»•  —  6*  =  a  :  BF,  also 


SF=  ^^"^"'^'  =  +g  und  Br  =  ~BF=  —  x. 

¥ 

Anmerk.  Diese  Constrnction  wird  unmöglich  Air  CZXCjB,  weil 
dann  kein  Durchschnitt  D  oder  2/  entsteht  In  diesem  FaUe  sind 
aber  aneh,  wegen  n<: 6,  die  Wurzeln  oder  Auflösungen  Ton  jr  im a- 
gin&r.  Ffir  n '^  b  faM&Hf  wie  es  sein  soll,  A  F  und  A  F  mit  A  B 
zusammen. 

§*  376.  Aufgabe.  Es  sind  zwei  Puncto  A  und  B 
ft.  (Fig.  21)  gegeben ;  man  suche  in  der  Geraden  A  B  oder  ih- 
rer Verlängerung  einen  dritten  Punct  C  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dass  dessen  Abstand  vom  Puncte  A  eine  mitt- 
lere geometrische  Proportionale  zwischen  dessen  Abstand 
vom  zweiten  Puncte  B  und  der  Geraden  AB  bilde. 

Auflösung.  Es  sei  AB  =  a  und  es  werde  angenom- 
men 9   der  Punct  C  liege ,    da  diess  eben  so  gut  sein  kann, 
von  A  gegen  die  rechte  Seite,   also  zwischen  A  und  B; 
•    so  ist,  wenn  man  A  C^=  a  setzt,  sofort  CB  =  a  —  ä?,  mithin 
der  Bedingung  der  Aufgabe  gemäss  AB:AC=^ACz  CB 

oder  a;a=^a:a  —  *,  und  daraus  x=^ 1"  ^  l^"!"  ^*  ^*' 

Man  hat  daher  fbr  a  wieder  zwei  Werthe,   wovon   der  eine 
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positiv  und  der  andere  negativ  ist.  Die  Construction  des 
erstem  oder  positiven  Werthes  haben  wir  bereits  in  §•  359 
ausgeführt ,  und  diese  gibt  den  gesuchten  Punct  C  in  der 
That  von  A  gegen  B^  genau  so,  wie  vorausgesetzt  worden. 

Um  aber  den  2.  oder  negativen  Werth 

zu   construiren,    verlängere  man   die  bei  der  1.  Auflösung 

erhaltene  Gerade  ÄD=  1/  —  4"  «*  ^ni  das  Stück  i>J5'  =  -, 

was  am  einfachsten  dadurch  geschieht,  dass  man  gleich 
Anfangs  die  verlängerte  AD  aus  D  mit  dem  Halbmesser 

BB^^—  in  E  und  Ff  durchschneidet.    Dadurch  wird 

8 


^^=i+K?+»' 


md  wenn  man  des  negativen  Zeichens  von  cd  wegen  und 
infolge  der  in  §.  374  gemachten  Bemerkung,  die  Linie  A  E 
auf  der  verlängerten  BA  von  A  gegen  die  Linke  bis  (7* 
aufträgt;  so  hat  man  sofort  den  zweiten,  der  Aufgabe  Ge* 
lüge  leistenden  Punct  C\  Es  ist  in  der  That,  wovon  man 
dch  leicht  überzeugt,  auch  für  diesen  Punct  C", 

AB'.CA  =  CAiCB. 

Anmerk.  Hätten  wir  den  gesuchten  Punct  C  auf  der  linken 
Seit^  Yon  A  vorausgesetzt,  also  diese  Seite  Ar  die  positive 
genommen;  so  würden  wir  ftlr  die  positive  Auflösung  sofort  AC 
und  ftr  die  negative  AC  erhalten  haben.  Diese  in  beiden  Fäl- 
len entstehenden  entgegengesetzten  Auflösungen  kommen  wieder 
daher,  dass  der  feste  Punct  J.,  von  welchem  die  gesuchte  Entfer- 
nung X  gezählt  wird,  zwischen  den ,  der  Au^be  GrenOge  lei- 
stenden Puncten  C  und  C  Ifegt;  und  wir  wiederholen,  dass  man 
die  negative  Auflösung,  jedoch  g^nz  ohne  Nuteen  imd  nnr  auf 
Kosten  der  Einfachheit,  vermeiden  kann,  wenn  man  diesen  festen 
Pimct  so  wählt,  dass  die,  die  Aufgabe  auflösenden  Puncte  (7,  C* 
auf  eine  und  die  nämliche  Seite  fallen.  Ein  solcher  Punct 
wäre  z.  B.  hier  der  Punct  Ä. 

§.  STTTT.     Aufgabe.     Eine  gerade  Linie  AB  (Fig.  22)  *.». 
und  ein  Kreis  IMED  s-nd  der  Grösse  und  Lage  nach  gc- 
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geben;  man  soll  in  der  Peripherie  defl  Elmses  einen  Punct 
M  von  solcher  Beschaffenheit  finden,  dass,  wenn  er  mit 
den  Endpuneten  A  und  B  der  Geraden  AB  verbanden^ 
und  hierauf  die  Sehne  DE  gesogen  wird,  diese  mit  der 
Creraden  AB  parallel  laufe. 

1.  Auf  lös.  Man  nehme  wieder  an,  die  Aufgabe  sei 
gelöst  und  M  der  gesuchte  Punct ;  falle  aus  C  und  D  auf 
AB  die  Perpendikel  CF,  DG  und  setEe  CD^CI^==r, 
AB  =  af  AF=by  CF^=Cf  und  da  es  hinreicht  den  Punct 
D  zu  finden,  welchen  wir  der  Bequemlichkeit  der  Bechnung 
Wegen,,  durch  zwei  Linien  festsetzen  wollen,  AG  =  ^9 
GD:=:y;  so  Wird  CH=€  —  y,  DH=GF=b  —  ai,  und 
aus  dem  rechtwinkeligen  Dreieck  CDH,  CD^  —  DH^+  CU^ 
oder  (1)  r*  =  (6  —  *)*  +  («  —  y)*,  und  daraus,  wenn  man 
entwickelt : 

(!')     4r*+y*  =  264?-f  2(;y  +  r*  — 6*  — c*. 

Um  noch  eine  2.  Belation  zwischen  x  und  y  zu  erhal- 
ten, hat  man  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  MAB  und  MD  Ei 
MA  :  MD  =  ABl  DE  oder  MA  :  DA  =  ABi  (AB  — DE), 
und  wenn  man  das  1.  Yerhältniss  mit  AD  multipUcirt,  auch 
AM.ADiAD*  =  ABi(AB  —  DE).  Nun  ist  aber,  wenn 
laan  an  den  Kreis  aus  A  di^  Tangente  AI  zieht  und  AI=^p 
setzt,  sofort  AM.ADz=zAI^=^p\  folglich  auch,  da  noch 
AD^  =  a*+y*  und  DE=2HD  =  2(b  —  a),  also  AB— 
DE=a  +  2a  —  2b  ist: 

(2)  4?*+y*  =  ^(a  + 2^-26). 

Die  Verbindung  dieser  beiden  Gleichungen  (1')  und  (2) 

gibt,  wenn  man  die  3.  Proportionallinie  (§.  364)  —z=zm 

setzt,  wodurch  p^=  am^  oder  (aus  den  rechtwinkeligen  Drei- 
ecken -4 Ci^  und  ACI)y  wegen  AC*=b^  +  e^  und  AI^  = 
AC*  —  CI\  nämlich  p*  joder  am  =  6*  -f  c*  —  r*  wird,  so- 
fort m(a  +  2a  —  2b)  =  2ba!  +  2cy  —  am,  oder  endlich, 
wenn  man  reducirt: 

(3)  (6  — m)«-f  (jy  =  (a  — 6)m. 


Diese  einfache  Gleichung  des  1.  GmdeB  kann  eine  der 
beiden  obigen  (1)  oder  (2)  ersetzen.  Nimmt  man  sie  statt 
der  Gleichung  (2),  so  kommt  es  noch  darauf  an,  aus  den 
beiden  Gleichungen  (1)  oder  Tielmehr  (1^)  und  (S),  indem 
der  gesuchte  Punct  D  schon  durch  AG^=^x  hinlänglich  be- 
stimmt wird,  y  zu  eliminiren.  Man  erhält  dadurch  ohne 
Schwierigkeit  die  Finalgleichung: 

[(6  — f»)*  +  c»]4r*  — 2m[(a  — 6)(6  — fn)  +  c*> 

=  m[(a  — 26)c*  — fn(a  — 6)*]. 

Obschon  sich  aber  die  beiden  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung nach  dem  vorigen  Capitel  construiren  Hessen ,  so 
würde  diese  Construction  dennoch  ziemlich  verwickelt  aus- 
fallen,  und  wir  können  sie  hier  um  so  eher  übergehen,  als 
wir  fOr  diese  Aufgabe  sogleich  noch  eine  zweite  weit  ein- 
fachere Auflösung  geben  werden.  Diese  1.  Auflösung  wird 
uns  weiter  unten,  bei  den  geometrischen  Oertem,  zu  einer 
wichtigen  Bemerkung  Anlass  geben. 

§.  878*  2.  Auflosung.  Nimmt  man  wieder  D 
(Flg.  23)  als  jenen  Punct  an,  durch  welchen  AD  gezogen'*" 
und  verlängert  werden  muss,  um  in  der  Kreisperipherie 
den  gesuchten  Punct  M  abzuschneiden,  führt  an  den  Kreis 
in  D  die  Tangente  DG  und  aus  A  die  Tangente  AI\  so 
sind  die  Dreiecke  ADG  und  AMB  (wegen  ^=-4,  AGD 
^  G DE  =  MED  =  ^Bogen DE)  'üadioh,  und  geben  die 
Proportion  AD :  AG  =  AB:  AM,  woraus  AD.AM  = 
AB.  AG,  d.  i.  AI^:=AB.  AGf  oder,  wenn  man  AI^=Pf 

-45  =a  und  AG=^a  setzt,  p*  =  aa  oder  a  =  —  folgt. 

Um  diese  dritte  Proportionallinie  zu  construiren,  be- 
schreibe man  über  AB,  als  Durchmesser,  einen  Halbkreis, 
trage  in  diesen  AK=  AI^=p  als  Sehne  ein,  und  fälle 
noch  aus  K  das  Perpendikel  KG  auf  AB;   so  ist  (§.  364, 

Anmerk.)  sofort  AG  =  —'=a.  Ist  aber  der  Punct  G  ge- 
funden, 80  darf  man  nur  noch  aus  diesem  an  den  Kreis  die 
Tangente  GD  ziehen,  um  sofort  den  erwähnten  Punct  2>, 
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durch  welchen  auch  M  gefunden  ist,  zu  erhalten.  —  Da 
man  jedoch  aus  dem  Puncte  G  zwei  Tangenten  GD^  GU 
an  den  Kreis  ziehen  kann ;  so  gibt  es  ausser  M  noch  einen 
2.  Pnnct  M\  welcher  die  Aufgabe  auflöst,  ein  Umstand, 
welcher  bei  der  vorigen  oder  1.  Auflosung  dadurch  ange- 
deutet wird»  dass  die  Finalgleichung  in  x  vom  2.  Grade  ist. 

[n.,  30,  flf.] 


Vierter  Abschnitt 


Die   analytische   Geometrie   in   der  Ebene  oder 

auf  zwei  Coordinaten. 


r 

• 


Erstes  Capitel. 

Bestiinmung   der  Lage  eines  Punctes.     Gleichungen 
des  Punctes  und  der  geraden  Linie.     Aufgaben 

über  die  letztere. 


§•  879.  Um  den  Ort  eines  Punctes  M  (Fig.  24)  inF%.  h. 
einer  gegebenen  Ebene  festzusetzen,  bezieht  man  diesen 
auf  zwei  feste,  sich  schneidende  gerade  Linien  AX^  AYy  de- 
ren Lage  man  in  dieser  Ebene  als  bekannt  oder  gegeben 
voraussetzt  Sobald  nämlich  die  auf  den  beziehungsweise 
mit  AX  und  ^F  parallelen  Geraden  MQ  und  MF  gezähl- 
ten Abstände  dieses  Punctes  von  den  genannten  Linien  A  Yy 
AXy  oder  was  dasselbe  ist,  die  den  vorigen  gleichen  Ent- 
fernungen APy  AQ  gegeben  oder  bekannt  sind;  so  ist  auch 
der  Punct  M  dergestalt  bestimmt,  dass  er  mit  keinem  zwei- 
ten verwechselt  werden  kann.  Denn  zieht  man  durch  P 
und  Q  die  Geraden  PM  und  QM  mit  AY  und  AX  paral- 
lel, so  ist  offenbar  der  Durchschnittspunct  dieser  beiden 
Geraden  der  gesuchte  Punct  M. 

§•  SSO.  Die  festen  Geraden  AXy  AY  werden  Axen, 
der  Abstand  QJ/,  oder  gewöhnlicher  der  ihm  gleiche  AP^ 
Abscisse,  jener  AQ  oder  gewöhnlicher  PM^  Ordinate, 
und  beide,  d.  i.  Abscisse  und  Ordinate  zusammen,  Co  Or- 
dinate n  des  Punctes  Jf  genannt.  Die  Abscissen  werden 
in  der  Regel  durch  Xy  die  Ordinaten  durch  y  bezeichnet, 
und  aus  diesem  Ghrunde  heissen  auch  AX  die  Abscisse n- 
axe  oder  Axe  der  ^  (weil  auf  ihr  die  Abseiften  x  ge- 
zählt werden)^  und  AY,  auf  weleher  die  Ordinaten  y  ge- 
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..iit  werden,  die  Or dinatenaxe,  oder  Azc 
beide  Axen  zusammen  heissen  Coordinatenaxen,  so 
wie  ihr  Durchschnitt spunct  A^  von  welchem  aus  die  Coor- 
dinaten  gezählt  werden ,  Ursprung  oder  Anfang  der 
Coordinaten,  und  endlich  der  Winkel  YAX  Coordiua- 
tenwinkel  genannt  wird.  Je  nachdem  dieser  Winkel  ein 
rechter  oder  schiefer  ist,  erhalt  man  ein  rechtwinkeliges 
(orthogonales)  oder  schiefwinkeliges  Coordinaten- 
System. 

A  n  m  e  r  k.  Ansser  diesem  Parallel-  Coordinatensjsteme  werden  wir 
weiter  unten  noch  eines ,  das  sogenannte  Polar-  Coordinatcnsy- 
stem,  kennen  lernen. 

§.  S81.  Uebcrträgt  man  auf  die  Abscisse  x  und  Ordi- 
nate y  den  Begriff  der  veränderlichen  Grössen,  so  kann 
man  dadurch  alle  möglichen,  innerhalb  des  Winkels  YAX 
liegenden  Puncte  bezeichnen  und  festsetzen.  Versieht  man 
aber  diese  Coordinaten  ar,  y,  gemäss  den  im  §.  374  ent- 
wickelten Begriffen ,  noch  ausserdem  mit  den  gehöri«ron 
Vorzeichen ;  so  können  auf  dieselbe  Art  auch  die  in  den  3 
übrigen  Winkeln  liegenden ,  also  Oberhaupt  alle  Puncte 
der  gegebenen  Ebene  bezeichnet  oder  festgesetzt  werden. 

§.  382.  Sind  far  irgend  einen  Punct  M  die  Abstände 
AP=^  a,  AQ  =  b  gegeben ;  so  hat  man  «  =  o,  i/  =  b^  und 
man  nennt  diese  beiden  Gleichungen ,  weil  sie  den  Punct 
M  vollkommen   festsetzen ,    (lleicliungen    des    Punc« 

An  merk.  Häufig  wfthlt  man  statt  a,  6,  auch  «,  ß,  x\  y\  x",  y" 
Q.  s.  w. 

§.  S8S.  Bleibt  der  Abstand  AP  unverändert,  während 
jener  MP  fortwährend  abnimmt  und  zuletzt  Null  wird, 
also  J^f  auf  P  fällt;  so  hat  man  «  =  a,  y  =  0,  als  Glei- 
chungen eines  in  der  Abscissenaxe  liegenden 
PunctesP. 

§.   884.     Nimmt   dagegen    AfQ  immer   mehr   ab,    und 
allt  endlich  der  Punct  M  auf  Q,  während  A  Q  unverändert 
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bleibt;  so  erhält  man  «  =  0,  y^=^h^   als  Gleichungen 
eines    in    der    Ordinalen  axe   liegenden   Punc- 

tes   Q. 

§.  385.  Fällt  endlich  im  1.  Falle  noch  P,  oder  im 
letztem  Q  auf  A ;  so  wird  sowohl  x  wie  y  Null ,  und  man 
hat  Ä  =  0,  y  =  0  für  die  Gleichungen  des  Ursprun- 
ges oder  Anfangspunctes  Ä, 

§.  386.  Für  Puncte,  welche  innerhalb  des  Winkels 
YAX  liegen,  erhält  (§.  374)  die  Abscisse  x  das  entgegen- 
gesetzte Zeichen  von  jenem ,  welches  man  ihr  in  der  ersten 
oder  ursprünglichen  Lage  beilegt.  Denn  zählt  man  die  x 
anstatt  aus  A  von  A'y  setzt  die  Distanz  u4^'  =  J,  und  be- 
zeichnet  zum  Unterschiede  die  neuen  von  A'  gezählten  Ab- 
scissen  durch  x'i  so  hat  man  für  den  Punct  My  sofort 
x'  =  d-\-  äs  oder  « =  a?'  —  d.  So  lange  nun  M  innerhalb 
des  1.  Winkels  YAX  liegt,  ist  a'>dy  also  x  positiv; 
fällt  M  in  die  Ordinatenaxe  A  F,  so  wird  wegen  ^'  =  d  so- 
fort j?  =  0;  rückt  endlich  M  noch  mehr  gegen  die  Linke, 
80,  dass  er  in  den  Winkel  YA  X  zu  liegen  kommt,  so  wird 
x'<zdy  also  X  negativ,  und  man  sieht,  dass  ^  beim  Über- 
gange aus  dem  Positiven  ins  Negative  durch  Null 
geht.  —  Genau  dasselbe  gilt  auch  von  den  Ordinaten  y 
hinsichtlich  der  ober-  und  unterhalb  der  Abscissenaxc  y\X' 
Kegenden  Puncte.  Nimmt  man  nämlich,  wie  es  üblich,  die 
Ordinaten  für  die  oberhalb  dieser  Axe  liegenden  Puncte 
als  positiv;  so  werden  sie  für  Puncte,  welche  in  dieser 
Axe  selbst  liegen ,  Null,  und  gehen  von  da  für  unter- 
halb derselben  liegende  Puncte  ins  Negative  über. 

§.  S8T.  Alles  das  zusammen  gibt  also  für  die  bezie- 
hungsweise im  1.,  2.,  3.  und  4.  Winkel,  nämlich  in  YAX^ 
YAX,  TAX  und  YAX  liegenden  Puncte  M,  M\  AV 
und  M'"  die  Gleichungen : 

j'jp==-|-a,     ix=^  —  a,     f^  =  —  a,     r^=-|-a, 
<y=-|-ft,      \y=  +  by     \y  —  '^by      ly=  — J. 


Distanz  zweier  Pnnete. 

§.  S88.  Wir  wollen  gleich  liier ,  um  die  Theorie  des 
Punctes  vollständig  zu  machen,  den  algebraischen  Ausdruck 
f&r  die  Distanz  zweier  Puncto  bestimmen.  Dazu  nehmen 
wir  zur  grossem  Einfachheit ,  was  auch  in  allen  folgenden 
Entwickelungen ,  wenn  nicht  ausdrücklich  das  Gegentheil 
erinnert  wird,  geschdien  soll,  den  Coordinatenwinkel  gleich 
einem  Rechten,  beziehen 'also  die  Puncte  auf  rechtwin- 
kelige Coordinaten. 
wtg. ».  Sind  nun  iT,  M"  (Fig.  25)  die  gegebenen  Puncte,  4^, 
j^  und  s^\  }f  ihre  Coordinaten,  und  bezeichnet  d  ihre  ge- 
genseitige IMstanz ;  so  ist,  wenn  man  noch  die  Grerade  MN 
zur  Absoissenaxe  A  X  parallel  zieht  i  d*=jri^*  +  M"N^y 
^idßrvfe^ni£N=AF'  —  AP'  =  ar  —  af\xnAM'N=P'ir 
—  P'Jf  =  y"  —  y'  auch,  wenn  man  gleich  die  Wurzel  aus- 
zieht : 

(1)   d=|/(^"-*')*  +  (y"-yr 

als  allgemeine  Formel  für*  die  Entfernung  zweier 
gegebenen  Puncte  a?',  y'  und  a'\  y"  (d.  h*  zweier  Puncte, 
welche  die  Coordinaten  x%  y'  und  af\  y"  besitzen). 

§.  S80.     Liegt  einer  der  beiden  Puncte,    z.  B.  jener 
jp",  y\  im  Ursprünge  A ;  so  hat  man  (§.  385)  äT  =  0,  y"  =  0, 

und  daher  (2)  d  =  l/^'«  +  y'*. 

An  merk.  1.  Das  doppelte  Zeichen,  weichet  Tor  der  WnrselgrOsM 
[in  (1)  nnd  (2)]  stehen  kann,  bezieht  sich  anf  die  Art,  wie  man 
diesen  Abstand  nimmt;  ob  nSmlich  dieser  vom  1.  gegen  den  S., 
oder  umgekehrt  yom  9.  gegen  den  1.  Pnnct,  also  in  gerad  entge- 
gengesetzter Bichtnng  genommen  wird.  Angenscbeinlicli  ist  dieses 
in  dem  besonderen  Falle,  in  welchem  die  beiden  Fnncte  M\  M" 
anf  einer  der  beiden  Axen ,  s.  B.  anf  jener  der  x  liegen ;  dann  in 
diesem  Falle  hat  man 

y'  =  0,y"  =  0,  alsod-V(*"-0"-ifc(*"-x')  =  ii>'P", 
und  hier  gilt  offenbar  das  obere  oder  untere  Zeichen,  je  nachdem 
man  die  Eatfcnnmg  P^P"  geg«n  X,  d.  L  toü  P*  gegen  P",  oder 
gegen  X\  d.  i.  von  P"  gegen  P'  nimmt» 

Anmerk.  i.  FOr  ein  schiefwinkeliges  Coordinatensjstem ,  in 
welchem  der  Coordinatenwinkel  gleich  tf  ist,  erhilt  man  ftkr  die  Di- 
stanz den  sdiou  etwas  complicirteren  Ausdruck 
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d=V  (r"  -  x')-^  -f-  (f  -  /)'  4-  2  (x"  -  x)  (y"  -  y)  cos  tp, 
welcher   für    9  =:  90*    naturlich    wieder   in   den    obigen    (1)    über- 
geht 

Gleichung  der  geraden  Linie. 

§.  390.  Es  sei  KL  (Fig.  26)  eine  beliebige  gerade  Linie,  mg.  m. 
welche  die  Abscissen-  und  Ordinatenaxe  beziehungsweise  in 
den  Puncten  C  und  B  schneiden  soll.  Nimmt  man  auf  die- 
ser Geraden  ganz  beliebig  die  Puncte  M^  M ,  M" ,  .  .  und 
zieht,  zu  diesen  die  Ordinaten  MP^  M'  P\  M'  P'\  .  .  ferner 
noch  durch  B  mit  der  Abscissenaxe  Jl  X  die  ParalldiePQ; 
80  geben  die  dadurch  entstehenden  ähnlichen  Dreiecke  B  Mp^ 

BM  p\  •  .  .  sofort: 

Mp  M'  p  M"  p"  

oder  wenn  man  A  B  gleich  b  setzt,  auch : 

MP—b  _M' F  -^h  _M" P'  —  b  _ 

— jp  jpT—  —      ^p"      —  etc.; 

es  ist  also  das  Verhaltniss  zwischen  der  um  b  verminderten 
Ordinate  eines  jeden  Punctes  der  Geraden  KL  und  der  zu- 
gehörigen Abscisse  constant.  Bezeichnet  man  daher  die- 
ses constante  Verhaltniss  durch  a,  und  die  Coordinaten  von 
was  immer  für  einem  Puncte  der  Geraden  KL  durch  ^,  y ; 

80  hat  man  die  Relation =  a,  und  daraus : 

(1)     y  —  ax  +  b, 
eine  Gleichung  füür  alle  Puncte  dieser  Geraden.    * 

§.  SOI.  Die  Gerade  KL  wird  also  durch  diese  Glei- 
chung (1)  auf  eine  solche  Weise  repräsentirt ,  dass  wenn 
man  in  letzterer  für  x  einen  beliebigen  Werth^P  annimmt, 
daraus  y  berechnet  und  diesen  auf  dem  in  P  errichteten  Per- 
pendikel von  P  bis  M  aufträgt,  dadurch  ein  Punct  M  dieser 
Geraden  erhalten  wird.  Aus  diesem  Grunde  heisst  die  Glei* 
chung  (1)  Gleichung  der  Geraden  KL.  Man  sieht, 
dass  darin  Xj  y  veränderliche,  a  und  b  aber  constante 
Grössen  bezeichnen,  und  zwar  ist  6  =  ^  j5  die  Ordinate  des 
Durchschnittspunktes  B  der  Geraden  mit  der  Ordinatenaxe, 
und  wenn  man  den  Winkel  LCX.    dieser  Geraden   mit  der 

B|irg*fl  Compendiom  d.  bSh.  Math.  17   ' 
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Abecissenaxe  durch  a  bezeichnet ,  a  =s  -^  =  tariff  a  für  den 
Halbmesser  1. 

Anmerk.  Wie  man  aas  der  Ableitung  ersieht,  gilt  die  Gleichung  (1) 
bei  jedem  Coordinatenwinkel;  nur  erhalt  für  einen  schiefen  Win- 
kel (p  die  coDstante  Grösse  a  nicht  mehr  den  vorigen  Werth  ^0115^  x, 
sondern  es  wird 

Mp        sin  MB  p  sin  x 

Bp         sin  BMp         sin  (9  —  a)  ' 
mithin  in  diesem  Falle  die  Gleichung  der  Geraden: 

8tn  (Cp  OL) 

§.  802.    DiscussioD  dieser  Gleichung  (1). 

1.  Die  beiden  constanten  Grössen  a  und  b  dieser  Glei- 
chung, welche  so  lange  unbestimmt  bleiben,  als  nicht  von 
einer  gegebenen  oder  bestimmten  Geraden  die  Rede 
ist ,  zeigen ,  dass  eine  gerade  Linie  zu  ihrer  Bestimmung 
zwei  Bedingungen  fordert.  Wir  werden  in  den  nächstfol- 
genden Paragraphen  sehen,  wie  sich  a  und  b  solchen  gege- 
benen Bedingungen  gemäss  bestimmen  lassen* 

2.  Ist  die  Gleichung  der  Geraden  (1)  [d.  h.  Geraden, 
deren  Gleichung  (1)  ist]  gegeben,  so  erhält  man  die  Coor- 
dinaten  der  Durchschnitt spuncte  dieser  Geraden  mit  der 
Abscissen-  und  Ordinatenaxe,  wenn  man  in  dieser  Gleichimg 
respective  y  =  0  und  « =  0  setzt ,  und  daraus  im  ersten 
Falle. ^,  und  im  zweiten  1/  bestimmt*  Man  erhält  nämlich 
dadurch  fbr  diese  Durchschnittspuncte  C  imd  JB  beziehungs- 
weise die  Coordinaten :   y  =  0,  ^  =  -4C= und a?  =  0, 

if  —  AB=^b. 

3.  Ist  6=0,  so  erhält  man  y==.aa  als  Gleichung 
einer  durch  den  Ursprung  A  gehenden  Geraden; 
denn  es  folgt  daraus  für  ;r  =  0  auch  y  =  0,  welches  (§.  385) 
in  der  That  die  Coordinaten  des  Anfangspunctee  A  sind* 
Diese  Gleichung  enthält  nur  mehr  eine  unbestimmte  Grösse 
a,  zum  Zeichen,  dass  jetzt  zur  Festsetzung  der  betreffenden 
Geraden  auch  mir  mehr  eine  Bedingung  nöthig  ist. 

4.  Dreht  sich  die  Gerade  KL  um  den  Punct  B  gegen 
die  Ordinatenaxe  ^  F  zu,   so  fällt  diese  bei  a  =  90®  mit  die- 
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0er  Axe  zusammen,  und  man  hat  dafür  wegen  a  =  lang  90^ 
=:cx)  sofort: 

68  ist  also  «  =  0  die  Gleichung  der  Ordinatenaxe. 

5.  Fällt  bei  der  weitem  Drehung  KL  mit  QB  zusam- 
men, so  wird  a  =  180®,  a  =  tang  180^  =  0  und  daher  y  =  b 
als  Gleichung  einer  mit  der  Abscissenaxe  in  dem 
Abstand  b  parallelen  Geraden* 

6.  Setzt  man  -4C=c,   so  ist  (2)  c  =  —  oder  b  =  ac, 

und  unsere  Gleichung  (1)  erhält  auch  die  Form  y  =«4?  -|-  ac. 
Dieses  vorausgesetzt,  wollen  wir  annehmen,  die  Gerade  KL 
drehe  sich  jetzt  um  den  Punct  C  gegen  CX;  so  ist,  wenn 
dabei  KL  mit  der  Abscissenaxe  zusammenfällt ,  a  =  0, 
a  =  <an^O=0  und  daher  y  =  0  als  Gleichung  der  Ab- 
scissenaxe. 

7.  Kommt  bei  dieser  letztem  Drehung  KL  in  die  mit 

YY  parallele  Lage,  so  wird  a  =  90®,  a  =  oo  und  a;=-^ c 

=  i^ c,  d.  i.  a  =  —  c  als  Gleichung  einer  mit  der 

Ordinatenaxe  in  dem  Abstand  — c  parallelen  Ge- 
raden. 

An  merk.  Da  nach  7.  and  5.  x  —  o  die  Gleichung  einer  mit  der  Ordi- 
natenaxe in  dem  Abstand  a,  und  y  =  b  die  Gleichung  einer  mit  der 
Abscissenaxe  in  dem  Abstand  6  parallelen  Geraden  ist;  so  gehören 
beide  Gleichungen,  wenn  man  diese  als  zusammen  bestehend 
oder  coexistirend  ansieht,  f&r  den  Durchschnitt  beider  Greraden, 
oder  es  sind  ar  s«  o,  y «» 6  die  Gleichungen  dieses  Durchschnilts- 
pnnctes;  was  mit  §.  8S3  Übereinstimmt. 

Aufgaben  über  die  gerade  Linie. 

§.  SOS.  Aufgabe.  Die  Gleichung  einer  Geraden  zu 
finden,  welche  durch  einen  bestimmten  Punct  geht. 

Auflösung.  Die  gesuchte  Gleichung  hat  die  Form 
y=:  aar -1-6,  wobei  a  und  b  noch  imbestimmte  constante 
Grössen  sind.  Heissen  die  Coordinaten  des  gegebenen  Punc- 
tes  «',  y  ;  so  soll  der  Bedingung  der  Aufgabe  zufolge  a\  xf 
ein  Punct  der  gesuchten  Geraden   sein,    folglich  muss   die 

17* 


vorige  Gleichung  für  x^=^af  und  y^=^y  befriedigt  werden, 
80 ,  dass  man  hat  y  :=^  ax'  -\-  b*  Diese  Gleichung  von  der 
vorigen  abgezogen  (d.  i.  aus  beiden  b  eliminirt),  erhält  man 
för  die  gesuchte  Gleichung :  y  —  y  z=za{x  —  a?'),  in  welcher 
also  x\  y  die  bestimmten  oder  constanten,  und  x^  y 
die  allgemeinen,  laufenden  oder  veränderlichen 
Coordinaten  sind. 

Für  X  =  x'  folgt  aus  dieser  Gleichung  y  —  y'  =■  0  oder  y  *«  y' ;  »um 
Beweise,  dass  diese  Gerade  wirklich  durch  deu  Punct  x\  y  geht.  Weil 
femer  diese  Gleichung  noch  die  unbestimmte  Grösse  a  enthält,  so  ist  sie 
selbst  unbestimmt,  was  damit  zusammenhängt,  dass  die  hier  gegebene 
Aufgabe  eine  unbestimmte  ist—  Soll  der  gegebene  Punct  der  Unpmiig 
sein  ,  SU  erh&lt  man  wegen  x  ^^Q  und  y  =»  0  sofort:  y==ax  (yergU 
§.  392,  8.). 

§.894.  Aufgabe.  Die  Gleichung  einer  durch  zwei 
bestimmte  Puncte  gehenden  Geraden  zu  finden. 

Auflösung.  Es  seien  «',  y'  und  x'\  y"  die  Coordi- 
naten der  gegebenen  Puncte.  Die  Gleichung  der  durch  den 
Punct  x\  y  gehenden  Geraden  ist  nach  der  vorigen  Auf- 
gabe (a)  y  —  %f  ■=za{x  —  x')^  wobei  nun  a  so  zu  bestimmen 
ist,  dass  auch  die  zweite  Bedingung  erfüllt  wird,  also  die 
Gerade  zugleich  noch  durch  den  zweiten  Punct  x\  y"  geht 
Da  aber  aus  der  allgemeinen  Gleichung  y=^ax-\-h  nicht 
nur,  wie  vorhin,  y  =  ax  +  6,  sondern  aus  gleichem  Grunde 
auch  y '  =  a« '  -|-  i  folgt,  indem  auch  4?' ,  y'  ein  Punct  die- 
ser Geraden  sein  soll;   so   erhält    man    aus    diesen    beiden 

Gleichungen  y"  —  y'  =  öt  (ä?  '  —  x*) ,    und  daraus  a  =^.,    ^,^ 

X    '      X 

welcher  Werth  in  der  obigen  Gleichung  (a)  substituirt,  so- 
fort für  die  gesuchte  Gleichung  gibt: 

Diese  Gleichung,  welche,  wie  aus  der  Ableitung  hervorgeht,  ftr  je- 
den Coordinatenwinkel  gilt,  enthält  nun  keine  unbestimmte  GrOsse  mehr, 

weil  auch  jetzt  die  Gerade  (der  Lage  nach)  vollkommen  bestimmt  iaU  — 

ft        « 

Diese  Gleichung,  welche  auch  mit  der  folgenden^  — y"  —  ^„      ^ ,  (i —  x") 

X    —  X 

gleichgeltend  ist   [weil  statt  der  Gleichung  (a)   eben  so  gut  jene  y — y" 
—  a  (x  -—  af")  genommen  werden  kann] ,    gibt  für  x  •*  x' ,  sofort  y  — » y\ 
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und  Air  x  «- x" ,    eben    so   y=y\    zum  Beweise,    dass  die  betrojQTende 
Gerade  wirklich  durch  die  beiden  Pnncte  x\  y\  x'\  y"  geht. 

Fliry=»y'  folgt  y=y',  als  Gleichung   unserer  Geraden,   die  jetzt 
mit  der  Abscissenaxe  in  dem  Abstand  y   parallel  l&uft.     Fbr  x"  »»  x' 


X     —  X 


dagegen  erhält  man  wegen  x  —  x'  =*»  -^ r  (y  — y)  sofort  x  —  x'  —  0, 

oder  X  «=*  x   als  Gleichung  der  Geraden,    die  nun  mit  der  Ordinatenaxe 
im  Abstand  x  parallel  l&uft  (vergl.  §«  399,  5.,  7.)* 

§•  S05.  Aufgabe.  Die  Bedingung  anzugeben ,  unter 
welcher  drei  Puncte  in  ein  und  derselben  geraden  Linie 
liegen. 

Auflösung.  Sind  die  Coordinaten  dieser  drei  Puncte 
beziehungsweise  as\  y\  x\  y  und  o?",  y  ' ;  so  darf  man  nur 
in  der  Gleichung  des  vorigen  §.  noch  x-=-x"  und  y^=y" 
setzen,  um  auszudrücken,  dass  die  bereits  durch  die  beiden 
Puncte  x\  y  und  x  ,  y"  gehende  Gerade  auch  noch  durch 
den  dritten Punct  x\  y'  geht;  dadurch  erhält  man  fbr  die 
gesuchte  Bedingungsgleichung: 


•#» 


y  —y 


tu 


>  rf  tf  tt  rt  t 

.  —  ^  '^^  oder  y  "^    —l^^TJL 


X      —X  X    — «X  X     ■ — X 


§.  306.  Aufgabe.  Zwei  sich  schneidende  gerade 
Linien  sind  gegeben;  man  soll  a)  ihren  Durchschnittspunct 
und  ß)  den  Winkel  bestimmen,  welchen  sie  zusammen  ein- 
schliessen. 

Auflösung.  Seien  (1)  y  =  a^  +  iund  (2)y  =  a'a?4"^' 
die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden  KL  und  K  L! 
(Fig.  27),  wobei  also  a,  i,  a,  h  gegebene  oder  bestimmte  ««•  »• 
Grössen  sind.  Bezeichnet  man  die  zu  suchenden  Coordi- 
naten des  Durchschnittspunctes  M  dieser  beiden  Geraden 
durch  X  ^  y' y  so  müssen  diese,  da  der  Punct  M*  beiden 
Geraden  angehört,  gleichzeitig  beide  Gleichungen  (1)  und 
(2)  befriedigen,  so,  dass  also  auch  die  Gleichung  y  =zax'  -^-h 
und  y  =  a'4?'  4"  *'  gelten,  aus  denen  man  sofort  die  Coordi- 
naten af  y  y  bestimmen .  kann.  Da  aber  hieraus  für  x\  y' 
offenbar  dieselben  Werthe  resultiren,  wie  durch  Verbindung 
der  Gleichungen  (1)  und  (2)  für  j;,  y;  so  verfährt  man  kür- 
zer, und  geschieht  dieses  in  der  Folge  auch  immer  so,  in* 
dem   man  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunctes   beider 
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Geraden  (1)  und  (2)  nicht  erst  accentuirt,  sondern  unmit- 
telbar ihre  Gleichungen  (1)  und  (2),  die  flir  diesen  Durch- 
schnittspunct  gleichzeitig  gelten  (woför  also  ^  und  y 
nicht  mehr  die  allgemeinen,  sondern  die  besondem,  bloss 
dem  Durchschnittspunct  entsprechenden  Coordinaten  bedeu- 
ten), mit  einander  verbindet,  und  daraus  a  und  y  bestimmt 

Man  erhält  nämlich  dadurch  aa  -]- b=^aa  -\-  b',  und  daraus 

b'  —  h 
X  =    ^  ,  für  die  Abscisse  A  P  des  gesuchten  Durchschnitts 

M!  \  ferner  mit   diesem  Werthe   aus  einer  der  Gleichungen 

(1)  oder  (2): 

y  =       "~^,     f&r  die  Ordinate  PM'  dieses  Punctee. 

Für  den  besondem  Fall  von  a  '^a  hat  man  x  '^  <x>  imd  y  »»  <^ ; 
was  auch  der  Natur  der  Sache  angemessen  ist,  da  in  diesem  Falle  die 
beiden  Geraden  einander  parallel  sind.  • —  Für  a'=o und 6' «»  b  wird  x  *»  $ 
und  y^%  unbestimmt;  was  damit  zusammenhftngt,  dass  nun  die  bei- 
den Geraden,  indem  ihre  Gleichungen  identisch  sind,  zusammen  iailea, 
sich  also  in  der  That  in  unzähligen  Puncten  begegnen. 

§.  ÄOT.     ß)  Um  femer  den  Neigungswinkel  y  der  bei- 
den Geraden  (1)  und  (2)  zu  bestimmen,   so   folgt  aus  dem 
Flg.  «7.  Dreiecke  CM'C  (Fig.  27)  y  =a'  —  a,  also 

.  .         f       '      .         tanq  %  —  ianq  a. 

tanj^  ?  =  ta«j7  («-«)  =  ,  ^^^^,^^„ 
oder,  wegen  fang  cl=zi  a  und  tang  a=  a    auch 

1.  Nimmt  man  an,   dass  die  beiden  Geraden  (1)   und 

(2)  zueinander  parallel  sind,  also  f  =0  ist;  so  hat  man, 
wegen  lang  y  =  0,  sofort  a'  —  a  =  0  oder  (q)  a  =  a  al s  B e- 
dingungsgleichung  für  den  Paralleliamus  der  bei- 
den Geraden  (1)  und  (2). 

2.  Stehen  diese  beiden  Geraden  auf  einander  perpen- 
diculär,  so  wird  c  =  90®,  tang  er  =  oo  oder  — ^ —  =x  o  •     und 

'  .  *^  *  tang  9         ^  ' 

1  -4-  a  a  * 

man  hat  T_^  =0,  also  (r)  1  -|-  aa  =  0  als  Bedingungs- 
gleichung, dass  die  beiden  Geraden  (1)  und- (2)  aufeinander 
perpendiculär  stehen. 


An  merk.  Ist  der  Coordinatenwinkel  kein  Rechter,  Bondem  allgemein 
gleich  (o;  so  erhält  man  f&r  die  vorliegende  Aufgabe,  statt  der  vo- 
rigen Relation  (p),  folgende: 

(a  —  a)  8tn  w 
1  -|-  a  a  +  Ca-|-  a)co8ia 

§.  898.  Aufgabe.  Die  Gleichuug  einer  Geraden  zu 
finden,  welche  durch  einen  bestimmten  Punct  geht  und  mit 
einer  gegebenen  Geraden  einen  bestimmten  Winkel  ein- 
schliesst. 

Auflösung.  Seien  x\  y'  die  (fortwährend  rechtwin- 
keligen) Coordinaten  des  gegebenen  Punctes,  t  die  trigono- 
metrische Tangente  des  gegebenen  Winkels,  und  y  =  a«  -}-  6 
die  Gleichung  der  gegebenen  Geraden.  Die  Gleichung  der 
gesuchten  Geraden  ist,  wenn  man  gleich  die  erste  Bedingung 
mit  hinein  legt  (§.  393),  y  —  y  ^=^d  {x  —  ä?');  um  dabei  noch 
d  der  zweiten  Bedingung  gemäss  zu  bestimmen ,  bemerke 
man,    dass  [§.  393,  (p)]  zwischen  a,   d  und  t  die  Relation 

t  =  ^  7"°' , ,  oder  auch  lene  i  =  r-i — —>  >  1©  nachdem  d^^  a 

1-|- oa'  «^  1-f-oa'*'  < 

ist,  also  allgemein  die  Relation  ±  <  =  -q- — ,    besteht ,     aus 

welcher  sofort  a'^=   ^^      folgt.     Die  gesuchte  Gleichung 
ist  denmach: 

Diese  Aufgabe  lässt    also  zwei  Auflösungen   zu,   waß 
damit    zusammenhängt ,    dass   man    durch  den   Punct  x  ,  y 
zwei  gerade  Linien  (eine  diess-,  die  andere  jenseits  des  aus 
x\  y   auf  die  gegebene  Gerade  gefällten  Perpendikels)  unter 
dem  verlangten  Neigungswinkel  ziehen  kann. 

1,  Soll  die  gesuchte  Gerade  mit  der  gegebenen  paral- 
lel sein,  so  erhält  man  wegen  i  =  0,  sofort  y  —  y  =-a(x — ä'j 
als  Gleichung  einer  durch  den  Punct  x\  y  mit  der 
Geraden  y  =  ax -]-  b  parallelen  Geraden. 

2.  Soll  diese  (jerade  hingegen   auf  der  gegebenen  per- 

pendiculär  stehen ,    so  erhält  man  wegen  <  =  00  oder  -  —  0 
sofort  y — y  = (x  —x')  als  Gleichung  ^iner  durch 
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x'^  y  gehenden,  auf  der  Geraden  y^=.ax  -^-h  per- 
pendiculären  Geraden. 

§.  899.  Aufgabe.  Die  Länge  des  Perpendikels  zu  fin- 
den, welches  von  einem  gegebenen  Puncte  auf  eine  gegebene 
Gerade  gefällt  wird. 

Auflösung.  Es  seien  wieder  x\  y  die  Coordinaten 
des  gegebenen  Punctes,  und  (1)  y^=^ax-\-b  die  Gleichung 
der  gegebenen  Geraden ;  so  ist  nach  dem  vorigen  Paragraphe : 

(2)    y  —  y'= (x  —  x)  die  Gleichung  des  genannten 

Perpendikels.  —  Um  die  Länge  desselben  zu  finden,  müs- 
sen wir  den  Durchschnittspunct  dieses  Perpendikels  mit  der 
gegebenen  Geraden,  und  dann  nach  Form.  (1),  §.  388,  die 
Entfernung  desselben  vom  gegebenen  Puncte  bestimmen. 
Dieser  Durchschnittspunct  wird  aber  gefunden,  wenn  man 
[§.  396]  die  beiden  Gleichungen  (des  Perpendikels  und  der 
gegebenen  Geraden)  als  coexistirend  ansieht ,  und  daraus 
X  und  y  bestimmt.  Bemerkt  man  indess,  dass  nach  der  er- 
wähnten Formel  (1)  weniger  die  Coordinaten  y,  y'  und  4?,y 
(welche  als  Coordinaten  des  genannten  Durchschnittspunctes 
statt  a!\  y'  stehen)  selbst,  als  vielmehr  ihre  Differenzen 
X  —  x\  y  —  y  noth wendig  sind ;  so  wird  man  einfacher,  so- 
gleich diese  Differenzen  suchen  und  in  die  genannte  Formel 
substituiren.  Bringt  man  zu  diesem  Ende  die  Gleichung  (1) 
auf  die  Form y  —  %/  =  a{x  —  x)  -\- ax  —  y'  +  by  wodurch 
sie  nicht  geändert,  aber  zur  Verbindung  mit  der  Gleichung 
(2)  geeigneter  wird ;  so  erhält  man  durch  diese  Verbindung : 

{x  —  «')  =  a  (^  — x')  -f  ax'  —y-\-b, 

und  daraus  x  —  a?'  =  "^  ,  ^^,~"     ,  so  wie  damit  aus  Glei- 

1  -p  a" 

chung  (2)  :   y  —  y'  =  —    i'V'a ' '  mithin  endlich,  wenn 

man  diese  Werthe  in  die  mehr  erwähnte  Formel 

Babstituirt,  fOr  die  gesuchte  Länge  des  Perpendikels  P: 


An  merk.  Das  doppelte  Zeichen,  welches  in  dieser  Formel,  der  Radi- 
kalgrösse  wegen,  stehen  kann,  bezieht  sich  auf  die  Verschiedenheit 
der  Lage  des  gegebenen  Functes  gegen  die  gegebene  Gerade,  indem 
dieser  dies-  oder  jenseits  der  Geraden  liegen  kann.  Um  dieses  an- 
Bchanhcher  za  machen ,  so  sei  C  ü  (Fig.  28)  die  gegebene  Gerade  rig.  sa 
und  M  der  gegebene  Funct,  welcher  oberhalb  der  CL  liegen  soll; 
80  ist  y  >B  PMf  imd  aus  der  gegebenen  Gleichang  der  Geraden  CL, 
d.  i.  ans  y  »—  ax  +  6 ,  Ar  ar  ««■  a:'  —  uiP  sofort  y  =  PQ  —  ax'-j-^- 
Es  wird  also  der  Zähler  unserer  obigen  Formel  (a),  d.  i.  y  —  (««'  -f-  b) 
=  PM — PQ'^  MQ,  —  Liegt  hingegen  der  gegebene  Funct  M' 
unterhalb  der  Geraden  Ci,  so  wird  y  »^P'M',  oaf' -j- ^  ■= -P  Q'i 
also 

M'  Q  =  P  Q'  --  P  Jkf  ^  ax  +h  — y  -.  —  (y'  -  aar'  —  6). 
Es  wird  daher  AfQ,  d.  i.  y — -ax  — 6  positiv  oder  negativ,  je 
nachdem  der  Funct  M  ober-  oder  unterhalb  der   gegebenen  Ge- 
raden liegt 

Ist  der  gegebene  Funct  M  der  Ursprung  der  Coordinaten,  so  wird 
w^en  a:'  =-  0  und  y'  =  0 : 

Geht   dagegen    die  gegebene    Gerade    durch  den  Ursprung,    so 
wird,  wegen  (§,  892,  8.)  6  =  0,  sofort: 

V  l  +  a* 


Zweites  CapiteL 

Gleichung  des  Kreises  und  Aufgaben  über  denselben. 

Gleichung  des  Kreises. 

".  »  §.  41».  Es  seien  (Fig. 29)  AB=p,  BC=q  die  recht- 

winkeligen  Coordinaten  des  Mittelpunktes  C,  CM=r  der 
Halbmesser,  und  AP  =  x,  PM=y  die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punctes  M  der  Peripherie  eines  Kreises ;  so  hat 
man  nach  der  Formel  (1),  §.388:  (a)  (jr— p)*  +  (y  —  ^)* 
=:r*,  eine  Relation,  welche  den  bekannten  Eigenschaften  des 
Kreises  zufolge  für  alle  Puncto  der  Peripherie,  aber  auch 
nur  für  diese  gilt,    weil    far  jeden  andern  Punct  {x — pY 

^_  (y  —  qY^r^  ist ,  je  nachdem  derselbe  ausser  -  oder  in- 
nerhalb des  Kreises  liegt.  —  Da  nun  diese  Gleichung  (a) 
alle  Puncto  der  Kreisperipherie  charakterisirt  und  vollkom- 
men festsetzt;  so  ist  sie  die  Gleichung  des  Kreises 
(hier  wird  unter  der  Benennung  „Kreis"  immer  dessen  Pe- 
ripherie, nändich  die  krumme  Linie  verstanden).  Diese 
Gleichung  entwickelt,  hat  man: 

(1)    x^-\-y^  —  2px^2qy+p^  +  q''  —  r^  =  0. 

Anmerk.  1.  Die  In  den  allgemeinen  Gleichongen  (a)  oder  (1)  vorkom- 
menden Constanten  Grössen  sind  so  lange  unbestimmt,  als  sich  diese 
nicht  auf  einen  bestimmten,  der  Grösse  und  Lage  nach  gegebenen 
Kreis  beziehen,  dies  beweist,  dass  zur  Tollkommenen  Bestimmung 
eines  Kreises  drei  Bedingungen  nöüiig  sind.  Weiter  unt«n  werden 
wir  diese  drei  Grössen  wirklich  nach  verschiedenen  Bedingungen  aaf- 
suchen. 

Anmerk«  2.  Fftr  ein  schiefwinkeliges  Coordinatensjstem  vom  Win- 
kel (p  erhält  man  als  Gleichung  des  Kreises  (§.  SS9,  Anmerk.  2.): 
(x  — p)'  +  (y  —  9)'  +  2  (j:  — p)  (y  — y)  CO«  9  =  r\ 

§.  401.  Die  Gleichung  (1)  des  vorigen  §.  l&sst  sich 
mehr  oder  weniger  vereinfachen,  je  nachdem  man  dem  recht- 
winkligen Axensystem  in  Bezug  auf  den  Kreis  verschiedene 
Lagen  gibt;  die  vorzüglichsten  unter  diesen  sind  fol- 
gende : 
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§.  402.  Liegt  der  Anfangsponct  der  Coordinaten  in 
der  Kreieperipherie,  und  sind  A  X\  ÄY'  die  Axen;  eo  er- 
halten p  und  q  die  Werthe  p  =  AB\  q^=B'  C\  und  es  ist 
(Dreieck  C ff  A) p^ -{- q^ •=^ r^ ^  folglich,  wenn  man  diesen 
Werth  in  der  Gleichung  (1)  substitnirt:  x^  +y*  —  2/>jc  —  'iqy 
=  0  als  Gleichung  des  Kreises  bei  dieser  Lage  der  Coordi- 
natenaxen. 

An  merk.  Koch  einfacher  erb&lt  man  diese  Oleichnng  des  dnreh  den 
Ursprung  gehenden  Kreises,  wenn  man  berücksichtiget,  dass  die  all- 
gemeine Gleichung  (1)  Ar  die  Werthe  von  x  =  0  nnd  y  =  0  (als 
Coordinaten  des  Anfangspunctes)  befriedigt  werden  mnss,  wodurch 
man,  wie  vorhin,  als  Beding^gsgleichung  p'-f"  9**~^' "~  0  erhält. 

§•  403.  Nimmt  man  den  Durchmesser  A'  D  zur  Ab- 
scissenaxe,  und  den  Endpunct  A'  zum  Ursprung  der  Coor- 
dinaten ;  so  folgt,  wegen  p  =  A'  C=^r  und  j  =  0 ,  aus  der 
Gleichimg  (1): 

§.  404.  Nimmt  man  dagegen  bei  der  vorigen  Abscis- 
senaxe  den  Mittelpunct  C  als  Ursprung  der  Coordinaten,  so 
erhält  man  aus  der  Gleichung  (1),  wegen  j?  =  0  und  q  =  0 
sofort  ar*-|-y*  —  r*  =  0. 

Discussion  der  Gleichung  des  Kreises. 

§.  405.  Die  Gleichung  einer  Curve,  als  analytischer 
Repräsentant  derselben,  schliesst  sofort  auch  alle  Eigenschaf- 
ten der  Curve  in  sich,  und  es  kommt  bei  einer  solchen  Glei- 
chung nur  darauf  an,  alle  diese  Eägenschaften  daraus  herzu- 
leiten. Als  vorbereitende  Uebung  für  dergleichen  Analysen 
wollen  wir  die  Haupteigenschaften  des  Kreises  aus  einer 
seiner  Gleichungen  dergestalt  zu  entwickeln  suchen ,  dass 
wir  ohne  Anschauung  desselben  und  ohne  alle  geometrischen 
Hilfsmittel  von  dieser  Curve  ein  deutliches  Bild  erhalten. 
Wir  wählen  dazu  die  Gleichung  des  vorigen  §.  als  die  ein- 
fachste und  bequemste. 

§.  406.  1.  Löst  man  diese  Gleichung  nach  y,  als  Func- 
tion von  a;  auf;  so  erhält  man:  (m)  y  =  zh )/r*  —  a?*.  Hier 
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zeigt  nun  sogleich  das  von  der  RadicalgrOsse  herröhrende 
doppelte  Zeichen,  dass  jedem  Werthe  von  x ,  für  welchen  y 
überhaupt  möglich  ist,  zwei  gleiche  entgegengesetzte  Werthe 
von  y  zukommen  ;  daraus  folgt  also,  dass  der  Kreis  von  der 
Abscissenaxe  in  zwei  symmetrische  Theile,  welche  der- 
gestalt auf  einander  gelegt  werden  können,  dass  sie  sich  in 
allen  Puncten  vollkommen  decken,  geschnitten  wird. 

2.  Bemerkt  man  weiters,  dass,  der  zweiten  Potenz  we- 
gen ,  a  sowohl  positiv  als  negativ  genommen  werden  kann, 
ohne  dass  sich  der  Werth  von  y  ändert  (oder  dass  die  nach 

a  aufgelöste  Gleichung  die  Form  hat  a?  =  zh  |/r*  —  y *)  i  dass 
also  zu  gleichen  Abscissen  diess-  und  jenseits  der  Ordina- 
tenaxe  auch  gleiche  Ordinaten  gehören;  so  folgt,  dass  auch 
die  Ordinatenaxe  diese  Curve  in  zwei  symmetrische 
Theile  theilet,  folglich  der  Kreis  von  den  beiden,  imMittel- 
puncte  rechtwinkelig  sich  schneidenden  Axen  in  vier  sym- 
metrische Theile  getheilt  wird  [was  auch  der  Umstand  ^chon 
zu  erkennen  gibt,  dass  die  betreflFende  Gleichung  (§.404)  in 
Bezug  auf  x  und  y  (§.  109)  symmetrisch  ist]. 

3.  Um  die  Durchschnittspuncte  der  Curve  mit  den  bei- 
den Axen  zu  finden,  muss  man,  wie  schon  (§.392,  2.)  bei 
der  Geraden  bemerkt  wurde,  in  der  Gleichung  einmal  y  und 
dann  X  Null  setzen,  und  daraus  beziehungsweise  a  und  y  be- 
stimmen. Nun  wird  f&r  y  =  0,  sofort  « =  ±  r,  als  Abscis- 
sen der  Durchschnittspum^te  der  Curve  mit  der  Abscissen- 
axe, und  für  4?  =  0  ebenfalls  y=±r,  als  Ordinaten  der 
Durchschnittspuncte  mit  der  Ordinatenaxe. 

4.  Die  obige  Gleichung  {m)  zeigt  femer,  dass  für  .r  =  0 
diu  Ordinate  y  ihren  grössten  Werth  (=r)  erreicht;  dass^ 
wie  X  zunimmt ,  y  abnimmt ,  und  für  x  =  r  y  sofort  y  =  0 
wird.  Femer  ist  daraus  ersichtlich,  dass  für  Werthe  von 
4?>r,yimaginär  ausfallt,  so  wie  wieder(ausd?  =  =t  |/r*— y*) 
för  y>rj  x  unmöglich  ist.  Diess  zusammen  genommen, 
führt  zu  dem  Schlüsse,  dass  wenn  man  durch  die  in  3.  er- 
wähnten Durchschnittspuncte  ein  Quadrat  construirt,  dessen 
Seiten  mit  den  Axen  parallel  laufen,  dieses  sofort  den  Kreis 


vollkomn^en  einschliesst ,    und  dieser   eine  in  sich  selbst 
zurückkehrende  krumme  Linie  sei. 

5.  Die  Bemerkung  endlich ,  dass  man  die  fest  mit  ein- 
ander verbundenen  Coordinatenaxen,  welche  sich  im  Mittel- 
puncte  des  Kreises  schneiden,  beliebig  um  diesen  Mittelpunct 
(in  der  Kreis-Ebene)  herum  fuhren  kann,  ohne  dass  dadurch 
in  den  erwähnten  Schlüssen  und  Folgerungen  das  Geringste 
geändert  wird,  also  die  beiden  Axen  in  jeder  dieser  Lagen 
Ton  der  Curve  fortwährend  in  gleichen  Abständen  vom  Mit- 
telpuncte  des  Kreises  (=r)  geschnitten  werden,  führt  auf 
die  wesentlichste  Eigenschaft  des  Kreises :  dass  dessen 
sämmtliche  Puncte  vom  Mittelpuncte  gleich 
weit  abstehen. 

Diese  aus  der  Gleichung  (§.  404)  entwickelten  Eigen- 
schaften sind  mehr  als  hinreichend,  um  sich  von  dem  Kreise 
ein  richtige«  Büd  zu  entwerfen. 

Anmerk.  Dass  diese  Oleichong  y"  =  r*  —  *  *  =  (r  +  x)  (r  —  x) ,  oder 
ftuf  die  Figur  bezogen,  F"Jir^A"P"  .  P"D  sngleich  aach  einen 
schon  aus  den  Elementen  bekannten  Satz  des  Kreises  enthalte,  wird 
man  Ton  selbst  bemerken« 

Aufgaben  über  den   Kreis. 

§.  Afn.  A  u  f  g  a  b  e.  Die  Gleichung  eines  Kreises  zu 
finden,  welcher  durch  einen  bestimmten  Punct  geht,  und  mit 
einem  gegebenen  Kreis  concentrisch  ist. 

Auflösung.  Es  seien  x',  y  die  Coordinaten  des  ge- 
gebenen Punctes,  und  {x — p)*  +  (y  —  ?)*■=*•*  die  Glei- 
chiyig  des  gegebenen  Kreises.  Die  Gleichung  des  gesuchten 
Kreises  hat  die  Form  {x—Ay-^iy  —  BY  =  Ä*.  Zufolge 
der  ersten  Bedingung  mülssen  die  Werthe  4?  =  ^',  y'==^y 
diese  Gleichung  befriedigen,  und  da  femer  nach  der  zweiten 
Bedingung  A=p  und  B  =  q  wird;  so  ist  auch  (a' — p)^ 
"t"  (y'  —  ?)^  ^===  ^^  9  ^^^  wenn  man  diesen  Werth  für  JK*  in 
der  Gleichung  (a — py  +  (y  —  q)^  =  R^  substituirt,  sofort 
die  gesuchte  Gleichung :  (x^  —  x'*)  +  (y*  —  y'*)  —  2p  (x — x') 

-2?(y-y')  =  o. 

Anmerk.  Einüacher  wird  did  ^Anflösung,  wenn  man  den  Mittelpunct  des 
gegebenen  Kreises    snm  Ursprung   der  recktwinkeligen  Coordinaten 
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nimmt;  denn  in  diesem  Falle  erh&lc  man  SXr  die  gesuchte  Uleichnng: 

§.  408.     Aufgabe.    Die    Gleichung  eines   Kreises    zu 
finden,  welcher  durch  drei  gegebene  Puncte  geht. 

Auflösung.  Da  man  die  Lage  der  rechtwinkeligen 
Coordinatenaxen ,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken, 
beliebig  wählen  kann ;  so  nehmen  wir  diese  zur  Vereinfachung 
der  Auflösung  so  an,  dass  die  Abscissenaxe  durch  den  zwei- 
ten und  dritten,  die  Ordinatenaxe  aber  durch  den  dritten  der 
gegebenen  Puncte  geht,  dergestalt,  dass  wenn  man  die  Coor- 
dinaten  dieser  drei  Puncte  auf  ein  ganz  willkürliches  Axen- 
system  bezogen,  durch  ä',  y',  a?'',  y",  af^' ^  y'\  bezeichnet, 
dadurch  x'"  =  0 ,  y"  =  0  und  y"  =  0  wird.  Die  gesuchte 
Gleichung  ist  (§.402)  von  der  Form  (1)  ^*  +  y»  — 2/>dr 
2fy=^0,  und  es  sind  die  beiden  unbestimmten  Grössen 
p,  q  so  zu  bestimmen,  dass  der  Kreis  noch  durch  die  bei- 
den Puncte  x\  y'  und  a",  y"  geht.  Diese  beiden  Bedingun- 
gen geben  aber  (2)  «'*  -\-  y'*  —  2px'  —  2qy'  =  0  und  (wegen 
y'  =0)  x'^  —  2px''  =  0,  aus  welchen  Gleichungen  sofort 

(3)  p  =  i^"  und  (4)  q='"+'''lj''", 
SO  wie  mit  diesen  Werthen  aus  (1)  die  gesuchte  Gleichung 

(ex)  x-+y^-x''x-('"  +  ^y''^")y  =  0 

folgt. 
Flg.  sa  Constfnction  dieser  Gleichung.    Seien  3f',  M",  IT"  (Fig.  SO) 

die  drei  gegebenen  Fancte,  also  M'"  X,  M'"  Y  die  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten-Axen.  Da  es  bloss  darauf  ankommt,  den  Mittelpunkt  des  ge- 
suchten Kreises  zu  finden ,  dieser  aber  durch  die  Coexifitenx  der  Glei- 
chungen (2)  und  (3),  mithin,  da  jede  für  sich,  wenn  man  p  und  q  indeits 
als  die  verftnderhchen  Coordinaten  ansieht,  eine  gerade  Linie  bezeichnet, 
durch  den  Durchschnitt  dieser  beiden  Geraden  entsteht;  so  haben  wir 
sofort  nur  diese  beiden  geraden  Linien  oder  die  Gleichungen  (2)  nnd  (3) 
zu  conatmiren.  —  Die  Gleichung  (3)  oder />  —  J  x"  =  i^  M"'  M"  ist  aber 
(da  p  eine  Abscisse  und  q  eine  Ordinate  beseichnet,  §.  d9S,  7.)  die  Glei- 
chung einer  mit  der  Ordinatenaxe  in  dem  Abstand  ^  M"'  M"  parallelen 
Geraden,  d.  i.  der  Geraden  A"n,  wenn  M"'N^=NM"  und  ni\r  perpen- 
diculär  auf  M"'  X  ist.  -^  Die  Gleichung  (2),  weldie  sich  auch  unter  der 

Form^  — iy=- r-(p  — i*)  darstellen   Iftsst,   ist  (§.  397,    2,)  die 

9 
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Gleichung  einer  Geraden,    welche  darch  den  Pnnct  \  x',  \y'  (^N")  geht, 

und  auf  der  Geraden  y  =  -^  x  (d.  i.  auf  M'  AT")  perpendical&r  steht, 

n&mlich  die  Gleichung  der  Geraden  N'  n',    wenn    Jf"  N'  =>  N'  M    und 
ITn  _L  AT"  M'  ist. 

Fftr  den  Dnrchschnittspnnct  0  dieser  beiden  Geraden  iVn,  N' n 
mnafl  man  (§.  396)  die  beiden  Gleichungen  (2)  und  (3)  mit  einander 
verbinden,  und  daraus  p  und  9,  als  Coordinaten  desselben,  bestimmen. 
Da  man  aber  dadurch  die  auf  eben  diesem  Wege  gefundenen  Ausdrücke 
(3)  und  (4)  erh&lt,  so  ist  dieser  Durchschnittspunct  0  in  der  That  der 
gesuchte  Mittelpnnct  des  Kreises,  und  demnach  OM'**  —  OM"  =  OM' 
der  Halbmesser  desselben. 

An  merk.  Man  sieht,  Aus  die  Construction  dieser  Gleichung  (x)  ge- 
nau zu  demselben  Verfahren  führt,  welches  in  den  Elementen  der 
Geometrie  in  diesem  Falle  gelehrt  wird. 


Drittes  Capitel. 

Ueber  die  geometrischen  Oerter. 

§.  4€9.  Ist  ES  (Fig.  31)  irgend  eine  gegebene  krumme  ^  « 
Linie,  und  zieht  man  zu  beliebigen  Puncten  M,  Afy  M'\ .  • 
derselben  die  Ordinaten  ifP,  M'P\  M"P'\ . . ;  so  werden 
dadurch  die  Werthe  von  AP,  PM,  AP\  P'M'  u.  s.  w., 
nämlich  9  wenn  man  der  Reihe  nach  die  Coordinaten  dieser 
Puncte  My  M\ . .  durch  af^  y\  x\  y\  x'\  y'"  etc.  bezeich- 
net, die  Gleichungen  j?=a,y'  =  6,  a  =a',y"  =  i',  x"'  =  a'\ 
y'=6"  u.  8.  w.  bekannt  sein,.  Herrscht  nun,  selbst  wenn 
man  diese  Puncte  Jf ,  M\  • .  unendlich  nahe  nimmt ,  zwi- 
schen jedem  dieser  Gleichungs- Paare,  d.  u  zwischen  der 
Abscisse  x  eines  jeden  Punctes  der  Curve  und  der  zuge- 
hörigen Ordinate  y,  ein  bestimmtes,  unveränderli- 
ch es  Gesetz,  in  welchem  Falle  die  Curve  stetig  oder 
continuirlich  genannt  wird,  und  bezeichnet  man  dieses 
Gesetz  durch  y  =/(^),  wo  /(«)  irgend  eine  von  der  Na- 
tur der  krununen  Linie  abhängige  Function  von  x  ist;  so 
charakterisirt  diese  Relation  y  =f(x)  alle  Puncte  der  Curve 
RS  auf  eine  solche  Weise,  dass  sie  für  die  sämmtlichen  Sy- 
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stcme  x\y\  ä",  y", ..,  d,  i.  für  alle  Puncte  M^  Jf,  •-, 
aber  auch  nur  für  die  Puncte  dieser  Curve  befiiedigt 
wird.  Aus  diesem  Grunde  wird  die  Eelation  y=/(^)> 
welche  sich  auch  auf  die  Form  /'(ar,  y)=0  bringen  läsat, 
Gleichung  der  Curve  RS  genannt  So  haben  wir  b€5- 
reits  im  Vorhergehenden  die  Gleichung  der  geraden  Li- 
nie und  des  Kreises  entstehen  sehen  und  entwickelt  Die 
in  der  Gleichung  y  =:/(a?)  vorkommenden  constanten  Grös- 
sen dienen  dazu,  die  Lage  der  Curve  geometrisch  fesfzu- 
setzeuy  und  werden  benutzt^  um  diese  letztere  gewissen  ge- 
gebenen Bedingungen  zu  unterwerfen. 

§.  410.  Ist  man  dagegen  umgekehrt  durch  irgend  eine 
geometrische  Untersuchung  oder  die  algebraische  Auflösung 
einer  geometrischen  Aufgabe  auf  eine  Gleichung  zwischen 
den  beiden  veränderlichen  Grrössen  x  und  y  gekommen, 
welche  allgemein  durch  F(af^y)  =  Oy  oder  auch,  wenn  man 
sich  diese  nach  y  aufgelöst  denkt,  durch  y  =/(^)  bezeich- 
net werden  kann;  so  stellt  diese  eine  stetige  Folge  von 
Puncten  dar,  welche  je  nach  der  Natur  dieser  Gleichung 
einer  geraden  oder  krummen  Linie  angehören.  Setzt  man 
nämlich  für  a  nach  und  nach  die  Werthe  o,  a,  a^,  • «,  und 
berechnet  aus  dieser  Gleichung  y=f(a)  die  zugehörigen 
Werthe  von  y  z=zby  b\  V\  ♦ . ;  so  erhält  man,  wenn  in  den 
Puncten  P,  P\  P', ..,  für  welche  AP=a,  AP  =^a' 
u.  s.  w.  ist ,  die  Ordinaten  Püf ,  P'M\  P' M\  . .  gezogen 
und  beziehungsweise  gleich  J,  b\  J  , . .  abgeschnitten  wer- 
den ,  eben  so  viele  Puncte  My  M\  M!\ . . ,  welche  die^e 
Gleichung  y=f(^x)  befriedigen.  Da  man  dabei  die  auf 
einander  folgenden  Werthe  von  a  unendlich  wenig  von  ein- 
ander verschieden  annehmen  kann,  so  werden  auch  die 
Puncte  3f,  -Jf,  M  y,.  einander  imendlich  nahe  liegen  und 
durch  gehörige  Verbindung  eine  continuirliche  Curve  bilden, 
in  welcher  jeder  Punct  (d.  i.  dessen  Coordinaten)  eine  Auf- 
lösung der  Gleichung  y  =if(a)  bildet.  Aus  diesem  Grunde 
heisst  die  Curve  der  geometrische  Ort,  oder  auch 
schlechtweg   der   Ort   der   Gleichung    F{a,  y)  =:  0    oder 
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§.  411.     Zur   Erläuterung   mögen   folgende   Beispiele 
dienen : 

1)  Um  bei  Voraussetzimg  von  rechtwinkeligen  Coordinaten  die  Grlei- 
chuug  y*  —  3x  =  0  zu  constniiren,  oder  mit  andern  Worten,  ihren  geo- 
metrischen Ort  aufzufinden ,  wird  man  diese  zuYÖrderst  nach  y  auflösen ; 
dadurch  erhält  man  y  =  ^  V^3x.  Diese  Gleichung  zeigt,  dass  (des  dop- 
pelten Zeichens  wegen)  jeder  Abscisse  x  zwei  gleiche,  entgegengesetzte 
Ordinalen  y  zukommen ;  dass  x  nicht  negativ  sein  kann ,  weil  sonst  y 
imagin&r  würde ;  dass  dagegen  dafftr  alle  positiven ,  reellen  Werthe  von 
0  bis  CO,  wobei  auch  y  unendlich  zunimmt,  gesetzt  werden  können. 
Daraus  folgt,  dass  sich  die  gesuchte  Curve  (Fig.  32)  in  Gestalt  von  zwei  vir.  «s. 
Aesten,  welche  ober-  und  unterhalb  der  Abscissenaxe  symmetrisch  lie- 
gen, nach  der  Seite  der  positiven  >lbscissen  bis  ins  Unendliche  erstreckt 

Die  Gleichung  gibt  femer  fiir  x  =  0  auch  y  =  0 ,  zum  Beweise, 
dass  die  entsprechende  Curve  durch  den  Ursprung  A  der  Coordinaten 
geht.  Setzt  man  femer  successive  :t  «>  1,  2,  3,  . . ;  so  findet  man  nach 
und  nach  5r  =  d=K3,  d=  V^6 ,  ±3  u.  s.  w.  Werden  demnach  die 
Stücke  ^P=  1,  AP'  =  2^  AP"  =  S  u  s.  w.  aufgetragen,  in  den  Punc- 
ten  P,  P', ..  die  Ordinalen  gezogen,  und  so  abgeschnitten,  dass  PM™' 
PN=V3,  P'Äf^P'N'^Ve,  P"M'  =P'N"  =  3  u.  B.w.  wird; 
so  hat  man  die  Puncte  3f,  Af',  3f",  .  .  und  N,  N\  N",,.  jener  Curve 
gefunden ,  welche  den  Ort  der  gegebenen  Gleichung  bildet, 

2)  Um  den  Ort  der  Gleichung  y* — x*  —  4  =  0  zu  finden,  hat  man, 

wenn  diese  nach  y  aufgelöst  wird,  y=:i  V'x^  +  4.  Daraus  folgt  wie- 
der unmittelbar,  dass  jedem  Werthe  von  x  zwei  gleiche  entgegengesetzte 
Werthe  von  y  entsprechen;  femer,  dass,  der  zweiten  Potenz  von  x  we- 
gen, gleichen  positiven  und  negativen  Werthen  von  x  ebenfalls  gleiche 
Ordinalen  zukommen,  so,  dass  also  die  der  gegebenen  Gleichung  ent- 
sprechende  Curve  nicht  anders  als  in  4  Aesten  fortlaufen  kann,  von  de- 
nen, zwei  und  zwei  gegen  die  Coordinatenaxen  symmetrisch  liegen,  und 
die  sich ,  weil  x  unendlich  zunehmen  kann,  wobei  auch  y  unendlich 
w&ehst,  ins  Unendliche  ausbreiten. 

Um  diese  Curve  selbst  zu  finden,  setze  man  zuerst  x  =  0,  wodurch 
y  —  ±  2    wird ;    nimmt  man  also  auf  der  Ordinatenaxe  YY'  (Fig.  33)  w».  88. 
AB=:Ab  =  2f   so  hat  man  die  beiden  ersten  Puncte  B,  b  der  Curve. 
Setzt  man  femer  nach  und  nach  x  =  i  1 1   ±  2 ,    i  3    u.   s.   w.  (wobei 
man  sich  die  Linieneinheit  1  so  klein  denken  mag  als  man  will) ;  so  er- 
hält man   aus    der   genannten    Gleichung    beziehungsweise    y  =  itV"5, 
±1^8,  i"/l3  u.  8.  w.,  so,  dass,  wenn  man  AP'=Ap=l,   AP'  ^ 
Ap^2  VL  8.  w.   abschneidet,    in  den   Endpuncten  P,   P, ..,  p^  p  , . 
die   Ordinalen    errichtet    und    darauf   PM  =«  PN  =  pm  =  pn -=^  y^ 
PM' =:P'N' =zpm' =pn  =Y^   u.    s.   w.    nimmt,    dadurch    eben    so 
▼iele  Puncte  itf,  iV,  m,  n,  M\  K ,  m',  n    u.  s.  f.   der  gesuchten   Cur^-e 
als  geometrischer  Ort  der  gegebenen  Gleichung  erhalten  werden. 
Borges  Compendiani  d.  höh.  Math.  28 
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§.  412.  Der  Ort  einer  Gleichung  deB  ersten  Grades 
zwischen  x  und  y  ist  eine  gerade  Linie.  Denn  jede  sol- 
che Gleichung  ist  von  der  Form  y=^Aa'\-B,  welche  mit 
jener  der  geraden  Linie  (§.  390)  y  =  aÄ?  +  6  verglichen, 
4  =  a  =  ton^a  und  B=^b  gibt.  Man  darf  also  nur,  um 
Flg.  84.  diese  Gerade  zu  finden,  auf  der  Ordinatenaxe  YY  (Fig.  34) 
AjB  =  B  abschneiden,  durch  B  mit  der  Abscissenaze  X'X 
eine  Parallele  BE  ziehen,  darauf  BF=1  abschneiden,  in 
F  das  Perpendikel  FG  =  A  errichten ,    und  endlich  durch 

B  und  G  die  gesuchte  Gerade  CBGD  ziehen;  denn  ee  ist 

GF       A 

dieser  Construction  zufolge  tang  GBF^=^—-=rr^=^A^  also 

in  der  That  die  Gleichung  der  Geraden  CD^  y  =  ^Ä-+"-ö* 
Da  indess  die  Lage  einer  Geraden  durch  2  Puncte  be- 
stimmt ist,  so  ist  es  bequemer,  diQ  Durchschnittspuncte  der 
gesuchten  Geraden  mit  den  beiden  Coordinatenaxen  zu  be- 
stimmen, oder  im  Falle  die  Gerade  durch  den  Ursprung 
geht,  also  (§.  392,  3.)  die  Gleichung  die  Form  y  =  Ax  hat, 
für  X  einen  beliebigen  Werth,  z.  B.  ^  =  1  anzunehmen,  im 
betreffenden  Puncte  der  Abscissenaxe  die  Ordinate  y  =  A 
zu  errichten,  und  durch  den  Endpunct  derselben  und  den 
Ursprung  die  gesuchte  Gerade  zu  ziehen. 

1.  Um  2.  B.  den  geometrischen  Ort  der  Gleichong  S^ —  2x  — 6  »»  O 
zu  finden,  hat  man  daraus:  ^  =  }x  +  2.  Aus  dieser  Gleichung  folgt 
fdr  X  «*  0 :  y  =  2 ,    und  ftlr  y  ^=»0\  x«»  —  3;    schneidet  man  daher  auf 

Flg.  34.  der  Ordinatenaxe  (Fig.  34)  ^  B  =  2 ,  anf  der  AbsciBsenaxe  (da  x  nega- 
tiv ist)  AC=3  ab,  und  sieht  durch  C  und  B  die  Gerade  CBJD;  so 
ist  diese  der  Ort  der  gegebenen  Gleichung. 

2.  Für  die  Gleichung  2y  — 3x-f5  =  0  ist  y  =  ix  — f,  mithin 
Ar  x=«0:  y=  —  ^^  f&ry  =  0:  x  =  }.  Schneidet  man  daher  (da  y 
negativ  ist)  AB'  =  i,  AC'  =  ^  ab,  und  verbindet  die  Puncte  B',  C 
durch  die  Gerade  D'B'C  ;  so  ist  diese  der  Ort  der  gegebenen  Glei- 
chung. 

3.  Um  den  geometrischen  Ort  der  Gleichung  y  =  Sbr  au  fin- 
den ,  der  sofort  eine  durch  den  Ursprung  gehende  Gerade  ist ,  setze 
man  x  =  1  ;  so  wird  y  »*  2,  und  wenn  man  durch  diesen  Punct  x=  I, 
y  =  2  und  den  Ursprung  eine  Gerade  zieht,   sofort  dieser  Ort  gefunden, 

4.  Die  Gleichung  2y  — 3  =  0,  in  welcher  x  gar  nicht  vorkommt, 
und  aus  welcher  y  =  }  folgt,  stellt  (§.  392,  5.)  eine  mit  der  Abscissen- 
axe  in  dem  Abstand  }  parallele  Gerade  vor,  die  also  sehr  leicht  zo  con- 
itruiren  ist. 
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5.  tJm  endKch  noch  den  Ort  der  Gleichnng  ar'  +  Sx  — 8  =  0,  in 
welcher  blosa  x  Torkommt ,  n  finden ,  hat  man  daraus  x  =  — •  1  ^  2, 
d.  L  x»l  nnd  — 8.  Diese'  Gleichung  repräaentirt  also  (§«  892,  7.) 
ein  System  sweier,  in  den  Abst&nden  4"  1  und  —  8  mi^  der  Ordinaten- 
axe  parallelen  Geraden,  die  ebenfalls  Idcht  sa  constmiren  sind. 

§.  415.     So  Wie  wir  für  die  allgemeine  GleicliuDg  des 
Kreises  (auf  rechtwinkelige  Coordinaten  bezogen)  (§.  400) 

(a)    (a — p)*-\'(y  —  ?)*  =  »•*    oder 
(1)     Ä^+y*  — 2^4?  — 2jy+p*  +  j*  — r*  =  0 

gefunden  haben,  so  ist  auch  umgekehrt  der  geometrische 
Ort  einer  jeden  Gleichung  des  2.  Grades  zwischen  a:  und 
y^  in  welcher  a^  und  y'  gleiche  Coefficienten  besitzen  und 
das  Glied  in  ay  fehlt,  ein  Kreis  (d.  i.  dessen  Umfang). 
Denn  da  sich  unter  dieser  Voraussetzung  jede  solche  Glei- 
chung auf  die  Form  (w)  ^*  +  ^*  +  Ax  +  By  +  (7=0 
bringen  lässt,  so  ist,  diese  mit  der  Gleichung  (1)  vergli- 
chen, j^=—i^,  g  =  —  iB  und  r  =  y\(A^-{-B^)—  C 
Construirt  man  daher  den  Punct  C  (Fig.  35)  aus  den  recht-  pig. » 
winkeligen  Coordinaten  p  =  —  ^Äy  g  =  —  iB ^  und  be- 
schreibt aus  diesem  mit  dem  eben  bestinunten  Halbmesser  ' 
einen  Kreis;  so  ist  dessen  Gleichung  nach  (a); 

(«  +  i -4)» -I- (y -f- iS)»  =  1  (vi« -f  JB«)  -  C 

oder  entwickelt :  a*  -\-y*  -\-  Ax  -\-  By  -j-  C  =  0 ,  zum  Be- 
weis, dass  dieser  Kreis  in  der  That  der  Ort  der  gegebenen 
Gleichung  sei. 

A n m e r k.  Die  reellen  GrOssen  Äj  B^  C  können  übrigens  auch  so 
beschaffen  sein,  dass  ilA^  +  B') — C=  oder  <:0  wird;  im  ersten 
Falle  redncirt  sich  der  Kreis ,  wegen  r  =  0 ,  auf  seinen  Mittelponct, 
und  im  zweiten  Falle,  in  welchem  r  imaginir  ansfUlt,  bat  die  ge- 
gebene Gleichang  keinen  geometrischen  Ort,  also  auch  keine  geo- 
metrische Bedeatung. 

1.  Um  z.  B.  die  Gleichang  2* '  +  2y*  —  5x  +  6y  —  3  =  0  sa  constrni- 
•  «ren  oder  ihren  geometrischen  Ortsa  finden ,  hat  man  dar- 
aus: (c)  x*-fy*  — ix  +  Sy  —  }  =  0,  also  Ä  =  —  J,  B  =  8  und 
C  «=  —  }  ;  demnach  p  ««  f ,  ^  =  -~  4  ""^  ''  ""  i  V^85.  Unmittelbar, 
ohne  die  Z wischen werthe  von  Ä ,  B  und  C ,  erh&lt  man  auch  p,  q, 
r,  wenn  man  die  Gleichang  (c)  auf  die  Form  von  jener  (a)  bringt, 
indem  man  beiderseits  die  Quadrate  der  halben  Coefficienten  von  x 

18» 
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nnd  y  addirt.  Man  erhalt  dadurch:  r*  —  ^  *  +  H  +  y*  +  ®y  *+"  t 
-=4  +  «  +  »»  d.  i.  (x  — i)«-hO  +  *)"  =  «»  worauB  durch  Ver- 
gleichuDg  mit  der  Gleichung  (a)  far  p,  q,  r  ebenfalls  wieder  die 
angegebenen  Werthe  folgen.  —  Man  constmirt  demnach  mit  den 
Fi,r.  3S.  Coordinaten  Ah=p^i  (Fig.  35)  und  BC  =  ^«--}  den  Punct 

C,  und  beschreibt  aus  diesem  mit  dem  Halbmesser  CM=W'  85 
einen  Kreis;    so  ist  dieser  der  Ort  der  gegebenen  Gleichung. 

2.  Um  eben  so  den  Ort  der  Gleichung  r*  -f  y*  -+-  8x  +  6y  =  O  ^^ 
finden ,  hat  man  [durch  unmittelbare  Vergleichung  mit  der  Glei- 
chung (1)]  p  «n  —  4,  9  =  — 8,  p*  -f-  9*  —  r»  «  0,  also 

r  ^  V^16-f9  =  5. 
Fl»,  a«.  Nachdem  man  also  (Fig.  36)  mit  den  Coordinaten  AT^=p='  —  4 

und  BC  =  q  =  —  3  den  Mittelpunct  C  construirt  hat,  wird  man 
aus  diesem  mit  dem  Halbmesser  CA  =  5  den  Kreis  beschreiben, 
welcher ,  da  aus  der  gegebenen  Gleichung  fftr  r  =  0  auch  if  =  0 
folgt  (§.  402),  zugleich  durch  den  Ursprung  geht  (also  die  Bestim- 
mung von  r  im  Grunde  überflüssig  macht).     [IL,  78.] 

§.  414.  Um  noch  in  Kürze  zu  zeigen,  welchen  Nu- 
tzen die  geometrischen  Oerter  bei  Auflösung  von  sowohl 
unbestimmten  als  bestimmten  Aufgaben  gewähren,  nehmen 
wir  zuerst  an ,  es  handle  sich  bei  einer  unbestimmten 
Aufgabe  um  die  Bestimmung  eines  Punctes,  welcher  in  der 
Ebene  der  betreffenden  Figur  selbst  liegt  und  in  Bezug  auf 
diese  letztere  gewisse  Eigenschaften  besitzen  soll.  Bezieht 
man  Alles  auf  2  Coordinatenaxen ,  und  bezeichnet  die  Co- 
ordinaten des  gesuchten  Punctes  durch  a  y  y;  so  erhält 
man,  durch  Anwendung  der  bisher  vorgetragenen  Lehren 
der  analytischen  Geometrie,  zuletzt  eine  gewisse  Belation 
i^(^,  y)  =  0  oder  y:=f{x)  zwischen  diesen  Coordinaten 
und  den  gegebenen  Grössen,  d.  i.  die  Gleichung  der 
gegebenen  Aufgabe.  Construirt  man  daher,  den  eben 
vorgetragenen  Grundsätzen  gemäss,  den  geometrischen  Ort 
dieser  Gleichung,  so  stellen  die  Coordinaten  eines  jeden 
Punctes  dieses  Ortes  alle  Systeme  der  Werthe  von  ä,  y 
geometrisch  dar,  oder  es  leisten  alle  Puncte  dieses  Ortes 
der  gegebenen  Aufgabe  Genüge. 

§.  415.  Ist  man  bei  der  Auflösung  einer  bestimmten 
geometrischen  Aufgabe  mit  zwei  Unbekannten  auf  die  Glei- 
chungen F(as,y)  =  0  und   F  (Ä?,y)=0  gekommen,    wo  a 
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und  y  die  Coordinaten  der  gesuchten  Puncte  bezeichnen; 
80  kann  man  aus  diesen  Gleichungen  nach  und  nach  x  und 
y  eliminiren,  d.  h.  (§.  215,  ff.)  alle  Paare  zusammengehö- 
riger Werthe  von  x  und  y  bestimmen ,  und  diese,  wenn 
sie  hiezu  geeignet  sind,  nach  den  im  ersten  Capitel  dieses 
Abschnittes  vorgetragenen  Regeln  construiren.  —  Einfacher 
jedoch  kann  man  diese  Puncte  oder  Auflösungen  der  bei- 
den angeführten  Gleichungen,  ohne  daraus  die  erwähnte  , 
Elindnation,  die  in  den  allermeisten  Fällen  (s.  z.  B.  §.  377) 
auf  sehr  zusammengesetzte  Ausdrücke  führt,  erst  vorzu- 
nehmen, auf  folgende  Art  erhalten :  die  Gleichungen  F(a,y)  =0 
und  F'  (x,  y)  =  0  stellen  jede  für  sich  irgend  eine  Linie 
dar.  Sucht  man  daher  die  geometrischen  Oerter  BMM'C 
und  DM  ATE  (Fig.  37)  dieser  Gleichungen,  so  geben  ihre«»  »• 
Durchschnittspuncte  3/,  M*  •  .  .  die  gesuchten  Puncte,  wel- 
che der  Aufgabe  entsprechen ;  denn  die  Coordinaten  dieser 
Puncte  bilden  offenbar  jene  Systeme  der  Werthe  von  x  und 
y,  welche  beide  Gleichungen  F(x,y)  =  0^  F  {xyy)=0  zu 
gleicher  Zeit  befriedigen. 
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§.  416.  Nehmen  wir  als  Beispiel  hiezu  das  auf  zwei- 
fache Art  aufgelöste  Problem  des  §.  377,  fiir  welches  wir 
nach  der  1.  Auflösung  die  beiden  Gleichungen  (1)  (x — ft)* 
+  (y~-<?)«  =  r*  und  (2)  a  (x*  +  y^)  =^  p^  (a  +  2x  —  2b)  er- 
halten haben.  Anstatt  nun,  wie  dort,  aus  diesen  beiden 
Gleichungen  x  oder  y  zu  eliminiren,  und  dann  die  Systeme 
ihrer  Auflösimgen ,  d.  i.  die  Coordinaten  der  gesuchten 
Puncte  Dj  IX  (Fig.  22  oder  23)  zu  erhalten,  wodurch  man,  ^^ 
wie  wir  (aus  der  Finalgleichung  nach  x)  gesehen  haben, 
auf  sehr  zusammengesetzte  Endgleichungen  kommt,  suchen 
wir  vielmehr  die  geometrischen  Oerter  dieser  Gleichungen 
(1)  und  (2).  —  Es  ist  aber  der  Ort  der  Gleichung  (1)  der 
gegebene  Kreis  C  selbst,  weil  die  Coordinaten  seines  Mittel- 
punctes  durch  6,  c  und  dessen  Halbmesser  durch  r  bezeich- 
net worden  ist.    Was  femer  den  Ort  der  Gleichung  (2),  die 

sich   auch   in  der  Form  1^  — —  I   -\- y^  =  f^-\^p^^—L. 
darstellen  lässt,  betrifl't;  so  ist  dieser  (§.  400,  Gl  %)  eben- 
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falls  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunct  (wegen  q  =  0)  in  dineoi 
v%.  A  Punct  G  (Fig.  23)  der  Geraden  AB  (als  AbscissenaKe)  li^, 

fOr  welchen   (auf  A  als  Anfangspunct  bezogen)  AG  =  — 


ist,  und  dessen  Halbmesser  den  Werth  Ä=  1/ ~ hp* 

hat*  Da  aber  aus  dem  recht w.  Dreiecke  ACI^  AI^=AC* 
—  (7/*,  oder  nach  der  dort  eingeführten  Bezeichnung:  p*=b* 

+  c*  —  r*  folgt;  so  ist  auch  E  =  l/(b  --  ^V  +  c^  —  r\ 

oder  wegen  b  —  ^  =  AF—AG=GFy  also  (*  — — )  +  c^ 

=  GF*  +  FC*—GC\  auch  E  =  VGC^  —  r\  Führt  man 
demnach  aus  dem  Puncte  G  an  den  gegebenen  Ejreis  die 
Tangenten  &2>,  G'D' ;  so  ist  aus  den  rechtwinkeligen  Drei- 
ecken GBC  und  GiyC  sofort  GC^  —  r^^GD*  und  GI)\ 
folglich  auch  R=yGD*  und  |/G2/*,  d.  i.  endHch  12=  GD 
=  62/.  Man  erhält  also  auf  diese  Weise  durch  die  Be- 
rOhrungspuncte  1),  1)  dieser  beiden  Tangenten  GD,  GIX 
nicht  bloss  den  Halbmesser  GD  =  GU  dieses  2.  Kreises, 
sondern  zugleich  auch  die  Durchschnitt  spuncte  der  beiden 
Kreise,  d.  i.  die  gesuchten  Puncte  der  Au%abe. 

An  merk.  Es  ist  bemerkenswerth,  dass  die  1.  Aofiteimg  diese!'  An^ 
gäbe  (§.  377),  mit  Beofltzung  der  EigenschafteD  der  geometiischea 
Oerter,  g^oaa  auf  dieselbe  einfache  ConstractioB  fthrt,  welche  wir 
durch  die  S.  AaflÖsang  (§.  378)  dieser  Aufgabe  erhalten  haben. 
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Viertes  Capitel. 

Von  einigen  Verbindungen  der  geraden  Linien  unter 

einander  und  mit  dem  Kreise.     Auflösung  einiger 

bestimmten  und  unbestimmten  Aufgaben. 

Dreiecke. 

§.  41T.  Um  eine  weitere  Anwendung  der  bereits  ent- 
wickelten Principien  der  analytischen  Geometrie  zu  zeigen, 
und  zugleich  den  Grund  zu  allen  ähnlichen  Untersuchungen 
zu  legen,  wollen  wir  zuerst  einige  bekannte  Sätze  des  ge- 
radlinigen Dreieckes  entwickeln. 

§.  418.  Lehrsatz.  Die  aus  den  3  Winkelpuncten 
eines  Dreieckes  auf  die  gegenüberstehenden  Seiten  gefällten 
Perpendikel  schneiden  sich  in  einem  und  demselben 
Puncte. 

Beweis.  Denn  es  sei  ABC  (Fig.  38)  ein  geradlini- "»•  "• 
ges  Dreieck,  in  welchem  die  den  Winkeln  Ay  J9,  C  gegen- 
überstehenden Seiten  beziehungsweise  durch  a^b^  c  bezeich- 
net werden  sollen.  Eine  dieser  Seiten,  z.  B.  jene  AB=^Cj 
nehme  man  zur  Abscissenaxe,  und  den  Scheitel  A  zum  Ur- 
sprung der  rechtwinkeligen  Coordinaten;  so  sind,  wenn  a, 
ß  die  Coordinaten  des  Punctes  C  bezeichnen,  die  Gleichun- 
gen der  3  Seiten  ABy  AC,  BC,  nach  §.  392  —  394  (die 
erste  ist  die  Abscissenaxe,  die  zweite  geht  durch  die  beiden 
Puncte  a?'=ra,y'  =  ß,  ^"  =  0,y"  =  0,  und  die  letzte  durch 
jene  Ä'  =  a,y'  =  ß,  Ä"  =  c,y'  =  0)  beziehungsweise:  y  =  0, 

y  =  — a?  und  y= (x  —  c).  Die  Gleichung  der  3  Perpen- 

(t  et  —  c 

dikel  CC,  JSJB',  AA  sind,  nach  §.  398,  2)  (das  erste  ist 
eine  mit  der  Ordinatenaxe  in  dem  Abstand  a  parallele,  das 
2.  eine  durch  den  Punct  «'  =  c, y'  =  0  gehende,  auf  AC 
perpendikuläre ,  das  3.  endlich  eine  durch  den  Ursprung 
gehende  auf  5 C  perpendikuläre  Gerade),   beziehungsweise: 
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(1)  x=:a,  (2)  y=:—Ux  —  c)  Und  (3)y  =  — ^^.  Durch 

Verbindung  der  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  erhalt  man 
fiir  die   Coordinaten  des  Durchschnittfipunetes   der  Geraden 

CC  und  BBi  Ä  =  a,   t/  =  — 4(*  — ^)-     G^enau  dasselbe 

Resultat  erhält  man  auch  aus  den  Verbindungen  von  (1) 
mit  (3)  und  (2)  mit  (3)  f&r  die  Coordinaten  der  Durch- 
schnittspuncte  der  Geraden  CC  mit  AA'  und  BB'  mit 
AA  woraus  sofort  folgt,  dass  diese  3  Durchschnittspuncte 
in  der  That  nur  einen  einzigen  Pimct  ausmachen. 

§.  419.  Lehrsatz.  Die  in  den  drei  Halbirungepunc- 
ten  der  Seiten  eines  Dreieckes  auf  diese  letztem  errichteten 
Perpendikel  schneiden  sich  in  einem  einzigen  Puncte. 
Flg.».  Beweis.  Ist  die  Lage  des  Dreieckes  ABC  (Fig.  39) 
gegen  die  Coordinatenaxen  wie  vorhin,  und  sind  wieder 
AB=^c  und  a,  ß  die  Coordinaten  des  Punctes  C;  so  hat 
man,  wenn  i>,  J?,  F  die  Halbirungspuncte  der  Seiten  A  -B, 
BCy  AC  sind,  für  die  Coordinaten  dieser  Puncte  der  Reihe 

,  ,c  ^  c-i-a  /3  ,  «  ß 

nach:  x=x—,  y  =  0,  ä?  =  — j-,  y=Y  ^^  ^  =  ~J»  ^""T' 
Ferner    sind    (§.  418)  y  =  — ;p   und  y=:— —  (;c  —  c)    die 


Gleichungen  der  Geraden  AC  und  BC\  folglich  hat  man 
endlich  lur  die  Gleichungen  der  in  2>,  £,  F  auf  die  Seiten 
AB,  BCy  AC  errichteten  Perpendikel  i?d,  Ee  Ff  {Dd 
läuft  mit  ^y  in  dem  Abstand  \e  parallel,  Ee  geht  durch 
E  und  steht  auf  BC  perpendikulär ,  Ff  geht  durch  F  und 

ist   perpendikulär   auf   ^C)  "beziehungsweise :    (1)    ^  =  -r-> 

Es  geben  aber  die  Verbindungen  der  Gleichungen  (1),  (2), 
(1),  (3)  und  (2),  (3)  fiir  die  Coordinaten  der  Durchschnitts- 
puncte  der  Perpendikel  Z>d,  Ee^  Dd^  Ff  und  Ee,  Ff  immer 

dieselben  Werthe,    nämlich  jr  =  —  und  v  = 1 1 1» 

woraus  wieder  folgt,    dass  diese  3  Durchschnittspuncte  zu- 
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sammenfallen    und   nur    einen    einzigen    Punct  0   aus- 
machen. 

§.420«  Lehrsatz.  Die  drei  Geraden,  welche  die 
HalbirungspuBCte  der  Seiten  eines  Dreieckes  mit  den  gegen- 
überliegenden Scheiteln  desselben  verbinden,  schneiden  sich 
in  einem  und  demselben  Puncte. 

Beweis.  Denn  bleibt  die  Lage  und  Bezeichnung  des 
Dreieckes  A  B  C(Fig.  39)  wie  in  den  beiden  vorigen  Sätzen,  wt 
und  sind  AEy  BF^  CD  diese  drei  Halbirungslinien ;  so  sind 
die  Gleichungen  derselben,  da  wir  die  Coordinaten  derHal- 
binmgspuncte  Z>,  Ey  F  bereits  im  vorigen  Satze  angegeben 
haben  (^AE  ist  eine  durch  die  Puncte  4f'  =  0,  y'  =  0  und 
x"  =  i  (c  +  ^) >  y"  =  i  ß  gehende ,  BF  eine  durch  af  =  0y 
y  =0  und  j^'  =  ^  a,  y"  =  ^  ß  gehende ,  so  wie  endlich  CD 
eine  -durch  die  Puncte  4?'  =  ^  c,  y'  =  0  und  «"  =  a ,  y"  =  ß 
gehende  Gerade),  beziehungsweise: 

y  =  — T—  a,  y= r~ (a  —  c)  und  y  = r-  (a  —  ic). 

Werden  diese  drei  Gleichungen  wieder  zu  zwei  und  zwei 
mit  einander  verbunden,  so  erhält  man  aus  je  zweien  für  die 
Coordinaten  der  betreffenden  Durchschnittspuncte  inuner  die 
nämlichen  Besultate ,  und  zwar  «  =  ^  (c  -|-  «)>  y  =  i  ß  J  wo- 
durch sofort  der  behauptete  Satz  erwiesen  ist. 

§.  421.  Lehrsatz.  Werden  die  3  in  den  drei  letzten 
§§.  erwähnten  Puncte  wirklich  construirt,  so  liegen  diese  in 
einer  geraden  Linie. 

Beweis.  Sind  0,  0',  O'  diese  drei  Puncte  und  a?',  y', 
^'\  y'\  ^'9   }("  il^ö  C!oordinaten ,   so  liegen  (§.  395)  diese 

Puncte  in  einer  fireraden  Linie,  wenn   ^,  ""^„  =  -^t — ^  ist. 

°  X    —  X  X    X 

Nun  findet  man  in  der  That,  wenn  aus  §§.  418,  419,  420 
die  Werthe  der  Coordinaten  substituirt  werden,  dass  diese 
beiden  Quotienten  einander  gleich  sind  und  den  Werth  ha- 

ben:  -^^ ;    woraus  die  Richtigkeit  dieses  Satzes 

erhellet. 


Anmerk.  Sacbt  maa  allgemein  die  Bedingmigi  unter  weldier  sich  ftber. 

ng.  88.  baupt  die  drei  aus  den  Scheitelpuncten  A  j   B ,    C  (Fig.  38)    einet 

Dreieckes  ABC  gezogenen  geraden  Linien  AA',  BB'^  CC  in  einem 

einzigen  Puncte  0  schneiden;    so  findet  man  [IL,    90],  dafia  dieses 

Statt  findet,  wenn  die  Relation  besteht:  AC.  BA'  .  CB' »  AB'.  CA' .  BC\ 

Kreise. 

§.  422.  Um  die  Bedingungen  aufzufinden,  unter  wel- 
chen sich  zwei  Kreise  durchschneiden  oder  berühren, 
Fl».  4a  so  seien  C,  (7  (Fig.  40)  die  Mittelpuncte  zweier  Kreise  von 
den  Halbmessern  r,  r\  Nimmt  man  die  Centrilinie  C(7  zur 
Abscissenaxe,  C  zum  Ursprung  der  rechtwinkeligen  Coordi- 
naten  und  setzt  C  (7  =  d^  so  ist  die  Gleichung  des  BLreises 
C  (§.  404;  (1)  or*  4-  y*  —  r2  =  0 ,  und  die  des  Kreises  C , 
für  welchen  also  p  =  dy  q  =  0  die  Coordinaten  des  Mittel- 
punctes  sind  (§.400),  (2)  a^ +  f/^ —  2da -^  d^  —  r^  =^0. 

Nimmt  man  nun  an,  dass  sich  beide  Kreise  durch- 
schneiden, so  wird  man  zur  Bestimmung  der  Coordinaten 
der  Durchschnittspuncte  die  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2) 
mit  einander  verbinden  und  daraus  a  und  y  bestimmen. 
Zieht  man  zu  dem  Ende  die  Gleichung  (2)  von  jener  (1) 
ab ,  und  bestimmt  aus  der  entstehenden  Gleichung  a ;  so 
wird 

(«)   ^=  ^ . 

und  wenn  dieser  Werth  in  (1)  substituirt  wird: 

iß)    y=±~  Vir* d»  _  (d«  +  r« -  r  «)». 

§.  428.  Aus  diesen  beiden  Gleichungen  (a)  und  (j3) 
folgt,  dass  in  allen  Fällen ,  in  welchen  y  reell  ausfällt ,  die 
beiden  Kreise  einander  in  zwei  PunctenJ/,  M'  durchschnei- 
den, fiir  welche  die  Abscissen  (CP)  einerlei,  die  Ordinaten 
{PMy  PM')  aber  gleiche  und  entgegengesetzte  Werthe  be- 
sitzen :  es  steht  also  dabei  die  Centrilinie  C  C  auf  der  ge- 
meinschaftlichen Sehne  M  Af  perpendiculär  und  halbirt  die- 
selbe. —  Um  aber  die  Bedingungen  zu  finden,  unter  welchen 
y  reell  oder  imaginär  ausfällt,  stellen  wir  y,  durch  Zerlegung 
der  Wurzelgrösse  in  (ß),  auf  folgende  Weise  dar: 


y  =  ±:-^V(r-{'r-\-d){r-\-r—d)(r+d—r){r'  +  d'^r); 

und  in  dieser  Form  erkennt  man  (da  die  Radicalgröeae  der 
bekannte  bei  der  Dreiecksfläche  (§•  65)  vorkommende  sym- 
metrische Ausdruck  ist)  sogleich,  dass  y  nur  dann  reell  aus- 
fallt ,  wenn  sich  aus  den  drei  Linien  r ,  r\  d  ein  Dreieck 
construiren  lässt :  die  beiden  Kreise  durchschneiden 
'sich  also ,  wenn  von  den  drei  Grössen  r,  r,  d  immer  jede 
kleiner,  als  die  Summe  der  beiden  übrigen  ist. 

§.  424.  Sollen  sich  aber  die  beiden  Kreise  berühren, 
so  müssen  die  Puncte  M,  M  in  einen  zusammenfallen, 
also  müssen  sich  auch  die  beiden  Werthe  von  y  auf  einen 
reduciren,  was  aber  nur  für  y  =  0  möglich  ist.  Dieses  letz- 
tere findet  femer  nur  Statt,  wenn  (wie  unmittelbar  aus  dem 
letzten  Ausdruck  von  y  folgt)  eine  der  Gleichungen  d=^T 
'\-t\  d-=^r  —  r,  ci  =  r  —  / ,  oder  diese  in  eine  vereinioret, 
wenn  (y)  d*  =  (7'±/)2  besteht:  zwei  Kreise  berühren 
sich  also,  wenn  der  Abstand  ihrer  Mittelpuncte 
entweder  der  Summe  oder  Differenz  ihrer  Halb- 
messer gleich  ist  (im  ersten  Falle  findet  eine  äussere, 
im  letztem  eine  innere  Berührung  Statt). 

§.  425.  Aufgabe.  Die  Gleichung  eines  Kreises  zu 
finden,  welcher  durch  zwei  gegebene  Puncte  geht,  und  einen 
der  Grösse  und  Lage  nach  gegebenen  Kreis  berührt. 

Auflösung.  Seien  x\  y,  x'%  y"  die  Coordinaten  der 
gegebenen  Puncte,  />',  q'  die  Coordinaten  des  Mittelpunctes 
und  /  der  Halbmesser  des  gegebenen  Kreises,  so  wie  p,  7, 
r  dieselben  Grössen  för  den  gesuchten  Kreis;  so  ist  die  Glei- 
chung dieses  letztem  (§.  400)  :  (a)  (^  —  p)*  +  (y  —  ?)*  =  r*, 
wobei  p,  q  und  r  noch  unbestimmt  sind.  Die  beiden  ersten 
Bedingungen  geben  aber  die  Gleichung  (1)  (x  — p)*  +  (y  —  ?)* 
=  r^  und  (2)  (x  —  />)•  -|-  {y  —  y)*  =  r*,  so  wie,  wenn  man 
^  den  Abstand  der  Mittelpuncte  beider  Kreise  durch  d  bezeich- 
net, wodurch  (§.388)  d«  =  (p  —  p)*  + (j  — ^)*  wird,  die 
dritte  Bedingung  nach  der  Relation  {y)  des  vorigen  §.  die 
Gleichung  gibt :  (3)  (p  —  fY  +  (^  —  9 )2  =  (r  ± tY\  und  aus 
diesen  drei  Gleichungen  lassen    sich  sofort  die  drei  Grössen 
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Pf  q^  r  bestimmen  und  in  die  gesuchte  Gleichung  (a)  eub- 
stituiren. 

An  merk.  Einfacher  wird  die  Auflösung  dieser  Aufgabe,  wenn  man  die 
rechtwinkeligen  Coordinatenaxen  so  wählt,  dass  z.  B.  derPunct  x\  y 
der  Ursprung  wird  und  die  Abscissenaxe  noch  überdiess  durch  den 
Pnnct  x",  y"  geht.  Dadurch  wird  x  «-•  0,  y'  *-•  0,  y  ««  0  ,  und  die 
beiden  Gleichungen  (ä)  und  (2)  reduciren  sich  auf  die  weit  einfache- 
ren :  p^^q^B^r^  und  (x"  —  p)»  -f-  y *  =«  r*. 

§.  426.  Aufgabe.  Die  Gleichung  eines  Kreises  zu 
finden,  welcher  durch  einen  bestimmten  Punct  geht  und  zwei 
der  Grösse  und  Lage  nach  gegebene  Kreise  berührt. 

Auflösung.  Sind  x\  y  die  Coordinaten  des  gegebe- 
nen PuncteSy  p ,  q'j  r\  p",  y",  r"  und  p,  q^  r  der  Reihe  nach 
die  Coordinaten  der  Mittelpuncte  und  die  Halbmesser  der 
beiden  gegebenen  und  des  gesuchten  Kreises;  so  hat  man 
wieder  ganz  einfach  zur  Bestimmung  von  py  q^  t  die  drei 
Gleichungen :  {x'  —  p)^  +  (y'  -  q)^  =  r\{p  —  p^  +  iq  —  qV 
=  (r ± /)*  und  (p  —  pV^{q  —  ?")*  =  (r ± r")^ ,  welche 
Werthe  man  dann  nur  in  der  Gleichung  (x  —  p)*  +  (y  —  qy 
=  r^  substituiren  darf,  um  die  gesuchte  Gleichung  zu  er- 
halten. 

An  merk.  Zur  Vereinfachung  kann  man  die  Centrilinie  zur  Abscissen- 
axe und  den  Mittelpunct  des  ersten  Kreises  {p' ,  q')  snm  Ursprung 
der  Coordinaten  nehmen;  dadurch  werden  p',  q   und  q"  NulL 

§.  421.  Aufgabe.  Die  Gleichung  eines  Kreises  zu 
finden^  welcher  drei  gegebene  Kreise  berührt. 

Auflösung.  Sind  wieder  p,  q^  r  die  Coordinaten  des 
Mittelpunctes  und  der  Halbmesser  des  gesuchten  Kreises, 
und  werden  dieselben  Grössen  fiir  die  drei  gegebenen  Kreise 
durch  die  nämlichen  Buchstaben,  aber  der  Beihe  nach  mit 
1,  2,  3  Accente  bezeichnet;  so  hat  man  ganz  einfach  zur 
Bestimmung  der  Werthe  von  p,  q^  r,  mit  welchen  dann  auch 
die  gesuchte  Gleichung  (x  — p)^  +  (y  —  5)*  =  r*  gefunden 
ist,  die  Gleichungen:  (p  —  pO^  +  {q  —  q')^=^{rdbr)\  (p — p")^ 
+  (q~  q'y  =  (r  ±  0\  (p  -  p"V  +  (j  -  q''^  =  (r  ±  r^V. 

An  merk.  Auch  hier  kann  man  die  Lage  der  rechtwinkeligen  Axen  so 
wählen,  dass  z.  B.  jt)'"  «—  0,  g'"  «*  0  und  ^"  —  0  wird. 


285 

Tangenten. 

§.  428.  Um  eine  ganz  allgemeine,  auf  alle  Curven  an- 
wendbare Definition  der  Tangente  zu  erhalten,  nehme  man 
an ,  die  Secante  MN  (Fig.  41)  drehe  sich  um  den  festen  «»•  *^ 
Punet  M  gegen  MN  hin,  und  falle  endlich  mit  dieser  Gre- 
raden  zusammen ;  so  wird  dadurch  ein  Anfangs  von  M  ge- 
gen die  Linke  (oder  nach  abwärts)  gelegener  Durchschnitts- 
punet  m  gegen  M  so  fortrücken ,  dass  er  zuletzt  gegen  die 
Rechte  hin  (oder  nach  aufwärts)  nach  m  zu  liegen  kommt. 
In  jener  Lage  der  Secante  MN  nun ,  in  welcher  der  Punct 
m  mit  jenem  M  zusammenfällt,  was  bei  diesem  Uebergange 
von  m  nach  m'  nothwendig  Statt  haben  muss,  nennt  man 
diese  Gerade  MT  Tangente  der  Curve  RS  im  Puncte 
M:  es  ist  also  die  Tangente  als  eine  Secante  zu  betrachten, 
deren  beide  Durchschnittspuncte  in  einen,  nämUchdemBe- 
rührungspunct  zusammenfallen. 

An  merk.  Es  ist  nicht  nOthig,  dass  der  feste  Punct  M^  nm  welchen 
man  sich  die  Drehji^ng  der  Secante  vorstellt,  zugleich  auch  der  Berflh- 
rnngspunct  selbst  sei;  er  kann  vielmehr  irgendwo  ausserhalb  der 
Curve  liegen.  Auch  kann  sich  die  Secante  mit  sich  selbst  parallel 
fortbewegen  (oder  der  Drehungspunct  unendlich  weit  liegen) ,  um 
zur  Tangente  zu  werden.  So  folgt  z.  B.  aus  der  in  §.411,  Beisp.  1, 
behandelten  Gleichung  y*  ^^Zx  oder  y  =  db  V^3  x ,  daw  jede  mit  der 
Ordinatenaxe  Y  Y'  (Fig.  S2)  parallele ,  gegen  die  positiven  x  zn  ng.  ai 
liegende  Gerade,  die  Curve  in  zwei  Fnncten  schneidet,  also  eine  Se- 
cante sei.  Bewegt  sich  aber  diese  Secante,  stets  mit  YY'  parallel 
bleibend,  gegen  diese  Axe,  wodurch  x  fortwährend  abnimmt;  so 
rücken  die  betreifenden  Durchschnittspuncte  M"  N"  einander  immer 
näher ,  und  fallen  endlich  flir  x  -«  0  ,  wofttr  y  =*■  ±  0  wird  und  die 
Secante  auf  die  Axe  YY'  Alllt,  im  Ursprünge  A  zusammen,  wo- 
durch also  diese  Secante  zur  Tangente  Y  V  im  Pnncte  A  wird. 

§.  429.  Ist  F{a!,  y)  =  0  die  Gleichung  der  Curve, 
y  =  aa!-\-b  jene  der  Secante  (beide  auf  dieselben  Coordina- 
tenaxen  bezogen) ;  so  findet  man  die  Durchschnittspuncte 
dieser  Geraden  mit  der  Curve ,  indem  man  diese  beiden 
Gleichungen  mit  einander  verbindet  und  daraus  die  Werthe 
von  a  und  y  bestimmt.  Drückt  man  femer  die  Bedingung 
aus,  dass  diese  Durchschnittspuncte  in  einen,  und  zwar  mit 
dem   Berfihrungspunct    zusammenfallen   sollen;    so   hat  man 


die  Bedingungsgleichung  für  die  Tangente  selbst.  Dabei 
kann  noch  verlangt  werden ,  dass  die  Tangente  durch  einen 
ausserhalb  oder  in  der  Curve  selbst  liegenden  Punct  gehen 
soll.     Wir  wollen  dieses  zunächst  auf  den  Kreis  anwenden. 

§.  430.  Um  die  Bedingung  aufzufinden,  unter  welcher 
eine  durch  einen  gegebenen  Punct  gehende  Secante  des  Krei- 
ses zur  Tangente  wird,  beziehen  wir  den  Kreis  auf  rechtw. 
Coordinatenaxen,  die  sich  im  Mittelpuncte  desselben  schnei- 
den, imd  dessen  Gleichung  also  ist:  (1)  ^•-|"y*  =  ^*  Be- 
zeichnen wir  femer  die  Coordinaten  des  gegebenen  Punctes 
durch  X  y  y\  so  ist  die  Gleichung  der  Secante  (§.  393) 
(2)  y  —  y'  =  a{x  —  x').  Zur  Verbindung  dieser  beiden  Glei- 
chungen (um  die  Coordinaten  der  Durchschnittspuncte  zu 
erhalten)  folgt  aus  (2),  wenn  man  auch  gleich  quadrirt: 

y^  =  o}(x-xr  +  y'^  +  ^ay'{x-af)\ 
dieser  Werth,  in  (1)  substituirt,  gibt : 

(m)  (1  4-  a') x^  —  iaiax'  —  y')  «  =r»— aV»  — y"  +  2axy\ 
und  wenn  man  diese  Gleichung  nach  x  auflöst: 

/Q.    ^_  «(«^'  -y)  ±  K«*  (r'-  r  «)4-2ax  y  +r'^y^ 
(öj  X—  j-^p^i . 

Dieser  doppelte  Werth  von  ä,  welcher  in  der  Gleichung 
(2)  auch  zwei  Werthe  von  y  erzeugt,  beweist  nun  fiirs  erste, 
dass  der  Kreis  von  einer  geraden  Linie  höchstens  in 
zwei  Puncten  geschnitten  werden  könne. 

§.  431.  Gibt  man  der  trigon.  Tangente  a  nach  und 
nach  verschiedene  Werthe,  so  erhält  man  eine  ganze  Reihe 
von  aufeinanderfolgenden  Secanten ;  soll  aber  eine  davon  Tan- 
gente werden,  so  muss  der  im  §.  429.  gegebenen  Erklärung 
gemäss,  a  einen  solchen  Werth  erhalten,  dass  beide  Wurzeln 
X  der  Gleichung  (3)  einander  gleich  werden.  Dazu  muss 
man  aber  die  KadicalgrOsse  dieser  Gleichung,  von  welcher 
diese  zwei  ungleichen  Werthe  von  x  herrühren,  Null  setzen, 
und  aus  der  dadurch  gebildeten  Bedingungsgleichung  a  be- 
stimmen.   Diess  Alles  ausgeführt,  erhält  man: 

(4)  a=->-^;.^^;+gE?.    -' 
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Werden  diese  beiden  Werthe  ftr  a  in  der  Gleichung  (2j 
substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichungen  der  beiden  durch 
*>  y  gehenden  Tangenten.  Werden  diese  Werthe  dagegen 
in  der  Gleichung  (3),  in  welcher  nun  die  Wurzelgrösse  ver- 
schwindet, gesetzt,  so  erhält  man  die  Abscissen,  und  damit 
aus  (2)  die  Ordinaten  der  Berührungspuncte.  (Wir  finden 
diese  Coordinaten  weiter  unten  auf  eine  einfachere  Weise.) 

An  merk.  1.  Der  doppelte  Werth  von  a  in  (4)  gibt  za  erkennen,  dass 
durch  einen  gegebenen  Fanct  x\  y  im  Allgemeinen  zwei  Tangenten 
gezogen  werden  kOnnen;  sie  sind  beide  möglich,  wennx**-f-y*>r", 
d.  i.  der  Punct  x",  y  an  sb  er  halb  des  Kreises  liegt.  Für  x'*-i-y'* 
»r'f  in  welchem  Falle  x\  y  ein  Punct  des  Kreises  selbst  ist,  ver- 
schwindet in  (4)  die  WnrzelgrOsse ,  and  es  reduciren  sich  beide 
Werthe  Yon  a  auf  einen,  oder  es  ist  durch  diesen  Pnnct  x^  y', 
welcher  zugleich  [da  man  aus  (3)  und  (2)  x  »« x' ,  y^^y  erh&lt] 
der  Berührungspunct  ist,  nur  eine  Tangente  möglich. 

An  merk.  2.  Die  Bedingungsgleichung  (4)  findet  man  noch  einfacher 
unmittelbar  aus  der  Gleichung  (m),  ohne  diese  erst  nach  x  aufzu- 
lösen, wenn  man  bemerkt,  dass  in  der  allgemeinen  Gleichung  ax^  -{-hx 
-|-  c  =»  0  die  beiden  Wurzehi  x  nur  dann  einander  gleich  sind,  wenn 
die  Bedingung  besteht: 

(a)    6»  — 4ac  =  0. 

§.  432.  Um  das  Problem  der  Tangenten  noch  in  der 
Voraussetzung  aufzulösen ,  dass  der  Berührungspunct  gege- 
ben ist,  seien  x\  y,  x\  y'  zwei  Puncte  des  Kreises,  von 
denen  der  erstere  der  Berühnings punct  der  Tangente  wer- 
den soll;    so  ist   die  Gleichung  der  die  beiden  Puncte  ver- 

bindenden  Geraden:  (1)  y  —  y  =  ^ , ^ ..  {x — x).  Wird  diese 

Gleichung  mit  den  beiden  folgenden  (2)  a?*4-y'*  =  ^*  'ind 
(3)  4?"*  -|-  %f'^  =  r*,  welche  eben  ausdrücken,  dass  die  beiden 
Puncte  dem  Kreise  angehören ,  verbunden;  so  erhält  man 
ein  System  von  Gleichungen  für  die  durch  die  beiden  ge- 
nannten Puncte  gehenden  Secante.  Die  Gleichung  (3),  von 
jener  (2)  subtrahirt,  gibt  die  Gleichung: 

^   ^    X  —x  y  -f-y 

welche  eine  der  drei  vorigen,  z.  B.  jene  (8)  ersetzen  kann. 
Wird  sonach  diese  Gleichung  (4)  mit  jener  (1)  verbunden, 


80  erhält  man  eigentlich  ft&r  die  in  Rede  stehende  Secante 
das  System  der  beiden  Gleichungen: 

und  x'*  4"  y'*  =  ^*-  —  Soll  nun  aber  diese  Secante  im  Puncte 
a\  y  zur  Tangente  werden,  so  darf  man  nur  (damit  der 
zweite  Punct  x'\  y"  mit  jenem  a!^  y  zusammenfällt)  j?"=  x' 
und  y'=^y  setzen;  man  erhält  dadurch  aus  den  yorigen 
Gleichungen  für  die  Gleichungen  der  Tangente: 

(5)  y  — y'  =  — 4-(«  — «')  und  (6)  a?'»+y«=r*,  von  de- 

nen  jedoch  die  letztere,  welche  sofort  ausdrückt,  dass  (was 
sich  von  selbst  versteht)  der  Berührungspunct  x\  y  ein 
Punct  des  Kreises  ist ,  nicht  besonders  aufgestellt ,  sondern 
immer  stillschweigend  verstanden  wird;  die  Gleichung  (5) 
ist  demnach  die  Gleichung  der  Tangente,  wobei  x\ 
y'  die  Coordinaten  des  Berührungspunctes  sind.  Zugleich 
nimmt  diese  Gleichung  (5),  mit  Rücksicht  auf  jene  (6),  auch 
die  merkwürdige  Form  an:  (7)  ««'-|-yy  =  r*. 

§.  48S.  Soll  die  Tangente  durch  einen  ausserhalb 
des  Kreises  liegenden  Punct  ä",  y"  geführt,  also  der  Be- 
rührungspunct x\  y'  gefunden  werden;  so  muss  man  aus 
den  [aus  (6)  und  (7)  folgenden]  beiden  Gleichungen  «  *  4-  y  * 
=  r*  und  x'x  •\-y'y  =  r^  die  Coordinaten  x\  y'  bestimmen. 
Man  erhält  daraus  ganz  einfach: 

X  =  ^"»4-y'»  ^^^  y   — x''«-fy"» 

Um  den  Punct  x',  y  geometrisch  zu  finden,  dürfte  man  nur  diese 
eben  gefundenen  Ausdrftcke  construiren.  Weit  einfacher  jedoch  wird  die. 
ger  Berflhrungspnnct  gefunden,  wenn  man  von  den  geometrischen  Ortern 
Gebrauch  macht.  Die  beiden  Gleichungen  nämlich,  ans  welchen  die  vo- 
rigen Werthc  von  x  und  y  bestimmt  wurden,  sind  (1)  y  y'  -|-  x'*"««— r" 
und  (2)  y*  +  x''  =  r*;  die  erstere  von  der  letztem  abgezogen,  gibt  auch 
(8)  y'*  —  y y'  +  *'*  —  x' x"  — •  O ,  weldie  Gleichung  eine  der  beiden  vo- 
rigen, z.  B.  jene  (1),  ersetzen  kann.  So  wie  aber  durch  Verbindung  der 
Gleichungen  (1)  und  (2)  die  vorigen  Werthe  x',  y  gefunden  wurden,  so 
erhält  man  auch  durch  die  Durchschnitte  der  beiden  den  Gleichungen  (I) 
und  (2)  entsprechenden  Orter  ({.  415)  die  gesuchten  Berflhrungspancte 
x',  y ,  Nun  ist  aber  der  Ort  der  Gleichung  (2)  ein  Kreis  vom  Halb- 
messer r,  dessen  Mittelpunct  im  Ursprung  liegt,  also  der  gegebene  Kreia 
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wlh6U    t>br  Ort  der  Gleichung  (3),  dib  wir  statt  jetiar  {\)  nehmotl ,  und 

die  eich  auch  nnter  der  Form  (y'---iyT  + (a?'^40'  —  i  (y" *  +  *"*) 
darstellen  lAest,  ist  ($.  400)  ebenfalls  ein  Kreis,   flbr   welchen  p  =  ^x'\ 

q  «  iy"  nttd  r  3=  i  Kr"«  +  y"«  ist. 

Ist  also  ^  (Fig.  42)  der  gegebene  Pnnct  x",  y,  so  wie  0  der  Mit-  >%•  ^ 
telpnnct  des  gegebenen  Kreises ,    und  sieht  man  A  C  nnd  die  Ordinate 

AQ;  so  ist  -4  0^Ka:"*  +  y"*— '2/  gleich  dem  Durchmesser  des  «wei- 
ten Kreises.  Wird  femer  AC  in  C*  halbirt  nnd  die  Ordinate  C  Q'  ge* 
iK>gen;  so  ist  offenbar  CQ'  >—  1 1"  -»/»  und  C  Q'  —  ^y"  »-  9,  so,  das« 
also  in  der  That  der  Aber  A  C  als  Durchmesser  constmirte  Kreis  der  Ort 
der  Gleichung  (8)  ist  Die  Durchschnittspuncte  M,  At  dieser  beiden 
Kreise  sind  daher  auch  die  gesuchten  Beriihrungspüncte  (x',  y')  für  die 
beiden  aus  dem  gegebenen  Pnnct  A  (x",  y")  möglichen  Tangenten  A  M 
und  AM\ 

An  merk.  Man  sieht,  das«  diese  Constrnction  genau  dieselbe  ist,  welche 
man  in  den  Elementen  der  Geometrie  in  diesem  Falle  angibt  pQine 
•weite  Constmction  nebst  einer  Folgerung  daraus,  II.,  104.] 

{.  4S4.  Für  Aufgaben,  in  welchen  die  Lage  der  Tan- 
gente gegeben,  und  der  berührende  Kreis  gesucht  wird,  ist 
es  bequemer,  statt  der  einfachem,  die  allgemeine  Gleichung 
(§.  400,  1»)  des  Kreises  anzuwenden.  — >  Nimmt  man  an, 
dass  die  Seeante,  welche  in  die  Tangente  übergehen  soll, 
durch  den  Ursprung  geht,  was  bei  der  nun  allgemeinen 
Lage  der  Coordinatenaxen  gegen  den  Kreis  immer  gestattet 
ist;  so  hat  man  für  die  Gleichung  des  Ejreises  und  der  Se* 
cante,  beziehungsweise: 

(1)  («  -/))»  4-  (y  -  5)»  =  r>  and  (2)  y  «  a«. 

Aus  der  Verbindung  dieser  beiden  Gleichungen  erhält 
man  für  die  Coordinaten  der  Durchschnittspuncte: 

(3)  j-=s— i-LJli — i ^  _v  ^>   ■ — ^^-^-^ ^  und  y=zaat» 

Damit  aber  die  Seeante  zur  Tangente  werde,  muss  in 
(3)  wieder  die  Wurzelgrösse  Null  gesetzt  werden,  aus  wel- 
cher Bedingungsgleichung  man  sofort 

(4)    a^  -P,±rVfT7^ 

erhält.    Mit  diesem  Werthe  von  a  findet  man  dann  aus  (2) 
die  Gleichung  der  Tangente,   und  aus  (3)  die  Coordinaten 

Borg'i  Compcndlum  d.  btfh.  Math.  19 
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des  BerOhrungspnnctes,  und  zwar,  da  die  Wurzelgi'Ssse  ver- 
schwindet : 

Bestimmte  Aufgaben. 

§.  435.  Aufgabe.  Zwei  Puncto  und  eine  gerade  Linie 
sind  gegeben )  man  soll  einen  Kreis  finden,  welcher  durch 
beide  Puncte  geht  und  die  Gerade  berührt. 

Auflösung.  Tsimmt  man  die  gegebene  Gerade  AX 
Fif.  4a  (Fig.  43)  zur  Abscissenaxe,  und  den  Punct  A,  in  welchem 
diese  von  der  Verbindungslinie  M'MA  der  beiden  gegebe- 
nen Puncte  J/,^' geschnitten  wird,  zum  Ursprung  der  recht- 
winkeligen Coordinaten,  bezeichnet  die  Coordinaten  der  ge- 
gebenen Puncte  durch  a' ,  y'  und  x"',  y",  so  wie  jene  des 
Mittelpunctes  des  gesuchten  Kreises  und  dessen  Halbmesser 
durch  p,  qy  r;    so    ist   die   Gleichung  der    Geraden    AM't 

(1)  y  =  a  j?,  und  jene  des  gesuchten  Kreises,  mit  Rücksicht  der 
zweiten  Bedingung  der  Aufgabe,  zufolge  welcher  q^=r  wird: 

(2)  j?*-|-y*--2p4?  —  2ry  -\-p^  =  0.  Diese  beiden  Gleichun- 
gen mit  einander  verbunden,  geben,  wenn  man  nach  x 
ordnet : 

^  1+a«     -^  ^    14-0»  ~    ' 

welche  Gleichung  sofort  die  beiden  Wurzeln  x'=^x  und  x  =  j?" 
(als  Abseissen  der  Durchschnittspuncte  der  Geraden  AM* 
und  dea  Kreises)  besitzt;  man  hat  also  (§•  166): 

*      "^  1  4-  a'  1  +  a*  * 

und  aus  diesen  beiden  Gleichungen 

von  welchen  beiden  Ausdrücken  jedoch  der  letztere  zur  Con- 
struction  selbst  nicht  gebraucht  wird,  indem  es  hinreicht, 
mittelst  des  erstem  den  Berührungspunct  B  zu  bestimmen, 
und  dann  durch  die  drei  Puncte  J/,  M\  B  (§.408)  den  ge- 
suchten Kreis  zu  zi^n.  Um  aber  zu  diesem  Ende  aus 
dem  erstem  Ausdmck  a   zu   eliminiren,  hat  man  aus  der 
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Gleichung  (1) ,  da  die  entsprechende  Gerade  dureh  M  und 
M  gehen  soll,  y  =  ax   und  y"  =  ax'\  also  a  =  -^  =  -Ar; 

mithin  ist  auch ,   wenn   man  für  a  den  erstem  Quotienten 

nimmt: 

oder,  wegen  ^j-^  =    .^  ,  auch  p  oder  ÄB=^  J/A M .  A M\ 

Beschreibt  man  also  über  A  M'  als  Durchmesser  einen  Halb- 
kreis, errichtet  in  M  auf  AM'  das  Perpendikel  MN^  zieht 
die  Sehne  A  N  (§.  365,  /3)  und  überträgt  dieselbe  von  A  aus 
auf  ^  JC  bis  J?;  so  ist  B  der  gesuchte  Beruh rungspunct. 

An  merk.  In  dem  besondem  Falle,  in  welchem  die  Verbindungslinie 
A  M M'  mit  der  Geraden  AX  parallel  ist,  gibt  das  im  Ilalbinings- 
punct  von  MM'  auf  eine  der  beiden  Geraden  errichtete  Perpendikel 
diesen  Bcrührungspnnct  2?. 

§.  436.  Aufgabe.  Von  einem  bestimmten  Punct  A  (Fig.  44)  ««  «• 
an  einen  gegebenen  Kreis  C  eine  Secante  A  M'M  dergestalt 
zu  ziehen ,   dass  das  vom  Kreis  abgeschnittene  Stück  MM' 
derselben  einer  gegebenen  Geraden  2«  gleich  werde, 

Auflösung.  Nimmt  man  den  Mittelpunct  C  des  ge- 
gebenen Kreises,  dessen  Halbmesser  r  sein  soll,  zum  Ur- 
sprung der  rechtwinkeligen  Coordinaten,  und  die^Verbin- 
duDgslinie  dieses  und  des  gegebenen  Punctes  A^  was  man 
zur  Vereinfachung  der  Auflösung  immerhin  thun  kann,  zur 
Abscissenaxe ,  bezeichnet  die  Coordinaten  des  gegebenen 
Punctes^  mit  «',  y  und  setzt  endlich  noch  die  Entfernung 
A  Jf  =  z ;  so  ist  die  Gleichung  des  E^eises :  (1)  ^^  -f"  y '  ^=  ^^ 
jene  der  Secante ,  wegen  y'  =  0  (§.  393) ,  (2)  y^=a(x  —  ar'), 
80  wie  die  Entfernung  der  beiden  Puncte -4  (.r',  y  =0)  und 
M(x,  y)  :  (3)  z^  =  (x  —  x)^  +  y*,  in  welcher  letztem  Glei- 
chung X,  y  die  Coordinaten  der  Durchschnittspuncle  der  Se- 
cante mit  dem  Kreise,  also  jene  Werthe  bezeichnen,  welche 
für  X  und  y  aus  der  Verbindung  der  Gleichungen  (1)  und 
(2)  hervorgehen.  —  Um  nun  aus  diesen  drei  Gleichungen 
X  und  y  zu  eliminiren  und  den  Werth  von  a  zu  bestimmen, 
wodurch  unsere  Aufgabe  gelöst  ist^  folgt  zuerst,  wenn  man 
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den  Werth  von  y  aus  (2)  in  (3)  Bubstituirt  und  dann  js  be- 
stimmt :    Ä  =  ä'  4-  -====,  und  damit  aus  (2) :  y  =    , 

Setzt  man  diese  Werthe  filr  x  und  y  in  die  Gleichung  (1), 
SO  erhält  man  (a)  z^  +    - 2:  =  r*  —  «'*  und  daraus : 

k  1  +  a» 

Bezeichnet  man  diese  beiden  Werthe  vonz,  nämlich  die 
Abstände  ^Jf,  AM'  durch  z\  z  \  so  ist  also,  die  Wurzel- 

grössen  indess   durch  A  und   B  bezeichnet:    z  =      ' ^ — 
und   z'  =  ^^^    9  daher 


, „ %A  __  2V  g'  er'  -  x^)  +  r» 

Nach  der  Bedingung  der  Aufgabe  soll  aber  auch  /  —  z"  =  2  s 
sein,  folglich  ist  «]/  1  -j-  a^  =  |'^a*  (r*  —  ^  *)  +  r*,  und  <iar- 
aus,  wenn  man  Kürze  halber  ]/  r***  —  «*  =  m  setzt: 

Damit  also  die   Aufgabe  mOglich   sei,    mnss  lueret  r*      «*,    oder 

^««2r,  d.  h.  es  darf  die  gegebene  €rerade  Ü»=^MM'  höchstens  dem 
Durchmesaer  des  Kreises  gleich  sein.     Femer  mnss  auch  noch  tlberdiesa 


x'^m*^  d.  i.  (t)*'^  V^r*^-#*  sein.    Liegt  nun  der   gegebene  Punct 

A  ausserhalb   des  Kreises,   so   ist   diese  letztere  Bedingung,    wegen 

xZ>r  und  V^r*  — 5'<Cr,  immer  erflUlt    Liegt  hingegen  dieser  Panct  ^i 
f^44'.      innerhalb  des  Kreises  (Fig.  44')  und  errichtet  man  in  diesem  Puncte 

auf  CX  dos  Perpendikel  G  A  CT ,  so  ist  G-ä  =  Vr "--«'»,  und  da  man 


die  vorige  Bedingung  (7)   auch  so  stellen  kann:  «  ,.  V^^*' — x'%aoii]Q8s 

2«aG-l,  d.  h.es  muss  in  diesem  Falle  die  gegebene  Linie  9«  we- 
nigstens so  gross,  als  die  Sehne  G Cr  sein;  welches  auch  in  der  That 
die  kleinste  Sehne  ist,  die  man  durch  A  ziehen  kann. 
An  merk.  Soll  die  Secante  zur  Tangente  werden,  was  aber  bloss  im  ersten 
Falle,  in  welchem  A  ausserhalb  (oder  höchstens  in  der  Peripherie) 
des  Kreises  liegt,  möglich  ist;  so  darf  man  in  der  Gleichong  (/&)  nur 

±r 


«  «K  0  setzen ;  dadurch  findet  man  m^»r  und  daher  a  =r 


Vx" 


2OT 

Constrnction.  In  der  VorauBBetzong  nnn,  dass  die  Aufgabe  mOglich 
18t,  beschreibe  man  über  BC=r  (Fig.  44  und  44')  einen  Halbkreis,  ^'S'«^^ 
nnd  trage  in  diesen,  yon  B  aus,  BD'^s  als  Sehne  ein;  so  ist  die  an- 
dere Sehne  CD  ^»V  ^*  —  «'  «^  m.  Femer  constmire  man  ftber  AC^^x 
einen  Halbkreis  nnd  durchschneide  ihn  aus  C  mit  dem  Halbmesser  Ci>>—m 
in  ^,  so  sind  die  Geraden  AEM  und  Am^  wovon  die  erstere  den  ge- 
gebenen Funct  A  mit  jenem  E  verbindet,  und  die  letztere  unterhalb  der 
Axe  CX  mit  AM  symmetrisch  liegt  (und  wosn  man  nnr  Am=iAM 
abschneiden  dnrf),  diejenigen,  welche  der  Aufgabe  Gtonfige  leisten.   Denn 

es  folgt  aas  dem  rechtwinkeligen  Dreiecke  CEA  sofort  ^  J7=  V^x '•— m^ 

C  E  •■-"  fii 

also   a=  tonj^a  —  Za»^ (180^-*^)— —  «ofiyß —  —---=- =s 


nnd  a=taiwa  — /aiv(180-f-/5)— toii^/3— — "^^  [II.,  111  —  112.] 

Y  x^-^m* 

4OT.   Aufgabe.  Zwei  Kreiße  C,  C  (Fig. 45)  sind  derFi»«. 
Grosse  und  Lage  nach  gegeben,  man  soll  an  diese  eine  ge- 
meinschaftliche Secante  dergestalt  ziehen  y  dass  die  beiden 
durch  die  Kreise  abgeschnittenen  Stücke  if  JT,  NN'  jedes 
einer  gegebenen  Linie  2«  gleich  werden. 

Auflösung.  Nimmt  man  die  Centrilinie  C^  C*  beider 
Kreise  zur  Abscissenaxe  und  den  Mittelpunct  C  zum  Ur- 
sprung der  rechtwinkeligen  Coordinaten,  setzt  CC=^dy  den 
Halbmesser  des  Kreises  C  gleich  r,  jenen  des  Kreises  C 
gleich  r  und  die  Abscisse  des  Punctes  A^  in  welchem  die 
Abscissenaxe  von  der  gesuchten  Secante  geschnitten  wird, 
d.  i.  CA  gleich  x\  so  kommt  es  bloss  darauf  an,  diesen 
Werth  von  x\  nämlich  den  Punct  A  zu  finden,  weil  man 
dann  nur  noch  aus  diesem  Punct  an  einen  der  beiden  Kreise, 
nach  dem  vorigen  §.  eine  Secante  so  zu  ziehen  hat,  dass  das 
vom  Kreis  abgeschnittene  Stück  gleich  2«  wird. 

Wird  die  trig.  Tangente  des  Winkels  MA  C,  in  so 
ferne  die  Secante  AM  an  den  Kreis  C  der  gemachten  Be- 
cUngung  entspricht,  durch  a,  und  in  so  ferne  dieselbe  Ge- 
rade als  Secante  .^  iV^  an  den  Ejreis  C  diese  Bedingung  er- 
ftüllt,  durch  a\  imd  endlich  noch  der  Kürze  wegen,  das 
Stück  der  Abscissenaxe  C^A=^a'  —  d  durch  as"  bezeichnet; 
80  ist ,  zufolge  der  vorigen  Aufgabe ,  Gleichung  (ß) ,  für 
m  =  |/r*  —  s*  und  m'  =  yr  ^  —  «■,  sofort : 


2Q4 

fl  =  -: und  a  =-— 

Da  nun  nach  dem  Sinne  der  Aufgabe  die  Secanten  AMmtlA 
A  N  eine  einzige  gerade  Linie  ausmachen  sollen ,  so  wird 
a^=ay  d.  1,,  wenn  man  substituirt,  quadrirt  und  die  Nen- 
ner wegschafflt :  m*  {d  *  —  m'*)  =  m'*  {x^  —  m^)  oder  mar" 
=:  db  >»'«',  und  wenn  man  für  a"  seinen  Werth  x  —  d  setzt, 
und  dann  aus  dieser  Gleichung  x'  bestimmt: 

Dieser  doppelte  "VVerth  von  «'  beweist,  dass  es  im  All- 
gemeinen zwei  Puncte  Ay  A'  gibt,  von  welchen  aus  die 
gesuohten  Secanten  möglich  sind.  Da  femer,  zufo^e  des 
'  vorigen  §. ,  aus  jedem  dieser  Puncte  zwei  Secanten  von 
der  verlangten  Eigenschaft  gezogen  werden  können ;  so  lässt 
also  die  giegenwärtige  Aufgabe  vier  Auflösungen  zu.  — 
Die  Construction  betretend ,  so  kann  diese  nach  jener  der 
vorigen,  noch  einfacher  aber  nach  jener  der  folgenden  Auf- 
gabe ausgeführt  werden. 

§.  488.     Aufgabe.     An   zwei   gegebene   Kreise   eine 
gemeinschaflliche  Tangente  zu  ziehen. 

A  u  f  1  ö  s.     Setzt   man  in   der   vorigen   Aufgabe  «  =  0, 

so  wird  dadurch  die  Bedingung   ausgedrückt,    dass  die  Se- 

Fig  45.  cante  ANM  (Fig.  45)  zur  gemeinschaftlichen  Tangente  der 

Kreise  C  und  C  wird ;  man  erhält  aber  dafür  aus  der  Glei- 


ohiing  (1)  des  vorigen  §. :  y  =  — 


d 


Constrnction.  Um  diese  beiden  Werthe  yon  x  za  oonftrui- 
ren,  hat  man  ftr  das  obere  Zeichen  ,  r  ^  r  ir  ^^  dix\  und  für  das  un- 
FI4:  4«  tere,  r-f-r  :r  =  rf:r'.  Man  liehe  daher  durch  C  (Fig.  46)  unter  einem 
beliebigen  Winkel  mit  CX  die  Gerade  CK,  welche  den  Kreis  C  in  Z> 
durchschneidet,  schneide  danuf  DE  =  DE' *^r  («=*  d«m  Halbmesser  des 
Kreises  C)  ab,  ziehe  die  Verbindungslinien  EC,  E'C  und  mit  diesen 
parallel  ans  2>  die  Geraden  DA  und  Z>4' ;  so  schndden  diese  die  ver- 
Iftngerte  Centrilinie  in  den  gesuchten  Pnncten  A  j  A\  durch  deren  cr- 
btem  die  beiden  Äussern  AM,  Am,  und  letztem  die  i  n  n  e  rn  Tan- 
genten M'ÄN'  und  m'Än   gehen.    Demi  man  hu,   dieser  Ceqstmction 


lololge  (wenn  der  Halbmesser  des  Kreises  C  wieder  r  heisst),  C£^' 
CD  —  D£  =  r  —  rwid  CE'  ^  CD  + DE'  ^r  +  r\  ferner  CEiCD 
'==CC':CA,  d.  i.  r —  r  :r  =  d:  CA  ^^  x  (als  ersten  Werth)  und 
CE' :  CD^CC  iCÄ  ,  d.  i.  r  +  r  :  r=  d  :  CA  «  x  (als  zweiten 
Werth). 

Nachdem  auf  diese  Weise  die  Pnncte  A^  A'  gefunden  worden,  darf 
man  nur  ans  ihnen  an  einen  der  beiden  Kreise,  nach  $.  483,  die  Tan- 
genten ziehen,  so  berühren  diese  zugleich  aach  den  zweiten  Kreis. 

Anmerk*  Die  Construction  der  vorigen  Aufgabe  wird  nun  einfiich  fol- 
gende sein.  In  die  beiden  gegebenen  Kreise  trage  man  die  be- 
stimmte Linie  2«  (oder  wenn  beide  Abschnitte  von  einander  yer- 
schieden  sein  sollen,  jeden  in  den  betreffenden  Kreis)  als  Sehne  ein, 
f&lle  in  jedem  Kreise  aus  dem  Mittelpnnct  C,  €'  auf  diese  ein  Per- 
pendikfil,  und  beschreib«  mit  diesesa  als  Halbmesser  basiehingsweise 
aus  C  und  C  die  Kreise;  so  sind  die  an  diese  letztem  gezogene 
gemeinschaftliche  Tangenten  zugleich  die  gesuchten  Secanten. 

Unbestimmte  Aufgaben, 

§.  439,    Aufgabe.    Zu  zwei  gegebenen  Puncten  Ay 
B  (Fig.  47)  einen  dritten  Punet  M  von  solcher  Beschaffen-  ««.  4f. 
heit  zu  finden 9    dass   die   Differenz   der   Quadrate   der 
Verbindungslinien  AM^  BM  einem  gegebenen  Quadrate  m* 
gleich  werde, 

Auflos.  Nimmt  man  die  Verbindungslinie  AB  zur 
Abscissenaxe  und  den  Punct  Cy  in  welchem  AB  halbirt 
wird  9  zum  Ursprung  der  rechtwinkeligen  Coordinaten»  setzt 
CB  =  CA  =  a,  und  bezeichnet  die  Coordinaten  des  gesuch- 
ten Punctes  M  durch  x,  y'y  so  hat  man  (^§.  388),  oder  auch 
aus  den  rechtwinkeligen  Dreiecken -4  AfP  und  JBi/P):  AM^ 
=  (a-|-^)*+y^  und  jB-äf*=(a  —  ^)*  +  y*>  folglich  nach 
der  Bedingung  der  Aufgabe:  AM^  —  jBJ/*,  d.  i.  (a4-^)* 
—  (a  —  x)^  =  m} ,   oder  wenn  man  entwickelt :   4a^  3=  w^, 

imd  daraus  x  =  — .  —  Da  nun  diess  (§.  392,  7.)  die  Glei- 
chung einer  Geraden  KL  ist,  welche  mit  der  Ordinatenaxe 
yF  in  dem  Abstand  H parallel  läuft;  so  ist  diese  Ge- 

rade  sofort  der  geometrische  Ort  aller  der  Aufgabe  Genüge 
leistenden  Puncte  M.  Soll  überhaupt  immer  nur  das  klei- 
nere Quadrat  von  dem  grossem  abgezogen  werden,  so  dass 


für  BMy>AM  sofort  BM*  —  AM^  =  fn^  sein  soll;  so 
gibt  es  auch  noch  in  demselben  Abstand  von  Yy  auf  der 
Seite  der  negativen  a  zu  eine  mit  Fy  parallele  Grerade 
K  L'  als  Ort  der  gesuchten  Puncto. 

ConBtrnetion.  Man  schneide  auf  den  Axen  CJST,  CT*  Ton 
C  ana  die  Stftcke  CJ7«-C/>  — ^m  ab,  Terbinde  B  mit  Z>,  und  »ehe 
lu  dieeer  Yerbindungslinie  durch  E  die  Parallele  £F;  so  ist   CBiCE 

=  CZ):C/*  oder  o:im  =  iin:  Cf,  also  (7F— ---  — r.    I>Qreh8chnei. 

•  4a 

det  man  demnach  aus  C  mit  dem  Halbmesser  CF  die  Axe  ^JT  in  den 

Puncten  P,  P*,  wodurch  CP'^CP'  -^x  wird,   nnd   zieht   dorch  diese 

Fnncte  mit  T Y'  parallel  die  Gmtden  KFL  nnd  irPT ;   so  bQden 

diese  den  geometrischen  Ort  der  Qleiehnng  x  ^  d:  -^T*  ^^  ^^  gesndu 

ten  Poncte  M  der  Aufgabe» 

Anmerk«  Diese  Aufjgabe  ist  ftr  alle  Werthe  Ton  m,  Ton  m^O  (wo- 
Ar  beide  Geraden  KL,  K'L'  mit  TY  zasammen  fcdlen)  angefan- 
gen bis  fli  <-:  <x>  möglich. 

§•  440.     Aufgabe.    Zu  zwei  gegebenen  Puncten  A, 

f%.  4a  ^  (^ig*  ^S)  einen  dritten  Punct  3f  von  solcher  Beschaffen-^ 

beit  zu  finden,   dass  die  Summe  der  Quadrate  der  Yer^ 

bindungslinien  AM  und  BM  einem  gegebenen  Quadrate  m* 

gleich  werde. 

Auf  lös.  Nimmt  man  wieder  die  Gerade  AB,  welche 
die  Puncte  A,  B  verbindet ,  zur  Abscissenaxe ,  und  den 
Halbirungspunct  C  der  AB  zum  Ursprung  der  rechtwinke- 
ligen Coordinaten,  setzt  CA  =  CB  =  o,  und  bezeichnet  die 
Coordinaten  des  gesuchten  Punctes  M  durch  a,  y;  so  ist 
wie  im  vorigen  §,  A M^  ^:  (a  -|-  «)*  +  y*  u*^^  BM^  = 
(a  —  j?)*  +  y*,  folglich  der  gegebenen  Bedingung  gemäss : 
(a +  *)*  +  (« — «)*-|-2y*  =  m*,  oder,  wenn  man  ent* 
wickelt : 

Diese  Gleichung  9  die  einzige ,  welche  man  zwisch^i 
den  beiden  Unbekannten  a^  y  erhält ,  zeigt ,  dass  der  Ort 
aller  der  unzähligen  Puncte  M,  welche  der  Aufgabe  Ge« 
niige  leisten  (§.  404),  ein  Kreis  vom  Halbmesser 

r  =  i]/2(m»— 2a«) 
iat|  dessen  Mittelpunot  im  Ursprung  C  liegt. 
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Construction.  Um  aber  diesen  Halbmesser  und  damit  den 
Kreis,  als  geonfetrischen  Ort  der  gefundenen  Gleichung  sn  construiren, 
errichte  man  über  CB  ->•  a  das  Quadrat  BE,  und  ziehe  in  diesem  die 
Diagonale  (7Z);  so  ist  CD*^^a\  Errichtet  man  femer  in  C  auf  CD 
das  Perpendikel  CL,  und  dnrchschneidet  dasselbe  aus  D  mit  dem  Halb- 
messer DF'^m  in  F;  so  ist  im  rechtwinkeligen  Dreiecke  CDF  sofort 
CF»  =  i)F*— (7i>"  — to"  — 3o«.  Vollendet  man  das  Quadrat  CFGH 
und  zieht  die  Diagonale  CO,  bo  ist  Ctr'=  2(7JP'=  2  (m^^-Sa*),  also 

CG  — V 2  (in*  — 2a»).     Wird   daher  endlich   CG  in  I  halbirt ,    so  ist 

O/— ^V^2(ffi'  — 2a»)=?r  der  gesuchte  Halbmesser,  mit  welchem  man 
nur  ans  C  den  Kreis  beschreiben  darf,  um  sofort  den  geometrischen  Ort 
aller  die  Aufgabe  auflösenden  Puncto  M  zu  haben. 

A  n  m  e  r  k.  Es  i0t  leicht  zu  sehen ,  dass  der  kleinste  Werth  von  m« 
ftr  welchen  die  Aufgabe  noch  möglich  wird,  =aV2  ist.  Für 
nKZaY^^  wird  r  imagin&r,  was  sich  in  der  Constrnotion  dadurch 
ventth ,  dass  der  erwfthnte  Durchschnitt  F  des  Perpendikels  CL 
aus  D  nicht  möglich  wird.  —  Ffir  m^^ay^i  fUlt  F  auf  C,  und 
es  redudrt  sich  der  Kreis  auf  seinen  Mittelpunct  (7,  welches  dann 
der  einzige  Punct  ist,  der  die  Aufj^abe  (die  nun  eine  bestimmte 
ist)  auflöst.  Ffir  m » 2a  wird  r'^a=CÄ  =  CB,  so,  dass  AB 
der  Durchmesser  des  gesuchten  Kreises  oder  Ortes  wird« 

§.  441,   Aufgabe,   Zwei  Puncte  A,  B  (Fig.  49)  sind  Fig.  ä 
gegeben ,  man  soll  einen  dritten  Punct  M  von  solcher  Be- 
schaffenheit finden 9   das»  die  YerbindXingslinien  MA^  MB 
einen  gegebenen  Winkel  AMB^=v  einschliessen. 

Auflös.  Nimmt  man  die  Grerade  AB^  welche  die 
beiden  gegebenen  Puncte  verbindet,  zur  Abscissenaxe  und 
A  zum  Anfangspuncte  der  rechtwmkeligen  Coordinaten,  setzt 
AB  =  aj  tanffv  =  my  und  bezeichnet  endlich  die  Coordina- 
ten  des  gesuchten  Punctes  M  durch  a\y;  so  sind  die  Glei- 
chungen der  Verbindungslinien  AM  und  J?Jf  beziehungs- 
weise (§.  394): 


(1)  y  =  Tr^    «^d    (2)  y=-7^:(^  — «)• 


Die  trigonometrische  Tangente  des  Neigungswinkels  dieser 
beiden  Geraden  (1)  und  (2)  ist  daher  (§.  397),   wenn  man 

gleich  reducirt:  —rr-, — ^ — r-rr»  welcher  Quotient  sofort  der 

Bedingung  der  Aufgabe  zufolge  =m  sein   soll;  man  hat 


daher  aus  dieser  Bedingungsgleichung,  wenn  man  den  Nen- 
ner wegbringt: 

(3)     ^«+ya_««'_^y'  =  0. 

Da  man  nun  wieder  nur  diese  einzige  Gleichung  zwi- 
schen den  beiden  Unbekannten  x\  %f  erhält ;  so  gibt  es  auch 
hier  unzählige  Puncte  M^  welche  die  Aufgabe  auflosen ;  der 
Ort  dieser  Puncte  oder  der  Gleichung  (3)  ist  (§.  402)  ein 
durch  den  Ursprung  A  gehender  Kreis,  f&r  welchen  p  =  ia» 

0  =  —  und  r  =  — |/r+^  ^e  Coordinaten  des  Mittel- 

punctes  und  der  Halbmesser  sind. 

Constraction.  Um  diesen  Kreu  za  OHiBtniireD,  ziehe  man 
durch  A  die  Gerade  AE  unter  dem  Winkel  XÄE'^v,  errichte  in  A 
auf  AE  dtki  Perpendikel  AGy  ferner  Mf  AB  im  Halbinrngspuncte  Z> 
das  Perpendikel  DC;  bo  gibt  der  Durcfaachnitt  C  dieser  beiden  Perpen- 
dikeln den  gesachten  Mittelpnnct  des  Krebes.  Beschreibt  man  daher 
diesen  Kreis  ans  C  mit  dem  Halbmesser  CA  **  CB,  so  ist  derselbe 
sofort  der  gesachte  Ort  der  Gleichung  (d) ;  denn  es  ist  dieser  Constmc- 
tion  znfolge 

AD'^^a  =  p    und 

AI)  a 

CD^ADtangCAD:=:ADcotEAD^ *.— -=r^. 

U»ng  V       2  m 

Anmerk.    Ist  der  gegebene  Winkel  v<C90^,    so  ist  m,  folglich  auch 

q  positiv,    und  der  Mittelpunct   C  liegt  oberhalb    der   AB^ 

das  Gegentheil  findet  Statt  fär  v  >^  90^    FOr  v  =  90*  endlich  wird 

tn  =  <yo  und   9  =  0,    was  sofort  anzeigt,    dass  in  diesem  FaUe  AB 

zum  Durchmesser  des  Kreises  wird.  —  Da  femer  in  der  Gleichung 

(3)  y'  nicht  negativ  genommen   werden   kann ,   ohne   dadurch    daa 

Zeichen  in  9,   also  jene  Lage  des   Mittelpnnetes  C  in   Bezug    auf 

AB  tu.  Andern,    iirelche   er  nach  der  Constraction  erhalten  hat;  so 

gelten  f&r   die  gesuchte  Auflösung   nur  die  oberhalb   der  A B 

liegenden  Puncte  M  des  Kreises,  d.  i.  die  Puncte  des  Bogens  A  MB. 

Und  da  endlich  dadurch,  dass  man  y  negativ  nimmt,  die  Gleichung 

(8)  genau  so  verftndert  wird,  als  wenn  y   positiv  bliebe,    dagegen  m 

negativ,  d.  i.  statt  v,   180*  —  v  gesetzt  würde;    so  entsprechen  die 

Puncte   des   unterhalb   der  AB  liegenden  Kreisbogens    AM'B 

dem  Supplementswinkel  von  v,  oder  es  schliessen  die  Sehnen  AM\ 

BM*  an  irgend  einem  Punct  M*  dieses  untern  Bogens  den  Winkel 

ii3/'ß  =  180*  — 1>  ein. 

§.  442.  Aufgabe.  Eine  Anzahl  von  Puncten  ist 
gegeben  9    mau   soll  eine  gerade  Linie  so  ziehen ,    dass  die 
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algebraische  Summe  der  aus  den  gegebenen  Puneteu  auf 
diese  Gerade  gefällten  Perpendikel  gleich  Null  wird, 

Auflösung.  Bezeichnet  man  die  Coordinaten  der 
gegebenen  Puncte,  deren  Anzahl  gleich  n  sein  soll,  auf  ir* 
gend  ein  rechtwinkeliges  Axensyetem  bezogen ,  der  Keihe 
nach  durch  «', y',  x\y*  u,  s.  w.,  und  die  Gleichung  der 
gebuchten  Geraden  durch  (1)  y  =  a^-^&;  so  sind  (§.399) 
die  aus  den  Puncten  x  y\  x\y  etc.  auf  diese  Gerade  (1) 
gefällten  Lethe  oder  Perpendikel  der  Keihe  nach,  wenn  man 

|/l  +  a*  =  Absetzt: 

-j,        y — ax  —h  , y    —  ar    —  6 

Man  hat  also  nach  der  Bedingung  der  Aufgabe :  P'  +  P" 
+  P '  +  . .  =  0,  oder  wenn  man  substituirt,  der  Kürze  we- 
gen/+y'+y'"  +  ..  =  Z(y'),  x  -^ a/' +  x- -^ ..  =  L{x') 
setzt  und  sogleich  die  ganze  Gleichung  mit  dem  gemein- 
schaftlichen Nenner  N=  ]/l  +  a*  multiplicirt,  sofort : 

(2)  -  2;(/)  —  aE{x')  —  nb  =  Q. 

Da  man  nun  für  die  unbestimmten  Grossen  a,  b  nur 
diese  einzige  Gleichung  (2)  hat;  so  ist  die  gegebene  Auf- 
gabe wieder  unbestimmt,  und  es  gibt  sonach  unendlich 
viele  gerade  Linien  von  der  verlangten  Eigenschaft.  Sucht 
man  unter  diesen  (als  einfachsten  Fall)  diejenige,  welche 
durch  den  Ursprung  der  Coordinaten  geht,  wofUr  also  5=0 

wird;  so  hat  man  aus  (2):  a  =  -— — ,  und  daher  [Gleich. (1)] 

die  Gleichung  dieser  Geraden :  y  =  1  .  ■  »  i  »>  t  " '  I  ^» 
welche  sofort  leicht  nach  §.412  construirt  werden  kann. 

§.  443.  Aufgabe.  Es  sind  wieder  n  Puncte  gege- 
ben ,  man  soll  zu  diesen  einen  neuen  Punct  von  solcher 
Beschaffenheit  finden ,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der 
Entfernungen  dieses  Punctes  von  allen  gegebenen ,  einem 
gegebenen  Quadrat  m^  gleich  werde. 

Auflüs.  Bezeichnet  man  die  Coordinaten  der  gegebe- 
nen Puncte,  auf  irgend  ein  rechtwinkeliges  Axensystem  be- 
zogen, durch  x\  y'y  x\  y"  etc.,  und  jene  des  gesuchten  Punc- 
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tes  durch  a?,  y ;  so  sind  die  Quadrate  der  Entfernungen  die- 
ses letztem  von  den  erstem  Puncten  (§.  388)  der  Reihe  nach : 

d'»  =  («  -  «')» +  (y  -  y'Y ,  d"»  =  («  -  «")•  +  (y  -  y")' 

u.  8.  w.  Man  hat  also  nach  der  Bedingung  der  Aufgabe: 
et*  +  <^'^  +  <^"*  +  •  •  =  ^*9  oder  wenn  man  substituirt  und 
Kürze  halber  ä'  -|-  4?"  +  . .  =  27(a?') ,  y  +  y''  +  •«•  =  -^(yO» 
j?'«  +  ^"»  4. . .  =  2;(^y,  y  *  +  /'*  +  ••  =  -2:(y')*  setzt,  nach 
einer  ganz  einfachen  Beduction: 

or« + / -l2J(*')  .«~^')  .y +^[-£(*  )• +-£(y')*-"»']=o. 

fi  M  n 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  der  Aufgabe  wieder 
unzählig  viele  Puncte  entsprechen,  und  dass  diese  sämmt« 
lieh  in  der  Peripherie  eines  Kreises  liegen,  für  wel- 
chen (§.  400)   die   Coordinaten   des  Mittelpunctes  imd   der 

Halbmesser  die  Werthe  haben:  0=  — Z(;ir'),  y= — 2]{^')uni 

M  II 

r  =  -  ViHx')*  +  {£v)*  -\-n(m*  —  Sa*  —  -Sy  *). 

fl 

An  merk.    Man  sieht,  dass  die   obige  Aufgabe  in  §.  440  nur  ein  be« 
sonderer  Fall  der  gegenwärtigen  ist. 


Ml 


Fünftes  Capitel. 

Transformation  der  Coordinaten. 

§.  444.  Schon  bei  den  wenigen  bisherigen  Untersu* 
chnngen  konnte  man  bemerken,  welch  bedeutenden  Einfluss 
die  Lage  der  Coordinatenaxen  auf  die  grossere  oder  gerin- 
gere Einfachheit  der  Entwickelung  der  Sätze  und  Auflösung 
der  Aufgaben  habe.  Aber  nicht  bloss  dadurch ,  dass  man 
den  Anfangspunct  der  Coordinaten ,  so  wie  die  Lage  der 
rechtwinkeligen  Axen,  deren  wir  uns  bisher  ausschliessend 
bedient  haben ,  auf  eine  passende  Weise  gegen  die  gsgebe* 
nen  Puncto  und  Linien  annimmt,  sondern  auch  dadurch  wird 
der  Gang  der  Untersuchung  öfter  vereinfacht,  dass  man 
statt  dem  rechtwinkeligen  irgend  ein  schiefwinkeliges 
Coordinaten -System  wählt.  Ist  nun  aber  z.  B.  die  Glei- 
chung irgend  einer  Linie  in  Bezug  auf  ein  bestimmtes  Co- 
ordinatensystem  entwickelt,  und  findet  man,  dass  durch  ein 
anderes  System  gewisse  weitere  Untersuchungen  verein&cht 
werden  können ;  so  wird  es,  um  die  Gleichung  dieser  Linie 
nicht  wieder  ganz  von  vorne  in  Bezug  auf  das  neue  Azen- 
system  entwickeln  zu  müssen,  nothwendig,  die  ber^ts  ab- 
geleitete Gleichung  durch  eine  blosse  Umwandlung  oder 
Transformation  auf  das  neue  System  zu  bringen.  Ja 
selbst  ftkr  die  blosse  Discussion  der  Gleichungen  ist  es 
manchmal  wichtig,  über  die  Wahl  der  Coordinatenaxen  dis- 
poniren,  und  sie  gewissen  Bedingungen  unterwerfen  zu  kOnnen. 

Wir  haben  also  hier  die  Aufgabe  aufzulösen:  von  ir- 
gend einem  vorhandenen  (alten)  auf  irgend  ein  anderes 
(neues)  Coordinatensystem  überzugehen. 

An  merk.  So  mannigfaltig  übrigem  auch  die  Auf^ben  über  die 
Transformation  der  Coordinaten  gedacht  werden  können,  so  redn- 
dren  sich  diese  für  uns  doch  nur  auf  jene  beiden:  yon  einem 
schiefwinkeligen  Coordinatensystem  wieder  auf  ein  anderes 
schiefwinkeliges,  in  welchem  der  Ursprang  und  die  Lage 
der  AiLcn  Tom  erstem  verschieden  sind,  nnd  femer,  yon  einem 
Parallel-  Coordinatensystem  aof  ein  Polar- Coordinatensystem 
|.  450)  und  umgekehrt  übenngehen. 
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pif.  sa  §.  445.    Es  seien  AX^  AY  (Fig.  50)  die  ursprünglichen 

oder  alten  Coordinatenaxen  >  auf  welche  bereits  irgend  eine 
Linie  KML  bezogen  ist ;  A  X\  A  Y'  die  neuen  Axen,  auf 
welche  dieselbe  Linie  jetzt  bezogen  werden  soll;  YAX='f 
der  alte  und  F-4'X'  =  y'  der  neue  Coordinatenwinkel. 
Bezeichnet  man  für  irgend  einen  Punct  J/ dieser  Linie  Ä^J/i 
die  alten  Coordinaten  AP,  PM  (wobei  also  PM  mit  A  Y 
parallel  ist)  durch  ar,  y,  und  die  neuen  AP,  P' M  {wo 
P'  M  mit  A  Y'  parallel  ist)  durch  x,  y  ;  so  kommt  es  nur 
darauf  an,  die  alten  Coordinaten  x,  y  durch  die  neuen  x\ 
y'  und  jene  Grossen  auszudrücken,  welche  die  Lage  der 
neuen  gegen  die  alten  Coordinatenaxen  bestimmen.  Dazu 
führe  man  durch  den  neuen  Ursprung  A  mit  den  ursprüng- 
lichen Axen  parallel  die  Geraden  CAX^  xmABAYi,  setze 
die  Coordinaten  des  neuen  Ursprungs  /lj5  =  rf,  ^  C=5, 
und  die  Winkel  Xx  A  X'  =  cl  und  Xx  A  Y=cl  ;  so  sind 
die  Grössen  d,  S,  a,  a\  welche  die  Lage  der  neuen  gegen 
die  alten  Coordinatenaxen  bestimmen,  als  gegeben  oder  be- 
kannt anzusehen.  Zieht  man  endlich  noch  durch  P'  die 
Geraden  PR,  PS  beziehungsweise  mit  AX,  A  F parallel; 
so  erhält  man  a^AP^AB  +  AS-^PR  und  y  =  PM 
=  ^C+/SP'4-Ä-M.  Um  aber  diese  Linien  auszudrücken, 
folgt  aus  dem  Dreiecke  ASP  sofort:  AP  :  AS  :  SP 
^sinASP  isinA  P  S  :  sinSAF  oder,  x  :  A  S  :  SP 
i=i8tn(f  :  sin ((f^- et): sin  a,  und  aus  dem  Dreiecke  MP' Rz 
PM: PR : R M=  sin  P'R M :  sin P'MR  : sin MP' R  oder 
y' ;  P'R:R  M-^=^  sincp  :sin(f  —  a ) ;  sin  öt'. 

Aus  diesen  Proportionen  folgt  nun  aber 

Af  q X  sin  (y  —  g)     „  p, x'  sin  oc 

sin  9         '  »i«  9    * 

sm  9  «M  9    ' 

€8  ist  daiter,  wenn  diese  Werthe  substituirt  werden: 

'^ ^    [    y  g»n(9  — g)+3r'gtn(9->0 

sin  9  * 

f,    ,    T'sin  i  +y  sin  a.' 

y  =  oH — 


stn  9 

oder  wenn  man  die  Winkel  9,  a  u.  s.  w.,  welche  beziehungs- 
weise  die   Axen    der   x  und  y,    der  x'  und  x   u.  s.   f.  ein- 
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schliessciiy  symbolisch  durch  (x ,  y),  (./ .  x)  u.  s.  w.  bezeich- 
net, auch: 

*  ,    af  *irt  (x  .  x) 4-y  ««  Cy  . «) 

•^  '  «n(x.y)  ' 

Ist  also  F{jp,  y)  =  0  ^5^  Gleichung  irgend  einer  Linie 
auf  das  alte  Coordinatensystem  bezogen,  und  setzt  man  in 
diese  für  a  und  y  die  hier  gefundenen  Werthe;  so  erhält 
man  eine  Gleichung  F*  (x\  y')=0,  als  gesuchte  Gleichung 
derselben  Linie  auf  das  neue  System  bezogen. 

§.  446.  Um  des  künftigen  Gebrauches  willen  sollen 
gleich  hier  die  am  häufigsten  bei  dieser  Umwandlung  der 
Coordinaten  vorkommenden  besondem  Fälle  erwähnt  werden. 

Bleiben  erstens  die  neuen  Axen  den  alten  parallel, 
und  wird  nur  der  Ursprung  verändert ,  so  hat  man  a  =  0 
und  ot'  =  y ;  also  aus  (p) :  a:=d-\-  x'y  y  =  3  +  y^ 

§. 447.  Geht  man  von  einem  rechtwinkeligen  wieder 
auf  ein  rechtwinkeliges  System  über,  so  ist  ij;  =  90^, 
y'=a'  —  a  =  909  oder  »=904-«;  folglich  «iny  =  l, 
«n  (j  —  a)  =  CO«  (X  9  9in  (9  —  a')  =  —  süiait  und  sin  a  =  eos  a, 
mithin  endlich: 

se^=d  -\-  a'  cosa  —  y'  «n  a  =  d  -{"  *'  <^08  («' .  ät)  —  y'  sin  (x' .  x)y 
y^=^i'\-afsin%-{'yeo8fi=^i-\-a^8in{x'.x)-\-y'  cos  {af  .  x). 

§.  448.  Um  von  einem  rechtwinkeligen  auf  ein 
schiefwinkeliges  Coordinatensystem  überzugehen ,  ist 
f  SS  90® ,  also  ^9  =  1,  sin{:f  —  a)  =  co«  «  und  sin  (y  —  a ) 
^=:^  cos  Ol!  zu  setzen,  folglich  wird: 

«  =  rf  -}-  ^'  <?o«  a  -f-  y  cos  %'  =^d-\-  x'  cos{af  ,x)  •\-  y  cos  (y'  •  ät), 
y  :=z  S  -]-  af  sin  OL  -{' y'  sin  %'  ^=  S  -\-  X  sin  (x' .  x)  -{-  y' sin{i/' .  x). 

§.  449.  Um  von  einem  schiefwinkeligen  auf  ein 
rechtwinkeliges  System  überzugchen,  hat  man  y'  = 
a'  —  a  =  90,  oder  a'  =  90  +  a ;  also 

m  (f  —  a')  =  —  cos  (y  —  a),  sin  a  =  cos  ot, 
und  daher: 


SM 


jy_.  j  I  g  «»Cy--»)— y  cw(y"^*) 


nn  9 


— r  d4_  ^' **»  (J^' -y)  — y  cos  (j  . y) 
'"  ßtn  (a? . y)  * 


»    ,     x'  sin  tt  •j'  V  eos  a 
y=  6-] .     ^     ■ — 


fc    ,    *  «n(x.x)4-y  cot  (jc.ar) 
3^  0  H r-7 r . 

'  «Mi(ar.y) 


In  allen  diesen  Fällen  ist,  wenn  der  Ursprung  ungeändett 
bleibt,  d  =  0  und  i  =  0. 

An  merk.  Bei  Anwendung  dieser  ]Pormeln  werden  die  neaen  von  den 
alten  Coordinaten  nicht  besonders  mehr  unterschieden,  nnd  man  lAsst 
daher  die  Accente  von  x  und  y  weg;  man  setst  also  a.  B.  in  dem 
ersten  Falle  (§.446)  x^md-^-x  nnd  y  =  ^-|-y,  oder  yielmehr,  man 
schreibt  in  der  urspranglichen  Gleichung  statt  x  und  y  besiehongS' 
weise  cf-j*'  ^^^  ^  +  y« 

Polar-Coordinaten. 

V  §,  450.  Ausser  dem  recht-  (orthogonalen)  nnd 
schief  winkeligen,  also  überhaupt  dem  Parallel-Coor* 
dinatensy Sterne,  ist  noch  eines,  das  Polarsystem,  allge^ 
mein  im  Gebrauche,  imd  verdient  in  gewissen  Fällen  vor 
dem  erstem  den  Vorzug.  Dieses  System  besteht  darin,  die 
auf  einander  folgenden  Puncte  einer  Linie  auf  einen  g^e- 
benen  festen  Punct  zu  beziehen,  d.  i.  die  Entfernungen  der- 
selben von  diesem  letztem,  so  wie  auch  noch  die  Winkel 
anzugeben,  welche  die  betreffenden  Verbindungslinien  mit 
einer  ebenfalls  festen,  durch  diesen  fixen  Punct  gehenden 
vif.  61.  Geraden  bilden.  —  Ist  z.B.  RS  (Fig.  51)  irgend  eineCurve, 
OB  eine  in  ihrer  Ebene  liegende  feste  Gerade,  O  ein  be- 
stimmter Punct  derselben,  und  zieht  man  von  diesem  Puncte 
(dem  Pol)  an  irgend  einen  Punct  M  der  Curve  die  Gerade 
OJ[f  (denLeitstrahl  oder  Rad iusvector);  so  ist  offen- 
bar dieser  Punct  Jf  bestimmt,  wenn  der  Leitstrahl  OM  und 
der  Winkel  MOB  desselben  mit  der  festen  Geraden  Oß 
(der  Axe)  gegeben  sind* 

§.  451.  Bezeichnet  man  den  Leitstrahl  OM  durch  tc, 
den  Winkel  MOB  durch  v;  so  wird  offenbar  die  Curve 
oder  Linie  RS   vollkommen   bestimmt    oder    charakterisirt 
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aein,  wenn  man  auf  irgend  eine  Art  zu  einer  Relation  zwi- 
schen u  und  V  gelangen  kann,  welche  für  die  sämmtlichen 
Puncte  der  Curve,  aber  auch  nur  für  diese  Curve  gut. 
Denn  setzt  man  in  der  gefundenen  Relation  y  («,  r)  =  0  oder 
(wenn  man  sich  die  Gleichung  nach  u  aufgelöst  denkt) 
u  =f(v)y  in  welcher  v  und  u  wieder  veränderliche  Grössen 
sind  (und  beiläufig  das  bedeuten,  was  im  Farallelsystem  x 
und  y),  für  v  nach  und  nach  die  Werthe  v',  t?",  .  .,  und 
erhält  man  daraus  für  u  der  Reihe  nach  die  Werthe  u\ 
tt", . . ;  so  darf  man  nur  durch  0  die  Geraden  OJV,  ON' . . 
gegen  OB  so  ziehen,  dass  NOB  =  v%  N'OB  =  v' ..  wird, 
und  auf  diesen  der  Reihe  nach  die  Stücke  0M=  u',  OM'  =  w" 
u.  s.  w.  abschneiden,  um  dadurch  die  der  Curve  JRS  ange- 
hörigen  Puncte  Jf,  M' ,  .  •  zu  erhalten,  —  Die  veränder- 
lichen Grrössen  u,  v,  von  denen  in  der  Regel  die  erstere  als 
die  Function  der  letztem  angesehen  wird,  werden  Polar- 
Coordinaten,  ihre  Relation 

F(u,  v)  =  0  oder  u=f{v) 
aber  wird  Polar gleichung  der  Curve  ES  genannt. 

$.  452.  Da  es  nun  häufig  vorkommt,  dass  man  für  eine 
gegebene  Gerade,  als  Axe,  und  einen  in  ihr  liegenden  be- 
stimmten Punct,  als  Pol,  die  Polargleichung  einer  Curve 
nicht  von  vorne  entwickeln,  sondern  diese  durch  blosse  Um- 
wandlung einer  schon  vorhandenen,  auf  irgend  ein  Parallel- 
Coordinatensystem  sich  beziehenden  Gleichung  erhalten  will; 
80  wollen  wir  sofort  im  nächsten  Paragraphe  die  zu  diesem 
Zwecke  nöthigen  Formeln  ableiten. 

§•  45S.  Es  seien  AX,  AY  (Fig.  51)  die  Axen  des  ur-  Fi«,  sl 
sprünglichen  Coordinatensystems  mit  dem  (Doordinatenwinkel 
XA  y=  (f ,  für  welches  die  Gleichung  einer  Curve  i^(4?,y)  ^=0 
bereits  entwickelt  ist,  und  welche  Gleichung  nun  für  ein 
bestinuntes  Polar -System  umgewandelt  werden  soll;  OB 
sei  daftir  die  Axe  und  0  der  Pol.  Führt  man  durch  0  mit 
AX  und  AY  beziehungsweise  parallel  die  Geraden  0A\ 
0Y\  setzt  den  Winkel  der  neuen  Axe  mit  der  Abscissen- 
axe  BOA' =  0,9  und  die  Coordinaten  des  Poles  AC=d, 
AD  =  S;  so  ist,  wie  aus  der  Figur  zu  ersehen:   AP=AC 
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+  OQ  und  FM=AD'\'  QM^  oder,  da  aus  dem  Dreiecke 
MOQ  sofort  OM  i  OQi  QM  —  imOQM  i  miOMQi 
sinMOQ,  d,  i, 

tC  l  0  Q  i  QM^=^  sin  (f:  sin{(f  —  a  —  r):  *6i  (a  +  r), 

und  daraus  QQ  =  "»^(»-"-'')  und  Qif=  """.<*+•'> folgt, 
auch: 

n,    ,     « «in  (9  —  a  ^-  ü)  ,  ^    ,    tf  «m  (ä  +  r) 

'  8tn  9  .7       •        I  f  in  ^ 

§.  454.  Ist  das  Parallel-Coordinatensystem,  wie  gewöhn- 
lich, rechtwinkelig,  alsoy==90;  so  ist  wegen  «1/19  =  1 
und  sin  (y  —  a  —  t?)  =  co«  (a  -j-  r)  sofort: 

d?  =  d  +  w  <J^«  (*  +  ^)>  y  =  Ä  +  w  «iw  (a  +  r). 

§.  455.  Fällt  dabei  noch  die  feste  Gerade  oder  Axe 
mit  der  Abscissenaxe,  und  der  Pol  mit  dem  Anfangapuncte 
des  ursprünglichen  Systems  zusammen ;  so  wird  noch  cf  -=  0, 
Ä  =  0  und  a=0,  mithin: 

w=^u  cos  V  und  f/  =  u8inv. 

§.  456.  Substituirt  man  also  in  der  ursprünglichen  Glei- 
chung F(a!j  y)  =  0,  welche  sich  auf  das  System  AJC,  A  Y 
bezieht,  für  a  und  1/  die  Werthe  aus  den  eben  entwickelten 
betreffenden  Formeln ;  so  erhält  man  eine  Gleichung  y  (it,  v)  =0 
derselben  Curve,  auf  das  Polarsystem  0  und  0  jB  bezogen. 
—  Um  dagegen  umgekehrt  von  dem  Polarsystcm  auf  das 
Parallelsystem  überzugehen,  muss  man  aus  den  vorigen  Re- 
lationen u  und  V  durch  ^,  y  etc.  ausdrücken,  und  in  der 
Polargleichung  (f  (u,  t?)  =  0  substituiren«  Für  den  einfach- 
sten   Fall    im    vorigen    §.    z.    B.    hat    man   u*  =  a*  ^  y\ 

smv^=  ^,^y        ,  cos V  =  ^,  ,  also 

y  X 

V  =  a/rc 8%n  .^         .    =  oro cos 


V^x'+y"  V^x»4- 


.a 
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Sechstes  Capitel. 


Gleichungen  der  Ellipse,    Hyperbel  und 

Parab  eL 

Die    Ellipse. 

§.  45V.  Erklärung.  Die  Ellipse  ist  eine  ebene Cnrve 
von  solcher  Beschaffenheit,  dass  fiir  jeden  ihrer  Puncte  M 
die  Summe  der  Abstände  MF,  MF  von  zwei  festen  Punc- 
ten  Fj  F  einer  bestimmten  Geraden  2  a  gleich  ist.  Die 
beiden  festen  Puncte  F^  F'  hcissen  Brennpuncte,  und 
jede  Gerade  FM  oder  F'M,  welche  einen  dieser  Brennpimcte 
mit  einem  Puncte  der  Curve  verbindet,  wird  Leitstrahl 
oder  Badiusvector  genannt. 

§..  458.  Dieser  Erklärung  zufolge  ist  es  leicht,  so  viele 
Puncte  in  der  Ellipse  zu  bestimmen ,  als  man  nur  immer 
will,  d.  i.  die  Curve  mittelst  Puncte  zu  construiren.  Denn 
verbindet  man  die  beiden  Brennpuncte  Fy  F  (Fig.  52)  durch  "«  «■ 
eine  Gerade  von  unbestimmter  Länge,  halbirt  FF'  in  C, 
und  schneidet  auf  dieser  Geraden  CA^=^C A  =  a  ab;  so 
sind  A  und  A  Puncte  der  Ellipse,  weil  wegen  CF^=>  CF^ 
9oy96tii  AF+AF  =  a—CF-\-a-\-CF^2a,  als  auch 
AF  -^-A F=  a  —  CF  +  a  +  CF=  2a  ist.  —  Beschreibt 
man  femer  aus  F  und  F  mit  den  Halbmessern  CA  =  CA^ 
=  a  Kreisbogen ,  die  sich  in  B  und  B'  schneiden ;  so 
sind  auch  B  und  B'  Puncte  dieser  Curve,  weil  offenbar 
FB  +  FB  =  FB  ^-FB'  =  a  +  a  =  2  a  ist.  —  Ninunt  man 
endlich  in  der  begrenzten  Geraden  FF  einen  beliebigen 
Punct  /S,  und  beschreibt  aus  F  und  F'  beziehungsweise 
mit  den  Radien  AS,  AS  Kreisbögen,  die  sich  in  ilf  und 
m  durchschneiden;  so  sind  auch  diese  Durchschnittspuncte 
Puncte  der  Ellipse;  denn  es  ist  dieser  Construction  zufolge 
ftr  den  Punct  if,  FM+ F M—AS  +  AS  =  AA  =  2a. 
Dasselbe  gilt  auch  ffar  den  Punct  m.  Verwechselt  man  in 
Bezug   aitf  diese   Halbmesser   die   Puncte  F  und  F^  be- 
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schreibt  also  mit  A  S   und  A'S  die  Bögen  aus  F'  und  jP; 
so  geben   ihre  Durchschnittspuncte  ebenfalls   2,   und    zwar 
mit  den  beiden   vorigen   gegen  A  A'  symmetrisch  liegende 
Puncte    der  Ellipse.     Indem    man   nun   f&r   S  immer  neue 
Puncte  der  Geraden  FF*  wählt,  kann  man  auf  diese  Weise 
so  viele  Puncte  der  Ellipse  bestinunen,  als  nöthig  sind,  um, 
diese  mit  einander  verbindend,  die  Curve  durch  eine  unun- 
terbrochene Linie  zu  erhalten. 
Anmerk.  Diese  Constmction  ist  nur  möglich,   wenn  F'M-\^FM,  d.   L 
2a>FF'   und  zugleich  (§.423)  F'M^FM<:FF'   ist.     IMese 
letztere  Bedingung  schliesst  aber  jene  in   sich ,    dass    der  Pnnct   S 
nicht  Aber  die  Puncte  F,  F'  hinans  falle.      Denn  so  wäre  s.  B.  fUr 
einen  zwischen  F'  nnd  A'  liegenden  Punct   S ,   A  S'^-  AjF"  und 
A'S<:AF'y    daher   AS' —A' S' z>AF' —  A'F' ,    oder   wegen 
AT'^AFAUchAS^A'S^AF'  —  AF'^FF'i  es  kann  also 
nicht  AS'  '^F  M  nnd  A'  S  =  F'  M  genommen  werden,  weil  aonat 
FM — F'  M^FF'  wäre,  was  der  obigen  Bedingung  entgegen  isu 

§.  450.  Werden  dagegen  die  beiden  Enden  eines  voll- 
kommen biegsamen,  undehnbaren  Fadens,  dessen  Länge  der 
gegebenen  Greraden  AA'^=2a  gleich  ist,  in  den  Brenn- 
puncten  F^  F  befestiget  (oder  werden,  was  fiOr  die  Beschrei- 
bung der  ganzen  Elllipse  bequemer  ist,  die  beiden  Enden 
eines  solchen  Fadens  von  der  Länge  2a  +  jPJ^'  zu  einer 
Schleife  verbunden,  und  diese  über  zwei  in  den  Brennpunc- 
ten  befestigte  Stifte  oder  Nadeln  gelegt),  an  diesen  ein  Zei- 
chenstift angelegt  und  so  herumgeführt,  dass  dabei  die  Fa- 
denstOcke  immer  straff  gespannt  bleiben ;  so  wird  durch  die- 
sen Stift  die  Ellipse  in  einer  stetigen  oder  ununterbrochenen 
Bewegung  beschrieben  oder  erzeugt;  denn  es  ist  bei  dieser 
Bewegung  in  jeder  Lage  des  Stiftes  M,  die  Summe  der 
Fadenstücke,  welche  dabei  die  Leitstrahlen  vorstellen,  der 
ganzen  Fadenlänge  AA'=2a  gleich. 

§.  4M.  Um  eine  Gleichung  der  Ellipse  zu  entwickeln» 
ist  es  am  einfachsten,  die  beiden  Greraden  ^  ^^  BB',  welche 
sich  in  C  rechtwinkelig  schneiden,  und  in  Bezug  auf  welche, 
der  obigen  Construction  zufolge,  die  Puncte  der  Curve  sym- 
metrisch liegen,  als  Coordinatenaxen  zu  nehmen.  Es  aei 
daher  A  A    die  Absdssenaxe  und  C  der  Anfangspunct  der 
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rechtwinkeligen  Coordinaten,  CF^=  CF=  c,  und  fÄr  einen 
beliebigen  Punct  M  der  Curve  CP=Wy  PM=y,  so  wie 
endlich  noch  FM=u  und  F*M=u';  so  gelten  ftür  den 
Punct  Mf  als  Durchschnittspunct  zweier  Kreise ,  von  den 
Halbmessern  u  und  u  (was  übrigens  auch  aus  den  Dreiecken 
FMP  und  F  MP  folgt)  die  beiden  Gleichungen: 

(1)    (^-c)«  +  y>  =  tt«  und  (2)  (ar  +  c)«+y«  =  i/«, 

80   wie  auch  noch  die  Bedingung  Statt  findet: 

(3)   w+w'  =  2a. 

Die  Elimination  von  u  und  u'  aus  diesen  drei  Gleichun- 
gen gibt  sofort  die  gesuchte  Gleichung  der  Curve  m  Xy  y. 
Nun  erhält  man  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  durch 
Addition  und  Snbtraction:  (4)  2  {x^  +  y*  +  c*)  =  w'*  + 1*'* 
und  4c«  =  tt*  —  w*  =  (m'  +  w)  (m'  —  m),  oder  mit  Rücksicht 
auf   Gleichung  (3):   4c4;  =  2a(u'  —  u)  j    und  daraus   folgt 

u  —  M  = ,  so,  dass  also  (wegen  w  +  «=  2a)  (5)  w  =  a  +  ~ 

und  u—a ist.    Diese  Werthe  in  (4)  substituirt,   geben 

d^y*'\-{o^  —  c*)Ä*=a*(a*  —  c*),  oder,  wenn  man,  danach 
§.  458  (Anmerk.)  FF<:FM+FM,  d.  l  2c<2a,  also 
c*<a*,  daher  a*  —  o*>0,    oder   wesentlich   positiv   ist, 

(m)  a*  —  c*  ^  6^  setzt,  auch  —r  +  "fr  =  1  oder  auch 
welches  sofort  die  (einfachste)  Gleichung  der  Ellipse  ist 


§.  461.  Ändert  man  den  Anfangspunct  der  Coordina- 
ten,  lässt  aber  die  neuen  Äsen  den  vorigen  parallel,  und 
bezeichnet,  auf  die  neuen  Äsen  bezogen,  die  Coordinaten 
des  alten  Anfangspunctes  C  durch  p,  ^ ;  so  erhalt  man  nach 
§.  446  (wegen  d  =  — p^  i  =  —  q)  aus  der  vorigen  Gleichung 
L  die  allgemeinere:  T.  a^(y  —  ?)*  +  i*(« — p)2  =  a^6*. 

§.  4j62.     Aus  der  obigen  Gleichung  (m)    (§.  460)  folgt 

c  =^±ya}  —  6*  =  CF=^  CF\  und  diese  Entfernung  c  eines 
Brennpunctes  F  oder  F  vom  Mittelpuncte  C  heisst  Excen- 
tricität. 


>I0 

Anmerk.    HAiiflg,  besonden  in  der  Astronomie,  Tonteht  man  aach  im- 

ter  der  Excentridfe&t  den  Quotienten  — . 

a 

§•  468.    Löst  man  die  Gleichung  I.  des  §.  460  nach  y 

auf ,   80  findet  man   (1)  t/  =  dz  —  |/a*  —  x^ ,    und    durch 

Discussion  dieser  Gleichung  erhält  man  (wie  in  §.  406  beim 
Kreise)  selbst ,  wenn  die  Construction  dieser  Curve  nicht 
vorausgegangen  ist ,  ein  deutliches  Bild  von  der  Ellipse. 
Diese  Gleichung  zeigt  nämlich: 

1.  Dafls  die  Ellipse  in  Beziehung  auf  beide  Coordinatenaxen  sjm- 
metrisch  ist.   [Die  Verwechslung  der  beiden  Axen  unter  einander  gibt 

(1)  y  =.  -t  -r-  V  6»  —  X*  als  Gleichung  der  EUipse.] 

0 

n«.  n.  2.  Die  Axen  -X"^,  Y  Y'  werden  in  den  Puncten  A,  A\  ftlr  welch« 

X'^CA^'\-a  und  «  C  -d'  =  — .  a  ist,  femer  in  B,  JB*,  wofüry  —  CB 
-■  +  6  und  =zCB'  ^-^b  ist,  geschnitten* 

3.  Da  flbr  X  —  ib  o  sofort  y  =  ±  0 ,  und  ftlry«id=6,  x«±0 
wird;  so  kann  man  (§.  428,  Anmerk.)  schli essen,  dass  die  Curve  in  Aj  A* 
und  B,  h'  von  den  Geraden  DAE^  ÜAE  und  DBU^  EBE^  welche 
beziehungsweise  mit  YY  und  XX'  parallel  laufen,  berührt  werde. 

4.  Da  für  Werthe  von  ar>a,  y,  und  fÜrWerthe  von  yZ>  b  (Gl.  1') 
X  imaginär  ausftllt;  so  folgt,  dass  die  Curve  von  dem  durch  die  vorigen 
vier  Puncte  A,  A' y  B,  B'  construirten  Rechteck  DEE'  Lf  gänzlich 
eingeschlossen  wird. 

6.  Die  Entfernung  eines  Punctes  M  (x,  y)  der  Ellipse  vom  Ursprünge 

C  ist:  d  =  Y  x*-f-y%  oder,  wenn  man  für  y^  den  aus  der  Gleichung  (I) 
folgenden  Werth  substituirt: 

Da  nun  dieser  Ausdruck  seinen  kleinsten  Werth  bei  x  =  0  erreicht,  so 
ist  der  kleinste  dieser  Abstände:  rf  «-  }/^ö"  =-  i  6=  CB  — <  CB.  Nimmt 
X  zu,  so  wächst  auch  d^  und  erreicht  den  grOssten  Wertli,  wenn  man 
Ar  X  den  grOssten  Werth,  d.  i.  (4.)  x  »•  ib  <>  setzt;  dafftr  hat  man  aber, 
als  gross  ten  dieser  Abstände:  rf=-K6»  +  o*  — 6*  «.  i  a  —  CA  —  CA\ 
Hieraus  folgt  auch,  dass  unter  allen  durch  C  möglichen  Sehnen  der  Curve 
jene  A  Ä  die  grösste  und  B  B  äie  kleinste  ist.  Zugleich  ist  aber  auch 
A  A'  grosser  als  jede  andere ,  wie  immer  gezogene  Sehne  überhaupt ; 
denn  zieht  man  die  beliebige  Sehne  GHy  und  verbindet  ihre  Endpuncte 
G  und  //mit  C;  so  ist  im  Dreiecke  GCH  sofort  GH<:GC+CH, 
und  wegen  G  C-^- C H<iA'  C-^- CA^  AA\  um  so  mehr  GH<ZAÄ. 


x\ 
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6.  Von  den  Geraden  ^1^1'  und  BB  halbirt  jede  die  mit  der  an» 
dem  parallelen  Sehnen  und  schneidet  sie  rechtwinkelig;  ans  diesem  Grunde 
heissen  diese  beiden  Geraden  Axen  der  Ellipse,  und  zwar  wird  A  Ä  die 
erste  oder  grosse,  und  BT^  die  zweite  oder  kleine  Axe  genannt 
Dire  Endpnncte  ^'.,  J.',  T.\  B'  heissen  Scheiteln  der  Ellipse 

7.  Alle  durch  C  gehenden  Sehnen  werden  in  diesem  Pnncte  halbirt. 
Denn  yerbindet  man  mit  der  obigen  Gleichung  I.  der  Ellipse  die  Glei- 
chung irgend  einer  durch  C  (als  Ursprung)  gehenden  Geraden  HH', 
n&mlich  (a)  ^  »  Jl  z ;  so  erhält  man  aus  der  entstehenden  Gleichung  so- 

'"'*''"  V  Ä'J+  6'  """^  ^"^^  ""■  ^"^ '  ^  "  V  ia'+b^  '^  ^- 
ordinaten  der  Durchsehnittspuncte  H,  IT,  wobei  die  obem  Zeichen  dem 
Puncte  J7,  die  untern  jenem  H'  entsprechen«  Da  nun  die  numerischen 
Wcrthe  sowohl  Ton  x,  als  auch  Ton  y,  d,  i.  Ch,  CK  und  hH,  K  H' 
onter  sich  gleich  sind;  so  sind  es  auch  (wie  ans  den  rechtwinkeligen 
Dreiecken  CHh,  C H' K  folgt)  die  Stücke  CJ^  und  CET,  oder  es  wird 
HW  in  C  halbirt.  —  Dieser  angeführten  Eigenschaft  wegen  heisst  der 
Punct  C  der  Mittelpunct,  und  jede  durch  denselben  gezogene  Sehne, 
wie  HH\  ein  Durchmesser  der  Ellipse. 

8.  Für  6  =  a  wird,  §.  462,  c  =  0,  und  die  Gleichung  I.  geht  über 
in  jene  x*  -f-  y *  ="  ^'»  nämlich  (§.  404)  in  die  Gleichung  des  Kreises  vom 
Halbmesser  a,  dessen  Mittclpunct  im  Ursprung  liegt;  der  Kreis  kann 
daher  als  eine  Ellipse  angesehen  werden ,  deren  beide  Axen  einander 
gleich  sind  und  deren  Excentrioität  also  Null  ist 

§.  464.  Ist  man  bei  der  Auflösung  irgend  einer  Auf- 
gabe und  der  Voraussetzung  eines  rechtwinkeligen  Coordi- 
natensystems  auf  die  Gleichung  (r)  Ay^  -|-^^*=  C  gekom- 
men; so  darf  man  diese  nur  auf  die  Form  -^y^  +  -^d?*— 1 

bringen,  und  mit  jener  -^y*+  — ^'=1  (§.  460)  verglei- 
chen, um  zu  erkennen,  dass  sie  die  Gleichung  einer  Ellipse 

von  den  Halbaxen  a=  1/   ("ß")  ^"^  ^=  1/ ("T/^^^*  ^*^ 
man  daher  die  Axen  AA\   BB*  (Fig.  52)   dieser  Ellipse,  "«•  m. 
als  Ort  der  Gleichung  (r),  construirt,  so  ist  auch  durch  die 

Gleichung  c=[/^a*  —  h^  (§.462)  ihre  Excentricität  gege- 
ben, und  man  findet  sofort  die  beiden  Brennpuncte  dieser 
Ellipse,  wenn  man  aus  dem  einen  Endpunct  B  der  klei- 
nen Axe  mit  dem  Halbmesser  CA=^a  die  grosse  Axe  A  A' 
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in  den  Puncten  Fj  F'  durchschneidet;  denn  es  ist  CF=  CF^ 

=  y  BF^  —  BC^=  Ya^  —  b\  also  in  der  That  CF=  CF" 

=  c,  woraus  sofort  folgt,  dass  F  und  F'  die  gesuchten  Brenn- 

puncte  sind. 

An  merk.    Da  bei  der  Ellipse  (vor.  §.  5.)  immer  a>>6  sein  mnss,   so 

C  C 

mnss   auch  —7r'>'  ~~Ty  ^  >•  Ä>B  sein.  Fftnde  daher  in  der  vor- 

liegenden  Gleichung  (r)  das  Umgekehrte  Statt,  und  w&re  B'>'A^  so 
dürfte  man  darin  nur  x  nndy  mit  einander  Tertanschen,  nm  dadnrch 
die  Gleichung  By^'\'Ax*  ^»  C  zu  erhalten,  in  welcher  nun  die  er- 
wähnte Bedingung  vorhanden  ist  (.indem  jetst  a=:  \/   yY^I  ^>^ 

b  =  %/ 1  -n*  I  ist] ;  bei  der  Constmction  der  Cnrve  muss  man  je- 
doch auch  die  Coordinatenaxen  mit  einander  rerwechseln ,  und  auf 
die  Abscisseuaxe  die  kleine  Axe  der  Ellipse  auftragen.    [IL,  141.] 
Als  Beispiele  können  die  Gleichungen  dienen: 

3y*  +  2a:«  =  5,  Jy»  -f  Jx»  «  1,  4y»  +  4r«  «  3. 
Erstere  entspricht  einer  Ellipse,  wobei  a»-V^|,  6  =  V};  die  zweite 
einer  Ellipse,  wobei  a  »>  Y^  auf  der  Ordinaten-,  und  6  =  V^2  auf 
der  Abscissenaxe  liegt;  die  letztere  einer  Ellipse,  wobei  a=^b^=\  Vs 
ist,  also  einem  Kreise  vom  EUlbmesser  i'Ks.     [IL,  141  — 142.] 

§.  M5.  Um  endlich  noch  die  (häufig  vorkommende) 
Gleichung  der  Ellipse  zu  entwickeln,  bei  welcher  der  An- 
fangspunct  der  rechtwinkeligen  Coordinaten  im  Scheitel  A' 
liegt,  und  die  Abscissen  auf  der  grossen  Axe  A  A  gezählt 
werden,  wollen  wir  diese,  anstatt  von  vorne  zu  entwickeln, 
durch  blosse  Umwandlung  der  Coordinaten  aus  der  obigen 
Gleichung  L  (§.  460)  herleiten.  Da  nun  der  Ursprung  von 
C  nach  A  verlegt  werden,  die  Abscissenaxe  dieselbe,  also 
die  neue  Ordinatenaxe  mit  der  alten  parallel  bleiben  soll; 
so  darf  man  (da  in  §.  446  d  =  —  a  und  5  =  0  wird)  in  der 
genannten  Gleichung  I.  oder  in  jener  (1)  (§.  463)  bloss  x — a 
statt  X  setzen,  und  y  ungeändert  lassen.  Dadurch  erhält 
man  aber  fiOr  die  gesuchte  Gleichung: 

(2)    y  =  ±'^y2aa—a^. 

Die    Hyperbel. 

§.406.  Erklärung.  Die  Hyperbel  ist  eine  Curve  von 
der  Eigenschaft,  dass  für  jeden  Punct  M  derselben  die  Dif- 
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ferenz  der  Abstände  MF^  MF  (der  Leitstrahlen)  von 
zwei  festen  Puncten  F^  F'  (den  Brennpuncten)  einer  ge- 
gebenen Geraden  2  a  gleich  ist. 

§.  40T.  Mittelst  Pnncte  lässt  sich  demnach  die  Hyperbel 
auf  folgende  Weise  construiren.  Zuerst  verbinde  man  die 
beiden  gegebenen  Puncte  F^  F  (Fig.  53)  durch  die  Gerade  «g.  siu 
XX\  welche  unbestimmt  verlängert  wird,  halbire  FF'  in 
C,  und  schneide  von  diesem  Puncte  aus  CA=^  CA'  =  a  ab, 
so  sind  Ay  A  die  ersten  Puncte  der  Curve;  denn  es  ist  so- 
fort A  F=  A  F ,  also  für  den  Punct  A : 

F'A  —  FA  =  FA  +  AA  —  FA  =  AA  =  2a, 
und  für  jenen  Ax 

FA  —  rA  =  FA-\-AA  —  FA  =  AA  =  2a. 

Um  irgend  einen  andern  Punct  M  der  Hyperbel  zu  fin- 
den ,  nehme  man  auf  der  Geraden  A  X  einen  beliebigen 
Punct  /S,  und  beschreibe  aus  F'  und  F  beziehungsweise  mit 
den  Halbmessern  ASy  AS  Kreisbögen,  welche  sich  sofort 
in  M  und  m  schneiden  werden ;  ferner  beschreibe  man  solche 
Bögen  mit  den  nämlichen  Halbmessern  ASy  AS  respec- 
tive  aus  F  imd  F  ,  die  sich  sofort  in  M'  und  m  schneiden 
sollen ;  so  sind  diese  vier  Puncte,  von  denen  Ji",  m  und  M\ 
m'  in  Bezug  auf  XX\  so  wie  -äf,  M'  und  m,  m'  in  Be- 
ziehung auf  die  durch  C  auf  XX'  perpendiculäre  Gerade 
Y  Y  symmetrisch  liegen ,  Puncte  der  Curve.  Denn  es  ist 
z.  B.  für  den  Punct  Mi 

FM'-FM=AS  —  AS  =  AA  =  2ai 
dasselbe  gilt  auch  für  die  drei  übrigen  Puncte  M' y  m,  m'. 
Indem  man  nun  für  S  immer  neue  Puncte  der  unbegrenz- 
ten Geraden  A  X  annimmt,  lassen  sich  durch  dasselbe  fort- 
gesetzte Verfahren  so  viele  Puncte  der  Curve  bestimmen, 
als  man  nöthig  findet,  um  durch  sie  die  continuirlichen  Li- ' 
nien  LMAmKvaiidiL'M'AmK\  welche  zusammen  eben 
die  Hyperbel  bilden,  möglichst  genau  ziehen  zu  können. 

Anmerk.    Da  F'M—FM,  d.  i.  ^a<:FF'  ist,  so  folgt,  dass  bei  die- 
ser Carve  die  Puncte  A,  A'  immer  ewischeo  jenen  F^  F'  liegen. 

§.  468.    Durch   eine   stetige  Bewegung  kann   die   Hy- 
perbel beschrieben   werden,    wenn   man   ein  Lineal  in  dem 
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einen  Brennpuncte  F  so  anbringt,  dass  eich  dieses  um  den* 
selben  drehen  lasst,  während  zugleich  die  eine  Kante  des* 
selben  durch  diesen  Drehungspunct  geht;  femer  das  eine 
Ende  ei^es  Fadens ,  welcher  um  die  gegebene  Gerade 
2a^=^AA  länger  als  das  Lineal  (vom  Drehungspunct  bis 
zum  Endpunct  der  erwähnten  Kante  gezählt)  ist,  an  den 
Endpunct  des  Lineals ,  das  andere  Ende  aber  in  den  zwei- 
ten Brennpunct  F  befestiget,  und  endlich  mittelst  eines 
Zeichenstifts  den  Faden  an  die  Elante  des  Lineals  dergestalt 
anhält  und  längs  derselben  hinfuhrt,  dass  bei  der  dadurch 
gleichzeitig  bewirkten  Drehung  des  Lineals,  das  Fadenstück 
MF  immer  straff  angespannt  bleibt.  Auf  diese  Weise  wird 
der  Stifl  einen  Theil,  nämlich  ein  Stück  des  Astes  LMA 
der  Hyperbel  beschreiben,  welcher  auch,  durch  gehöriges 
Umwenden  des  Lineals ,  unterhalb  der  XX\  nach  AmK 
hin,  fortgesetzt  werden  kann.  Endlich  wird  man  durch  die 
Verwechslung  der  beiden  Brennpuncte,  in  Bezug  auf  dieses 
Verfahren,  durch  die  nämliche  organische  Beschreibung  auch 
den  zweiten  Zweig  L  M'  A  m  K  bis  zu  einer  gewissen 
Grenze  (welche  durch  die  Länge  des  Lineals  bedingt  wird) 
erhalten.  Es  ist  nämlich  nach  diesem  Verfahren  in  jeder 
Lage  des  Stifts  M  die  Länge  des  Fadens  =  F'M-\-  M  G, 
und  da  diese  zufolge  der  Voraussetzung  auch  =FG'{-  2a 
=  >Jlf  +  MG  +  2a  ist;  so  folgtF  M+  MG  =  Fi/+  MG 
'\-2a  oder  F'M—FM=2a. 

Anroerk.  Obschon  beide  Zweige  LMAmK  und  U  M'  A  m  K*  zn- 
sammen  erst  die  Hyperbel  ausmachen,  so  pflegt  man  doch  gewöhn- 
lich schon  jedem  dieser  beiden  Zweige  ftlr  sich  diese  Benennung  bei- 
zulegen,  und  nennt  in  dieser  Beziehung  die  beiden  Zweige  entge- 
gengesetzte Hyperbeln. 

§.  469,  Um  für  die  Hyperbel  eine  einfache  Gleichung 
zu  finden ,  nehmen  wir  wieder  die  beiden  Geraden  A  X\ 
Y  Y'y  welche  sich  in  C  rechtwinkelig  schneiden,  und  gegen 
welche,  wie  die  vorige  Conetruction  gezeigt,  die  Puncte  der 
Curve  symmetrisch  liegen,  als  Coordinatenaxen ;  setzen  FF 
=  2c,  also  C F=^  CF*  =  Cy  und  bezeichnen  die  Coordinaten 
irgend  eines  Punctes  M  der  Curve  durch  ä?,  y,  so  wie  end- 
lich die  Leitstrahlen  FM^  F'  M  durch  u  und  u\  Diess  vor- 
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ausgesetzt,  gelten  fbr  den  Punct  M^  als  Durchschnittspunct 
zweier  Kreise ,  deren  Halbmesser  u,  u  und  Mittelpuncte  F^ 
r  sind,  die  Gleichungen  (§.400)  (1)  (ä?  — c)» +y*  =  w* 
und  (2)  (a?  + c)*  +  y*  =  tt'*,  so  wie  auch  noch  aus  der  Na- 
tur der  Curve  die  folgende  (3)  u'  —  M  =  2a.  —  Die  Elimi- 
nation von  u,  u'  aus  diesen  drei  Gleichungen  führt  zur  ge- 
suchten Gleichung  zwischen  a  und  y.  Werden  zu  diesem 
Ende  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  addirt  und  subtrahirt,  so 
erhält  man  (4)  2(^»  +  y*  +  c^)  =  w'* +  «*  und  ica  =  u^ 
—  tt^  =  (u'  +  tt)  (**'  —  w)>  oder,  mit  Rücksicht  auf  Gleichung 

^k  ^fe  ^w 

(3) :    4ca  =  2a (m'  +  m)  ,    woraus   w'  -j-  w  = ,     also    mit 

Rücksicht  auf  die  Differenz  (3),   sofort  (5)  u'  =  —  +aund 

tt  = a  folgt.     Diese  Werthe  von  u  und  u'  in  (4)  sub- 

stituirt,  geben  a*y*-|-(a*  —  e^ai*^=a}{a}  —  c\  oder,  wenn 
man,  da  (Anmerk.,  §.  467)  CF>  CAy  d.  i.  c>a  sein  muss, 
also  d^  —  c*  <  0  oder  wesentlich  negativ  ist,  a*  —  ö*  =  —  b^ 
oder  (w)  c*  —  a*  =  b^  setzt,  auch : 

n.    aV— **«'=— «*i*» 
welches  sofort  die  gesuchte  Gleichung  der  Hyperbel  ist, 

§.  410.  Für  ein  dem  vorigen  paralleles  Coordinaten- 
system,  auf  welches  bezogen  jt?,  q  die  rechtwinkeligen  Coor- 
dinaten  des  vorigen  Anfismgspunctes  C  sind,  hat  man: 

H'.     a»(y  —  ?)'  —  6H^—p)*  =  —  «*** 
als  allgemeinere  Gleichung  der  Hyperbel. 

§.  471.  Aus  der  vorigen  Gleichung  (tn)  erhält  man  fhr 
die  Excentricität  der  Hyperbel: 

c  =  ±ya^  +  b*=CF=CF'. 

Anmerk.  Die  Gleichang  IL  der  Hyperbel  mit  jener  I.,  §.  460,  der  El- 
lipse  Terglichen,  leigt,  dass  man  ans  der  Gleichung  der  EUipse  ganz 
einfach  jene  der  Hyperbel  erh&lt,  indem  man  in  der  erstem  hY — 1 
statt  6  setst.  Aas  diesem  Grande  müssen  sich  anch  durch  diese 
Snbstitation  alle  tXa  die  Ellipse  geltenden  Relationen  auf  die  Hy- 
perbel übertragen  lassen;   so  erh&It  man  z.  B.  ans  dem  Ausdrucke 

der  Excentricitftt  der  Ellipse  c  =  Ya*  —  6* ,    dadurch  in  der  That 
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jenen  für  die  Hyperbel  c  — Va»+6*,  und  so  in  allen  übrigen  FU- 
len. '  Diese  Bemerkung  ist  wesentlich ,  und  wird  uns  der  meistoii 
Entwickelangen  fOr  die  Hyperbel,  sobald  diese  nur  fftr  die  Ellipse 
durchgeführt  sind,  entheben. 

§.  472.  Die  obige  Gleichung  Tl.,  nach  y  aufgelöst,  ^bt 
(1)  y  =  ±  —  ]/«•  —  a*,  und  durch  Discutirung  dieser  Glei- 
chung findet  man  für  die  Hyperbel  folgende  Haupteigen- 
schaften : 

1.  Die  Pnncte  dieser  Curre  liegen  in  Bezug  auf  die  beiden  Axen 
XX* ,  YY  symmetrisch.  [Die  Verwechselung  der  beiden  Coordi- 
natenaxen  gibt,  wenn  man  in  II.  x  und  y  mit  einander  vertauscht  and 
dann  y  bestimmt: 

(i')y-zfc-f-V  x'  +  J«.] 

a.  Fftr  f  «-  :i:  a  folgt  (ftr  jedes  Zeichen)  ^  =  db  0  ,  also  wird  die 
Abscissenaxe  von  der  Hyperbel  in  den  Puncten  A^  A\  Air  welche  CA 
=  C  Ä  '^  ^a  ist,  geschnitten,  und  die  durch  diese  Puncte  mit  YY 
parallel  gezogenen  Geraden  berühren  die  Cunre  (§.  428,  Anmei^.)« 

S.  Für  X  =  0  wird  y=::^h Y —  1 1  zum  Zeichen ,  dass  die  Ordin»- 
tenaxe  Y  Y  von  der  Hyperbel  nicht  geschnitten  wird;  und  da  es  Aber- 
haupt  für  keinen  Werth  von  x  «c  a  einen  reellen  Werth  von  y  gibt,  so 
kann  zwischen  den  beiden  in  2.  erwfthnten,  durch  A^  A*  mit  YY  pa- 
rallelen Geraden,  kein  Panct  der  Cure  liegen.  Dagegen  erstreckt  ncfa 
die  Curve  von  da  aus  beziehungsweise  gegen  die  rechte  und  linke  Seite 
hin  bis  ins  Unendliche,  oder  sie  besteht  aus  vier  unendlichen  Ästen,  die 
sich  immer  decken,  man  mag  sich  die  Cnrve  um  die  Abscissen-  oderOr- 
dinatenaxe  umgeschlagen  denken.    (Vergl.  Anmerk.  in  §.  468.) 

4.  Die  mit  der  Ordinatenaxe  Y  Y*  parallelen  Sehnen ,  wie  lfm, 
werden  von  der  Abscissenaxe  XX',  und  umgekehrt,  die  mit  dieser  letx- 
tem  parallelen  Sehnen ,  wie  M  Äf  ,  tou  der  Ordinatenaxe  halbirt  und 
perpendiculftr  geschnitten.  Da  man  femer  mit  der  Ellipse  analog,  auf 
der  Ordinatenaxe  zwei  Functe  jB,  B'  abschneidet,  für  welche  CB'^CB' 

si^b^V  c^  —  a^  (m),  §.  469]  ist,  und  welche  man  sofort  erhält,  indem 
man  YY'  aus  A  oder  A'  mit  dem  Halbmesser  FC=e  in  B  und  B 
durchschneidet;  so  werden  auch  hier  AA'  xmdBB  Axen  der  Hyperbel 
genannt,  und  zwar  heisst  A  A'  die  erste,  oder  Haupt-,  auch  Qoer- 
Axe,  und  jene  BB  (die  also  nur,  da  ihre  Endpuncte  nicht  in  der 
Cunre  liegen,  eine  eingebildete  Axe  ist)  die  zweite  oder  conjugirte 
Axe.  Eben  so  heissen  auch  hier  die  Endpuncte  A,  A  der  ersten  Axe, 
da  sie  zugleich  Puncte  der  Curve  sind,  Scheiteln  der  Hyperbel. 

5.  Jede  durch  den  Punct  C  gezogene  Sehne  HH'  wird  in  demsel- 
ben halbirt    Denn  verbindet   man  mit  der  Gleichung  II.    der  Hyperbel 
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jene  der  Secante  HH\  nAmlich  y  ^^  Ax  (oder  kflner,  setxt  man  •— 
Anmerk. ,  §.  47 1  —  in  den  analogen  Aosdrftcken  der  Ellipse,  in  7., 
§.  463,  6  Y —  1  statt  6),  so  erhält  man  als  Coordinaten  der  DnrchBchnitts- 
puncto  U,  H' : 

worans  wieder  (wie  bei  der  Ellipse)  die  Congruenz  der  beiden  recht- 
winkeligen Dreiecke  ChH,  Ch'JB',  also  die  Gleichheit  von  CHund 
C H'  folgt.  Es  heisst  daher  auch  hier  dieser  Punct  C  der  Mittel- 
pnnct,  und  jede  dnrch  denselben  gezogene  Sehne  HH'  Durchmesser 
oder  Diameter  der  HTperbel. 

6.  Die  beiden  vorigen  Gleichungen  zeigen,  dass  die  Dnrchschnitts- 
pancte  H,  R*  des  Durchmessers  ^£'  nur  mOglich  sind,  so  lange  &>>^a 

oder  A  <: ist.  Ffir  A  > erhftlt  der  Durchmesser  eine  solche  Nei- 

a  a 

gung  gegen   die  Absdssenaxe ,    also  überhaupt   eine  solche  Lage  U  IT 

gegen  die  Cnrve,  dass  er  diese  nicht  treffen  kann,   und  sonach  imagin&r 

wird. 

7.  Fftr  A*ä*=ib*  oder  -^«-i werden  die  Coordinaten   dieser 

a 

Durchschnittspuncte  H,  H'  Unendlich.  Zieht  man  daher  einen  Diameter, 
welcher  gegen  XX'  so  geneigt  ist,  dass  die  Tangente  des  Neigungs- 
winkels den  Werth  ^  «•  H oder erh&lt;  so  trifft  diese  die  Hy- 

a  a 

perbel  auf  beiden  Seiten  erst  in  unendlicher  Entfernung.  Diese  beiden 
merkwürdigen  Durchmesser  werden  aber  constmirt,  indem  man  in  dem 
einen  Scheitelpnncte,  z.  B.  A,  auf  XX'  ein  Perpendikel  errichtet,  dar- 
auf auf-  und  abwftrts  die  Stflcke  A  Q=='A  C£  ^^h  abschneidet ,  und  die 
Pnncte  Q  Q'  mit  dem  Mittelpuncte  C  verbindet ;  denn  man  hat  fdr  diese 
Verbindungslinien  QCq  und  Q'  Cq',  sofort: 

tang  QCJl  — H und   tang  Q' C  A  = ---» — . 

o  a 

Fftr  irgend  eine  Abscisse  CP^^x  ist,  wenn  man  die  zugehörige 
Ordinate  PM  der  Curve  durch  y  und  jene  PN  der  eben  genannten  Ge- 
raden  CQ   durch  y    bezeichnet:  y«  =  — j-x*  — ft"   (Gleichung  IL)   und 

y^wzm^j-x^  (quadrirte  Gleichung  der  Geraden  CQ);  es  ist  also  auch, 
wenn  man  abzieht :  y* — y*  —  6'  oder  {y'  -i-y^iy — y)  =  &*»  »uid  dar- 
aus y' — y,   d.  i.  NM»^  ,        .    Da  nuü  zufolge  der  Gleichungen  der 

Hyperbel  und  der  Geraden  CQ^  y  und  y  mit  x  fortwährend  zunehmen; 
so  nimmt,  wflhrend  x  Aber  alle  Grenzen  hinaus  wächst,  A^Jf  unendlich 
ab  und  verschwindet  fftr  x  >»  (X)  gänzlich.  Diese  beiden  Geraden  QCq 
und  QCq   besitzen  also  die  merkwürdige  Eigenschaft,   dass  sich  ihnen 
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die  Aeste  der  Hyperbel  immer  mehr  tind  mehr  nilhem,  ohne  von  diesen 
jemals  erreicht  za  werden;  ans  diesem  Gmnde  werden  sie  Asympto- 
ten nnd  der  Ton  ihnen  eingeschlossene  Winkel  Asjmptotenwinkel 
genannt. 

8.  Ans  6.  folgt,  dass  diese  Asymptoten  zugleich  die  Grensen  swi- 
schen  den  reellen  nnd  imaginären  Durchmessern  der  Hyperbel  bilden. 

9.  Fdr   6 »» a   wird  die  Hyperbel  gleichseitig  genannt ;   ihre 
Gleichung  ist:  y  =*ib  K^*  — a*.    Der  Asymptotenwinkel  ist  ein  Bech- 

ter;  denn  man  hat  tony  QC^i  — —  =  1,   also  QCul  — 45^  nnd  QCQ 

=  2QC^«90«. 

§.  418.  Hat  man  bei  Auflösung  einer  Aufgabe  und 
der  Anwendung  rechtwinkeliger  Coordinaten  die  Glei- 
chung (r)  Ay^  —  Bx^  =  —  C  erhalten,  so  ist  ihr  geometri- 
scher Ort,  wie  die  Vergleichung  dieser,  mit  der  Glei- 
chung n.  (§.  469)  [wenn  man  beide  auf  die  Form  bringt ; 

A  "Fl  11 

—  y«— ^«»  =  — 1   und  _y»  — _««  =  _1]    zeigt,   eine 
Hyperbel,  fftr  welche  die  Halbozen  die  Werthe  haben : 

Sind  nun  die  beiden  Azen  AÄ  =^'^a  und  BB'  =  2b 
Flg.  Kl  (Fig*  53)  aufgetragen,  so  findet  man  zufolge  der  Gleichung 

c=CF=:  CF'  =  ya^  +  b^  (§.  471)  die  Brennpuncte,   in- 

dem  man  aus  C  mit  der  Entfernung   AB  =  \/^a^-^b^  die 
Abscissenaxe  in  den  Puncten  F  und  I^  durchschneidet. 

Anmerk.  Da  in  der  Hyperbel  <»>,  =  oder  <:6  sein  kann;  so 
kann  a.  ch  in  der  Gleichung  (r)  hinsichtlich  der  Grösse,  A  gegen 
B  wie  immer  beschaffen  sein. 

W&re  aber  C  negativ,  also  die  Gleichung  von  der  Form 
Ay'^ — Bx*^C\  so  dürfte  man  nur  x  und  y  mit  einander  vertau- 
schen, um  dadurch  — By"^  -\-  Ax^=C  oder  By*^-^Ax*=  —  C, 
also  abermals  die  Gleichung  einer  Hyperbel  zu  erhalten,  mit  dem 
einzigen  Unterschiede,  dass  nun  die  Abscissen  auf  der  zweiteu  Axe 
gezählt  werden ,  also  bei  der  Construction  dieser  Hyperbel ,  ihre 
erste  Axe  auf  die  Ordinaten-  und  zweite  Axc  auf  die  Abscissen- 
axe aufzutragen  kommt;  dabei  ist  nun 

a  =  K(i)-<l*  =  K(|> 
Als  Beispiele  können  die  Gleichungen  dienen:  2y* — 4jf*«« — 7 
und  iy*  —  i  of*  =»  2,  deren  geometrische  Oerter  sofort  Hyperbeln 
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sind,  bei  welchen  bexiehnngs weise  die  1.  nnd  8.  Axo  V?  and 
V^14  auf  die  Abscissen-  and  Ordinatcnaxe,  dünn  4  and  2^6  auf 
die  Ordinaten-  und  Abscissenaxe  fallen  [II.,  153]. 

§.  414.  Um  endlich  noch  für  die  Hyperbel  die  Glei- 
chung zu  entwickeln,  bei  welcher  der  Ursprung  der  Coor- 
dinaten  in  einem  der  Scheiteln  Ä  oder  A  liegt ,  darf  man 
wieder  nnr  in  der  obigen  Gleichung  ü.  (§.  469)  statt  ä?,  - 
im  erstem  Falle  x  —  a  und  im  letztem  Ä  +  a  setzen*  Man 
erhält  in  diesen  beiden  Fällen ,  wenn  man  die  Gleichung 
inmier  gleich  nach  y  auflöst »  beziehungsweise: 

(2)   y  =  ±-l/]p»  — 2a«   und   (2')  y  =ifc-]/ia  +  2a^. 

[Auch  wird  jene  (2)  unmittelbar  aus  ihrer  analogen 
der  Ellipse  (2),  §.  465  durch  die  in  §.  471  bemerkte  Sub- 
stitution von  h  ]/—  1  statt  h  erhalten«] 

Die  Parabel. 

§.  475.  Erklärung.  Die  Parabel  ist  eine  Curve  von 
solcher  Beschaffenheit,  dass  jeder  ihrer  Puncto  M  (Fig.  54)  ^c-  m. 
von  einer  festen  Geraden  CC  eben  so  weit,  als  von  einem 
bestimmten  fixen  Punct  F  absteht,  also  die  Relation  be- 
steht :  MD  ^=^  MF.  Dieser  feste  Punct  F  wird  wieder 
Brennpunct,  jede  aus  demselben  an  die  Curve  gezogene 
Gerade  i^if  Leitstrahl  (Radiusvector),  so  wie  end- 
lich die  feste  Gerade  CC  Leitlinie  (Directrix)  ge- 
nannt. 

§.  4T6.  Die  Parabel  kann  demnach  mittelst  Puncto 
auf  folgende  Art  construirt  werden :  durch  den  Brennpunct 
F  ziehe  man  auf  die  gegebene  Leitlinie  CC  das  Perpen- 
dikel BFX  von  unbestimmter  Länge  und  halbire  das  Stück 
-ßi^in  Ai  so  ist  fürs  Erste  A  ein  Punct  der  Curve,  weil 
AF=AB  ist. 

Um  femer  irgend  einen  andern  Punct  der  Parabel  zu 
erhalten,  errichte  man  in  einem  beliebigen  Puncte  P  der 
von  B  über  F  hinaus  verlängerten  Geraden  A  X,  auf  diese 
ein  Perpendikel  LPL'  und   durchschneide  dasselbe  aus  F 
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mit  dem  Halbmesser  BP  in  M  und  m;  so  sind  dieses  2 
neue ,  und  zwar  gegen  die  Gerade  A  X  symmetrisch  lie- 
gende Puncte  derCurve;  denn  man  hat  MF=  PB  =  MD^ 
oder  es  steht  M  von  F  eben  so  weit  als  von  CC  ab;  das- 
selbe  gilt  auch  vom  Puncte  m.  —  Errichtet  man  nun  diese 
Perpendikel  in  immer  neuen  Puncten  der  AXj  und  ver- 
fährt mit  jedem  auf  die  eben  beschriebene  Weise;  so  er- 
hält man  eine  Keihe  von  Puncten ,  welche  (wenn  sie  ein- 
ander schon  hinlänglich  nahe  liegen),  durch  eine  ununter- 
brochene Linie  verbunden,  die  Curve  KMAmJEC  oder  die 
Parabel  geben. 

§.  ¥n.  Durch  eine  stetige  Bewegung  kann  jeder  der 
beiden  Aeste  der  Parabel  beschrieben  werden,  wenn  man 
die  Einrichtung  trifft,  dass  von  einem  (rechtwinkeligen) 
Winkelhaken  GDHy  der  eine  Schenkel  J9ö  an  der  Leit- 
linie CC  hingleitet,  während  an  einem  Faden  von  der  Länge 
des  zweiten  Schenkels  DH^  dessen  eines  Ende  im  Brenn- 
puncte  jP,  das  andere  in  H  (als  Endpunct  des  letztem 
Schenkels)  befestigt  ist,  ein  Zeichenstift  angelegt  imd  längs 
der  Kante  dieses  Schenkels  HD  so  geführt  wird,  dass  da- 
bei das  Fadenstück  FM  immer  straff  angespannt  bleibt 
Denn  es  ist  dann  in  jeder  Lage  des  Winkelhakens,  in  wel- 
cher der  beschreibende  Stift  in  if  ist,  die  Fadenlänge 
FM'\-MH=DM+MH,   bIbo  immer  MF=MD. 

Dnrch  gehöriges  Umkehren  des  Winkelhakens  erh&lt  man  ehen  so 
den  unter  der  AX  liegenden  Ast  der  Curve. 

§*  4T8.  Um  für  die  Parabel  eine  einfache  Gleichung 
zu  finden,  nehmen  wir  die  Grerade  AX,  gegen  welche  so 
fort  je  zwei  Puncte  der  Curve,  wie  M  und  m,  symmetrisch 
liegen,  zur  Abscissenaxe ,  und  den  Punct  A  zum  Ursprung 
der  rechtwinkeligen  Coordinaten;  setzen  die  gegebene  Ent- 
fernung AF=:^AB  =  ^BF=ey  und  bezeichnen  die  Coor- 
dinaten eines  beliebigen  Punctes  M  der  Curve  durch  «,y, 
so  wie  endlich  den  zugehörigen  Leitstrahl  FM  durch  «. 
Diess  vorausgesetzt,  ist  die  Gleichung  des  Perpendikels 
LPL\   als   einer   mit   der   Ordinatenaxe  in  dem  Abstand 
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u  —  c  parallelen  Geraden  [indem  AP-=^BP — ^5  =  t*  —  c 
18t,  §.  392,  (7)]:  a?=u  —  c\  femer  die  Gleichung  des  aus 
F  mit  dem  Halbmesser  u  beschriebenen  Kreisbogens  (mit 
welchem  das  vorige  Perpendikel  durchschnitten  wurde, 
§.  400):  (x  —  cY-^y^=^u^,  Die  Elimination  von  u  aus 
diesen  beiden  Gleichungen  gibt ,  wegen  w  =  c  +  .r ,  sofort 
{x  —  cY  —  (<?  +  ä)* -|-y*  =  0,  d.  i.  y*  =  4cÄ?,  oder,  wenn 
man  Ac=p  setzt,  wodurch  (m)  c  =  AF=\p  und  (n)  tt  =  4f 
+  J/)  wird,  auch  HI.  y"=p^,  als  Gleichung  der 
Parabel,   bezogen  auf  die  Coordinatenaxen  AA,   ¥AY\ 

§.  479.  Für  ein  dem  eben  genannten  paralleles  Axen- 
system,  auf  welches  bezogen  der  vorige  Anfangspunct  A 
die  Coordinatcn  d  und  S  besitzt,  erhält  man  als  allgemeinere 
Gleichung  der  Parabel :  Hl',  (y  —  ^)*  =  p  (^  —  d), 

§.  480.  Die  Gleichung  III.,  nach  y  aufgelöst,  erhftlt 
man:  (1)  y  =  ±|/pÄ,  welche  letztere  Gleichung  sofort 
ganz  einfach  folgende  Haupteigenschaften  der  Parabel  zu 
erkennen  gibt: 

1.  Die  Carye  besteht  ans  zwei  gegen  die  Abscissenaxe  symme- 
trische Aeste ,  welche  sich  nur  nach  der  Seite  der  positiven  x, 
und  zwar  bis  ins  Unendliche  erstrecken.  Die  Gerade  ÄX,  welche  so- 
nach die  mit  der  Ordinatenaxe  YY*  parallelen  Sehnen,  wie  Mm,  per- 
pendikalftr  halbirt ,  heisst  wieder  A  x  e  der  Parabel. 

2.  Da  ftr  *  =*-  0,  y  =  it  0  wird  ;  so  wird  die  Curre  imScheitel 
A  von  der  Ordinatenaxe  berührt  (§.  428,  Anmerkung). 

3.  Für  x  =  ^pt  welches  sofort  der  Abstand  des  Brennpnnctes  F 
Tom  Scheitel  A  ist  [§.  478,  (m)]  ,  wird  y  =  ^b  i  J»  J  die  im  Brennpnncte 
errichtete  Sehne  ist  also,  als  doppelte  Ordinate  3y,  sofort  =p,  %va 
welchem  Grande  auch  diese  Sehne  p  der  Parameter  der  Parabel  g^ 
nannt  wird. 

§.  481.  Ist  man  bei  Auflösung  einer  Aufgabe  auf  die 
Gleichung  y*  =  Aa  gekommen,  so  ist  ihr  Ort,  wie  aus  der 
Gleichung  HI.  (§.  478)  folgt,  eine  Parabel  vom  Parameter 
Af  deren  Axe  auf  der  Abscissenaxe  in  der  Richtung  der 
positiven  a  und  Scheitel  im  Ursprünge  der  rechtwinkeligen 
Coordinaten  liegt.  Trägt  man  also  auf  der  Abscissenaxe 
vom  Ursprünge  A  aus,  die  Abscisse  \A  auf;   so  hat  man 
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den  Brenn  punct,  und  dadurch  auch  das  Mittel,  die  Parabel 
nach  §.  476  oder  §.  477  construiren  zu  können. 

A n m e r k.  W&re  Ä  negativ,  so  würde  die  Axe  der  Parabel  aaf 
der  Seite  der  negativen  x  liegen.  Hfttte  man  hingegen  die  Glei- 
chung x^  **»  ^  Alf  y  so  wtlrde  die  Axe  der  entsprechenden  Parabel 
in  der  Ordinatenaxe,  und  zwar  beziehungsweise  in  der  Richtung  der 
positiven  oder  negativen  y  liegeq. 

Als  Beispiele  können  die  Gleichungen  dienen:  y*  =  8x,  jr*  = 
—  }x  und  x'  =  3y;  sie  entsprechen  Parabeln,  deren  Axen  bezie- 
hungsweise auf  der  Abscissenaxe  nach  der  Seite  der  positiven,  dann 
der  negativen  x  und  endlich  auf  der  Ordinatenaxe  in  der  Richtang 
der  positiven  y  liegen,  und  die  Parameter  8,  f  und  8  besitzen. 
[IL,  158.] 

§.  482.  Um  die  wechselseitige  Beziehung  ersichtlich 
zu  machen,  welche  zwischen  den  eben  abgehandelten  3  Cur- 
ven  besteht,  wollen  wir  in  den  Gleichungen  der  Ellipse 
und  Hyperbel  [§.  465  und  §.  474,  (2),  wenn  man  quadrirt} 

6'  6*  26* 

y *  =  -j  (2  aa?  —  a^)  und  y*  =  —  (4?*  —  2  aa)  sofort  (s)  —  =/>, 
also  — i  =  —  setzen ;  dadurch  erhält  man  für  die  genannten 

Gleichungen :  y *  =  —  (2aa  —  ä*)  und  y *  = (2aa  —  «•). 

Lässt  man  nun  in  der  erstem  a  immerfort  zunehmen,  wäh- 
rend p  ungeändert  bleiben  soll  [was  nach  {s)  bei  gehöriger 
Annahme  von  b  immer  möglich   ist] ,    so   wird  endlich   fiir 

px* 

a  =  oo  der  Quotient =  0,   und  die   Gleichung  der  El- 

lipse  verwandelt  sich  in  die  der  Parabel  y^=p^,  so,  daas 
man  also  die  Parabel  als  eine  Ellipse  ansehen  kann,  deren 
erste  Axe  unendlich  gross  ist,  und  Mittelpunct  daher  vom 
Scheitel  ebenfalls  unendlich  weit  absteht. 

Es  lassen  sich  demnach  diese  3  Curven  durch  die  ein- 
zige Gleichung  y2  =  ± — (2aa  —  a^)  darstellen,  in  welcher 

das  obere  Zeichen  fbr  die  EUipse,  das  untere  fbr  die  Hy- 
perbel gilt,  und  in  welcher  für  die  Parabel  2a  =  00  mit 
dem  obern  Zeichen  (wenn  nämlich  ihre  Axe  in  der  Kich- 
tung  der  positiven  a  liegen  soll)  zu  nehmen  ist 


§.  48S.  Die  im  Brennpuncte  F  oder  F  errichtete  Or- 
dinate ist  in  der  Ellipse  [dazu  darf  man  in  (l),  §.  463,  nur 
jc  =  ±  c,  also  «*  =  c*  =  a*  —  6*  setzen] : 

und  in  der  Hyperbel  [eben  so  in  (1),  §.  472,  o?  =  ±  c,  also 

Ä*  =  c*  =  a*  +  i*  gesetzt]  : 

V  =  —  y  c''  —  a*  =  ±  — . 

9 

Es  ist  also  in  beiden  Curven  die  im  Brennpuncte  er- 
richtete perpendikuläre  Sehne  oder  doppelte  Ordinate  gleich 

=p  [GL  («),  §.  482],  und  da  diese  Sehne,   wie  in  der 

Parabel,  auch  hier  Parameter  genannt  wird;  so  folgt, 
da  man  .aus  der  vorigen  Gleichung  die  Proportion  2a:  2b 
s=26:jP  hat,  dass  in  der  Ellipse  und  Hyperbel  der  Para- 
meter eine  dritte  Proportionallinie  zur  ersten  und  zweiten 
ist. 


§.  484.  Schliesslich  folgt,  dass  die  genannten  3  Cur- 
ven durch  die  Gleichung  (Ä)  f/^=px'\-qa^  dargestellt 
^werden  können ,  in  welcher  p  für  alle  3  Curven  den  Para- 
meter oder  die  im  Brennpuncte  auf  die  erste  Axe  perpen- 
dikuläre Sehne  bezeichnet,    und  wobei   für  die   Parabel 

^  =  0,   für  die  Ellipse   q  =  —  ^  = T»   negativ, 

und   för  die, Hyperbel  5  =  H =  H — -^  positiv  ist. 

[Tl.,  160.] 
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Siebentes  Capitel. 

Ueber    die    Linien   des  zweiten    Ordnung    oder    die 

geometrische  Bedeutung  einer  Gleichung  des  zweiten 

Grades  zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen. 

Eintheilung  der  krummen  Linien  in  verschie- 
dene Ordnungen. 

§.  4SS.  Da  die  im  §.  445  zur  Transformation  der  Co- 
ordinaten  entwickelten  Formeln  (1)  vom  ersten  Grade 
sind,  so  kann  der  Grad  einer  Gleichung  zwischen  a  und  y, 
bei  dem  Uebergange  von  einem  Parallel -Coordinatensystem 
auf  ein  ähnliches,  durchaus  nicht  geändert  werden.  Denn 
ist  z.  B.  die  ursprüngliche  Gleichung  vom  n**"  Grad,  enthalt 
sie  also  Glieder  wie  Aaf^,  By^  und  Cx^t/^y  wo  p-\-q  höch- 
stens =n  ist ;  so  entstehen  durch  die  Substitution  der  Werthe 
von  X  und  y  aus  den  genannten  Gleichungen  (I)  offenbar 
wieder  Glieder  von  der  Form  A'x'^y  Hy'^  und  CV^y'«,  und 
es  bleibt  sonach  die  transformirte  Gleichung  in  x\  y'  eben- 
falls wieder  vom  n***  Grad,  (VergL  §.  391,  Anmerk.  und 
§.  400,  Anmerk.  2.) 

§.  486.  Da  also  der  Gbad  der  Gleichung  einer  r^el- 
mässigen,  d.  i.  nach  irgend  einem  Gesetze  gebildeten  Curve 
keinesweges  von  dem  willkürlich  gewählten  Coordinaten- 
system,  sondern  wesentlich  von  der  Natur  dieser  krummen 
Linie  selbst  abhängt ;  so  kann  man  alle  solche  Curven  sehr 
passend  und  charakteristisch  nach  dem  Grade  ihrer  entspre- 
chenden Gleichungen  eintheilen.  Es  werden  auch  in  der 
That  die  Linien,  je  nachdem  die  entsprechende  algebrai- 
sche, auf  eine  rationale  Form  gebrachte  Gleichung  vom  1., 
2., .  • .  n.  Grad  ist ,  in  Linien  der  1. ,  2., . . .  n.  Ordnung  ge- 
theilt;  es  gehören  sonach  die  gerade  Linie  zu  den  Linien 
der  ersten,  der  Kreis,  die  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel 
zu  den  Linien  der  zweiten  Ordnung« 

Anmerk.    Linien,  denen  transcendente  Gleichungen  entsprechen,  heil- 
ten trantcendente  Cnnren. 
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§.  481.  Aus  dieser  Eintheilung  folgt  unmittelbar^  dass 
eine  Linie  der  n.  Ordnung  von  einer  geraden  Linie,  höch- 
stens in  n  Puneten  geschnitten  werden  kann.  Denn  nimmt 
man  die  schneidende  Gerade  zur  Abscissenaxe ,  setzt  also 
in  der  gegebenen  Gleichung,  die  sofort  zwischen  a  und  y 
vom  n**"  Grad  ist,  um  die  Durchschnittspuncte  zu  erhalten, 
y  =  0 ;  so  erhält  man  eine  Gleichung  in  a,  die  sonach  höch- 
stens vom  n.  Grad  sein,  also  für  a  höchstens  n  Werthe 
liefern  kann ;  und  da  jeder  derselben ,  wenn  er  reell  ist 
(als  entsprechende  Abscisse)  einen  Durchschnittspunct  die- 
ser Geraden  mit  der  Curve  anzeigt,  so  kann  es  in  der  That 
nicht  mehr  als  n  Durchschnittspuncte  geben.  Weniger  als 
n  Durchschnittspuncte  (wenn  in  der  Gleichung  der  Curve 
a  wirklich  mit  dem  höchsten  Exponenten  n  erscheint)  finden 
Statt,  wenn  die  Gleichung  in  a  auch  imaginäre  Wurzeln 
(die  sofort,  §.  164,  immer  paarweise  vorkommen  müssen) 
besitzt,  oder,  wenn  die  Abscissenaxe  als  schneidende  Ge- 
rade, eine  solche  Lage  hat,  dass  einer  oder  mehrere  die- 
ser Durchschnittspuncte  unendlich  weit  liegen,  oder  dafür 
^  =  00  wird,  also  diese  Durchschnitte  eigentlich  gar  nicht 
Statt  finden. 

§.  488.  Da  die  allgemeine  Gleichung  des  ersten 
Grades  zwischen  a  und  y  die  Form  hat:  Af/'\-Ba'\-  C=0, 
dieses  aber  (§.  412)  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  ist; 
so  folgt,  dass  zu  den  Linien  der  ersten  Ordnung  nur  die 
Gerade  gehört. 

§.  480.  Die  allgemeine  Gleichung  des  zweiten  Gra- 
des zwischen  x  und  t/  ist  von  der  Form: 

(1)     Ay^+Bat/+.Ca!^  +  B2/  +  Ea:  +  F=0, 

und  diese  Gleichung,  in  welcher  wir  die  sänuntlichen  Coef- 
ficienten  als  reelle  Grrössen  voraussetzen,  ist  es,  deren  geo- 
metrische iBedeutung  wir  in  diesem  Capitel  erörtern  wollen ; 
folglich  sind  es  die  Linien  zweiter  Ordnimg,  mit  denen 
wir  uns  hier  zu  beschäftigen  haben. 

In    Absicht   auf  die   folgenden  Transformationen    wird   es   gat  sein 
gleich  im  Voraus  zu  bemerken ,    dass   wir   darauf  ausgehen   su  zeigen. 
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dass  sich  diese  allgemeine  Gleichung  (1)  durch  passende  Transfonnatio- 
nen  immer  auf  eine  der  beiden  folgenden :  Mtf^  -^  Nx*  =  P  und  jr'  =^  C^x, 
Ton  denen  (§§.  460,  469,  478)  die  erstere  einer  Ellipse  oder  Hyperbel 
und  die  letztere  einer  Parabel  angehört ,  redneiren  lasse :  dass  also  diese 
S  Curven  mit  Einschluss  ihrer  Varietäten  den  Inbegriff,  der  Linien  der 
zweiten  Ordnung  ausmachen. 

Vereinfachung  der  vorigen  Gleichung  (1)  durch 
"     Transformation   der  Coordinaten. 

§.  400.  Man  kann  immerhin  annehmen  ^  dass  sich  die 
Curve  oder  Gleichung  (1)  auf  rechtwinkelige  Coor- 
dinaten bezieht  [indem  beim  Uebergange  von  schiefV'inkeli- 
gen  auf  rechtwinkelige  Coordinaten  die  Form  dieser  Glei- 
chung (1)  die  nämliche  bleibt] ,  und  diese ,  um  das  Glied 
in  xy  hinauszuschaffen,  für  ein  neues  rechtwinkeliges  Axen- 
sjstem,  welches  den  nämlichen  Ursprung  besitzt,  transfor- 
miren.  Dazu  darf  man  nur  in  dieser  Gleichung  (1)  filr 
X  und  y  die  Werthe  aus  §.  447,  d.  i.  x  cos  a  < —  y  sin  a  und 
X  sin  a, '\- y  cos  a,  wobei  für  unsern  Zweck  a  eine  willkür- 
liche, noch  unbestimmte  Grösse  ist  (vergleiche  §•  444), 
substituiren ,  wodurch  man,  wenn  Kürze  halber 

A  cos  a*  —  JB  sin  a,  cos  a  +  Csin  a^  =  Jf , 

A  sin  %^  -\-  B  sin  a,  cos  a  -|-  Ccos  a*  =  iV, 

2Asina  cos  a  —  B sina*  -\-  B  cos  a*  —  2Csina  cos  a  =  L, 

Dcosn  —  E8in%  =  R   und    /?«tn  a -f-£c(wa  =  Ä 

gesetzt  wird,  die  Gleichung  erhält: 

My^  +  Lxy  +  Nx^  +  i?y  +  «5?  +  F=  0. 

Um  nun  daraus  das  Glied  in  xy  wegzuschaffen,  darf 
man  bloss  die  unbestimmte  Grösse  ot  aus  der  Bedingungs- 
gleichung £=  0  bestimmen.  Diese  Gleichung  ist  aber,  wenn 
man  substituirt  und  berücksichtiget,  dass  2  sin  a  cos  a  =  tin  2  a 
und   cos  a*  —  «in  a*  =  cos  2a   ist ,    sofort   {A  —  C)  Mn  2 a  -|- 

J8 CO« 2 01  =  0,  und  daraus  folgt:  (n)  ton^2a  =  — 


Da  aber  die  Tangente  jeden  reellen  positiven  oder  ne- 
gativen Werth  von  Null  bis  Unendlich  annehmen  kann ,  so 
gibt  es,  die  (reellen)  Coefficienten  A^  B,  C  mögen  wie  im- 
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mer  beschaffen  sein,  immer  einen  Winkel  a,  wofflr  diese 
Bedingangsgleichung  besteht  y  also  aus  der  vorigen  Glei- 
chung das  Glied  in  at/  verschwindet  und  sofort  die  Form: 
(2)  Ml/*  +  Na*  +  Ry  +  Sa  +  F=  0  erhält. 

Da  in  den  Coef&cienten   M^  N^  R^  S  dieser  Gleichung ,  wie  die  Tori- 
gen  AusdiUcke  zeigen ,  von   a  bloss   der  Sinas  nnd  Cosinus  yorkommt, 

ferner    (§.  24)   sin  «  =  K-Kl  —  co*  2 a)  ,    coaa,^  /i(l  4-co«2ft)    nnd 

tcttiQ  2  0(  1 

(§.  IS)  «n2«==-7=r=========r,    «w 2 a  =« -7==== ,    »lio,    wenn 

V\-\-täng23}  Vl-f  «on^2a* 

man  ans  (n)  substitnirt : 

(/))  «in  2  X  >B  -7-T^====  und  00«  2  a  = 


ist;  80  können  diese  genannten  Coeffidenten  leicht  bestimmt  werden. 

§.  491.  Um  femer  aus  der  vorigen  Gleichung  (2)  auch 
noch  die  Glieder  in  a  und  y  wegzuschaffen ,  nehmen  wir 
zu  einer  neuen  Transformation  unsere  Zuflucht,  bei  welcher 
nur  der  Ursprung  verändert,  die  neuen  Axen  aber  den  al-^ 
ten  parallel  bleiben  sollen.  Dazu  wird  man  also  in  der  ge- 
nannten Gleichung  (2)  (§.  446)  statt  x  und  y,  w-\'d  und 
y  -{-8  setzen ;  dadurch  erhält  man : 

(3)    My*'\-Nx*  +  {2Mi  +  R)y  +  (iNd-^S)x-\' 

Um  aber  aus  dieser  Gleichung  die  genannten  Glieder 
in  X  und  y  zu  eliminiren,  muss  man  die  hier  noch  unbe- 
stimmten Grössen  d  und  5  aus  den  beiden  Bedingungsglei- 
chungen 2Nd-\~  S=^0  und  2Jf5-|-i2  =  0  bestimmen,  wo- 

S  R 

durch  man  erhält :  (y)  d  = 5^  und  5  = — -. 

2xT  2  Jz 

In  Bezug  auf  diese  Werthe  von  d  und  S  lassen  sich 
jedoch  die  nachstehenden  3  ÜTpothesen  aufstellen. 

§.  4Ö2.  1)  M  und  N  sind  von  Null  verschieden,  d.  i. 
es  fehlt  in  der  Gleichung  (2)  (§.  490)  weder  das  Glied  in 
y*  noch  jenes  in  4?*. 

In  diesem  Falle  sind  ä  und  J  reelle  endliche  Grös- 
sen, und  die  Gleichung  (3)  erhält  die  einfache  Form: 

(4)     My*  +  Nx*=zP. 


§.  4M.  2)  Es  iet  entweder  M  oder  N  Null,  d.  h. 
es  fehlt  in  der  Gleichung  (2)  entweder  das  Glied  in  y* 
oder  in  x^. 

In  diesem  Falle  wird,  wenn  z.  B.  iV=0  ist,  hinge- 
gen My  R^  S  oder  wenigstens  M  und  S  nicht  Null  sind, 
S  reell  und  endlich,  dagegen  d==QO,  zum  Beweis,  dass 
die  beabsichtigte  Transformation  in  diesem  Falle  nicht  vor- 
genommen werden  kann.  Dagegen  kann  man  jetzt  nebst 
dem  Gliede  in  y,  auch  jenes  ohne  a  und  y  wegschaffen; 
denn  dazu  darf  man  die  Grössen  d  und  S  nur  aus  den  Glei- 
chungen 2MS  +  R  =  0  und  MS""  +  RS  +  Sd  +  F  =  0 
bestimmen,  wodurch  man 

S  =  —^  und   d=_£ll±:?it£ 

(welche  Werthe,  der  Annahme  zufolge,  sofort  reell  und 
endlich  sind),  und  damit  aus  (3)  die  Gleichung  Mi/^  -\-  3x^=0^ 

oder   für  —  —  =  Q,  jene  (4')  y^^Qx  erhält,   in   welche 

nun  die  obige  Gleichung  (2)  übergeht.  —  Wäre  dagegen 
M=^0  und  iV,  iZ,  S  oder  wenigstens  N  und  R  von  Null 
verschieden,    wodurch   dann  in  (y)  (§.  491)  i:^oo  würde; 

so   Hesse  sich  auf  die  nämliche  Art  die  Gleichung  (2)  auf 

R 
die  Form  iVia?* -|-i2y=0,  oder,  wenn  man  — --=0^  setzt, 

auf  jene  x^  =  Qy  bringen ,  eine  Gleichung  jedoch ,  welche 
schon  in  der  vorigen  (4')  enthalten  ist,  indem  man  darin 
nur  X  \^nd  y,  d.  i.  die  beiden  Coordinatenaxen  mit  einander 
vertauschen  darf. 

An  merk.  Die  Hypothese  yon  3f<»0  and  iV^^-O,  nach  welcher  in 
der  obigen  Gleichung  (2)  die  Glieder  in  y*  und  x^  gleichzeitig  weg- 
fielen, kann  hier  nicht  Statt  haben;  denn  setzt  man  in  diesen  bei- 
den Gleichungen  ftUr  M  und  N  die  Werthe  ans   §.  490,    so  erh&lt 

man  ganz  einfach  daraus  lang  2*  «—  — =; — ,  welcher  Werth  mit  je- 

nem  (n)  (desselben  Faragraphes)  vergliclien ,  auf  die  Gleichung 
(-4  — .  C)2  -h  B'  —  0  fahrt,  und  da  diese  nur  für  -4  =-  C  und  ß  =  0 
bestehen  kann;  so  würde  diese  Hypothese  die  allgemeine  Gleichung 
(1)  beschränken  und  auf  einen  spedellen  Fall  (auf  jenen  des  Krei- 
ses) reduciren. 


§.  4M.  3)  Es  ist  N=0  und  5=0,  oder  auch  M=0 
und  i2  =  09  so,  dass  durch  das  Wegschaffen  des  Gliedes  in 
xi/  aus  der  Gleichung  (1),  zugleich  auch  die  Glieder  in  a^ 
und  a  oder  y^  mid  y  wegfallen. 

Ln  erstem  Falle  erhält  S  (§.  491,  q)  einen  reellen  end- 

liehen   Werth   = — r  und    d   erscheint   in   der  Form  Ä. 

Um  die  Bedeutung  dieses  letztern  Werthes  zu  finden,  gehen 
wir  auf  die  Gleichung  (2)  zurück;  diese  verwandelt  sich 
für  die  gegenwärtige  Hypothese  in  jene  (5)  ilfy*+jKy +  i5^=0, 

7?  -L 1/ pü       \MF 

und  es  folgt  daraus  y  = — ,   also  (§.  392,  5) 

die  Gleichung  eines  Systemes  zweier  mit  der  Abscissenaxe 
parallelen  Geraden.  Die  Gleichung  (5)  stellt  also 
eigentlich  keine  Curve,  sondern  diese  beiden  parallelen  Ge- 
raden dar,  welche  sofort  als  Varietät  in  der  allgemeinen 
Gleichung  der  Linien  zweiter  Ordnung  enthalten  sind. 

Im  2.  Falle  findet  ganz  dasselbe  Statt,  nur  dass  dabei 
X  und  y,   folglich  auch  die  beiden  Axen,    mit  einander  zu 

verwechseln  sind;   man  hat  nämlich  d  = rr,  5  =  Ä,  und 

die  Gleichung  (2)  geht  jetzt  in  jene  (5')  Nai^-\-Sx  +  F=0, 
nämlich  in  die  Gleichung  eines  Sjstemes  zweier  mit  der 
Ordinatenaxe  parallelen  Geraden  über. 

§.  495.  Aus  diesen  Untersuchungen  geht  also  hervor, 
dass  die  allgemeine  Gleichung  (1)  des  2.  Grades  zwischen 
a  und  y  durch  eine  zweimalige  Transformation  immer  auf 
eine  der  beiden  Gleichungen:  My^-^  Na:^=^P  und  y*=  Q«, 
die  wir  sogleich  weiter  discutiren  werden,  gebracht  werden 
könne,  den  ganz  besondem  Fall  ausgenommen,  in  welchem 
durch  das  Hinausschaffen  des  Gliedes  in  xy  aus  der  ur- 
sprünglichen Gleichung  (1),  zugleich  auch  die  beiden  Glie- 
der mit  der  2,  und  1.  Potenz  von  a  oder  y  verschwinden, 
in  welchem  Falle  sich  dann  die  Curve  auf  ein  System  von 
zwei  parallelen  Geraden  reducirt. 

§.496.    Discussion  der  Gleichung 

(1)     My^  +  Nx^  =  R 


Da  man  in  dieser  Gleichung  den  Coe£Scienten  M  im- 
mer als  positiv  voraussetzen  kann  (weil,  wenn  M  negativ 
ist,  nur  die  Zeichen  der.  ganzen  Gleichung  geändert  werden 
dürfen),  so  haben  wir  nur  noch  in  Betreff  der  Grössen  N 
und  P  folgende  Hypothesen  aufzustellen : 

1.  Es  sind  auch  N  und  P  positiv.  In  diesem  Falle 
entspricht  diese  Gleichung  (1)  (§.  460)  einer  Ellipse, 
welche  noch  als  specielle  Fälle  folgende  Varietäten 
darbietet :  a)  wenn  Jlf  =  N^  so  geht  (§.  404)  die  Ellipse 
in  einen  Kreis  über.  6)  Wäre  zwar  N  positiv,  ds/- 
gegen  (gegen  die  vorige  Annahme)  P  negativ;  so 
würde  in  (1)  y,  folglich  auch  die  ganze  Curve,  ima- 
ginär, c)  Wenn  (immer  für  N  positiv)  P=0  ist, 
so  zerfällt  die  Gleichung  (1)  in  die  beiden  folgenden: 
Jtfy»  =  0  und  Nx^  =  0,  d.  i.  (weil  M  und  N  von  Null 
verschieden)  in  y  =  0,  a?  =  0,  und  es  reducirt  sich  so- 
fort (§,  385)  die  Curve  auf  einen  P  u  n  c  t  (hier  auf  den 
Anfangspunct  der  Coordinaten). 

2.  Wenn  iV  imd  P  negativ  sind.  In  diesem  Falle  stellt 
die  Gleichung  (1)  eine  Hyperbel  dar,  bei  welcher 
(§.  469)  die  Abscissen  auf  der  ersJten  oder  Haupt- 
axe  gezählt  werden. 

3.  Wenn  N  negativ  und  P  positiv  ist  In  diesem 
Falle  gehört  die  Gleichung  (1)  (§.  473,  Anmerk.)  einer 
Hyperbel  an,  bei  welcher  die  Abscissen  auf  der  2. 
oder  conjugirten  Axe  gezählt  werden.  Als  Va- 
rietäten der  Hyperbel  können  angesehen  werden : 
a)  wenn  N= — ikf,  wofür  die  Hyperbel  gleichsei- 
tig wird,  b)  wenn  P=0  ist,  wodurcji  My*  —  JV!ara=0 

oder  y^=^±.x  1/  I-ttI»  ^*o  ^'^  Curve  in  ein  System 

zweier  imürsprunge  sich  schneidender  Ge- 
raden übergeht. 

Ad  merk«    Noch  kürzer  und  bestimmter   lassen  sich  diese  F&lle  in  fol- 
gender Weise  nnterscheiden: 
1.  Hypothese:  iST  positiv,   dabei  ist  P  entweder  a)  positiv ,  oder 
b)  Null,  oder  endlich  c)  negativ;  diese  Hypothese  entspricht  der 
Ellipse. 
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2.  H^rpothese:  J^^  negatiT,  dabei  ist  P  entweder  a)  negativ,  b)  po- 
sitiv und  c)  Nnll;  entspricht  der  Hyperbel. 
a.  HjTpothese:  A^  Nnll;  dieser  Hypothese  entspricht  die  Parabel. 

§.  497.    Discussion  der  Grleichung 

(2)    y»=Q«. 

1.  Ist  Q  positiv,  so  ist  (§♦  478)  der  Ort  dieser  Gleichung 
(2)  eine  Parabel  vom  Parameter  Q,  deren  Axe  in  der 
Richtung  der  positiven  a  liegt. 

2.  Ist  Q  negativ,  so  stellt  diese  Gleichung  eine  Parabel 
vom  Parameter  Q  dar,  deren  Axe  wieder  auf  der  Ab- 
scissenaxe,  aber  in  der  Richtung  der  negativen  a  liegt 

Als  Varietäten  der  Parabel  sind  die  geometrischen 
Grössen  anzusehen,  welche  in  der  oben  in  §.  494  fur(iV=0 
ist  der  allgemeine  Charakter  dieser  Curve)  iV=  0  und  5=0 

gefundenen  Gleichung  y  =  ^ —       2M^ -enthalten sind, 

nämlich,  je  nachdem  iZ*  —  4JfF  positiv,  Null  oder  ne- 
gativ ist:  a)  ein  System  zweier  parallelen  Geraden,  b) 
eine  einzige  (mit  der  Abscissenaxe  parallele)  Gerade  und 
c)  zwei  imaginäre  gerade  Linien. 

§.  406.  Aus  den  Discussionen  dieser  beiden  §§.  geht 
also  endlich  hervor,  dass  die  allgemeine  Gleichung  des  zwei- 
ten Grades  zwischen  den  beiden  veränderlichen  Grössen  ^, 
y  geometrisch  nichts  anderes  bedeuten  könne,  als:  die  El- 
lipse mit  dem  Kreise,  dem  Puncte  und^einer  imagi- 
nären Curve  als  Varietäten ;  die  Hyperbel  mit  der  gleich- 
seitigen und  dem  Systeme  zweier  sich  schneidender 
Geraden  als  Varietäten,  und  endlich  die  Parabel  mit 
dem  Systeme  zweier  parallelen  Geraden,  einer 
Geraden    und   zweier  imaginären   gerader  Linien 

als  Varietäten. 

An  merk.  Da  aus  den  Relationen  Air  M  und  N  in  §.  490  ganz  einfach 
folgt;  If-f  iV«-.^+ C  und  if— iV=  (^^  C)  cc»2a  — Bwn2« 
oder  wenn  man  f&r  sin  2  a  und  cos  2  a,  die  Werthe  aoB  (jt)  dessel- 
ben §.)  setzt  und  redndrt,  M  —  iV==  V(A  —  C)»  -|-  B\  sofort  also 
M^^{A-\-C+  ViÄ—Cy+-  J3 »;  und  N=  i^A  +  C-^V  (yl— C)« 


4^C— 5* 


+  JS*),  also  MN*^ ist;  so  kann  man  auch  sagen,  dass 


die  allgemeine  Gleichang  Ay^ -^-Bxy-^-  Cx* '\- Vy-^  Ex  +  F=0 
den  Ellipsen,  Hyperbeln  oder  Parabeln  entspricht,  je  nachdem 
die  Differens  B*  —  4ÄC  negativ,   positiv  oder  Null  ist. 

§.  ^^9.  Die  oben  in  §.  490  angegebenen  Werthe  von 
M  und  N  verhelfen  uns  zugleich  zu  einem  einfachen  und 
charakteristischen  Kennzeichen  f&r  diese  drei  erörterten  Cur- 
ven*  Addirt  man  nämlich  die  beiden  genannten  Gleichungen 
von  M  und  N,  ßO  erhält  man,  wegen  sin  a*  +  ^o«  a'  ==  1,  so- 
fort M-\-N=A'\-C.  Dagegen  erhält  man  durch  Sub- 
traction  dieser  Gleichungen,  wegen  cos  a* — sin  at,^z=cos  2a  und 
2sin  a  cos a=»n 2»,  sofort M — N=(A —  C)  cos2% — Bsin2cty 
oder,  wenn  man  iiür  sin2ci  und  cos  2a  die  oben  in  (p)  (§.  490) 
aufgestellten  Werthe  setzt  und  reducirt,  auch 

M—  N=  y{A  —  cy  -f  B\ 

Da  man  nun  von  M  und  N  die  Summe  und  den  Un- 
terschied kennt,  so  ist  M=\[A+C-^Y{A—Cy-\-B'^'] 

und  N=  ^lA+C—  y{A  —  Cy  +  B^'],  mithin 

MN={{IAC—B^). 
Aus  dieser  letztem  Gleichung  folgt  aber,  dass  M  und 
iV  einerlei  Zeichen  besitzen,  wenn  iAC — B^  positiv, 
oder,  was  dasselbe  ist,  B^  —  4J.C  negativ,  dagegen  ver- 
schiedene Zeichen  haben,  wenn  diese  Differenz  B^  —  4-4(7 
positiv,  und  dass  endlich  M  oder  N  Null  ist,  wenn 
B^  —  4^C=0  ist»  Diese  Ergebnisse  mit  denen  der  beiden 
vorigen  §•  zusammengehalten,  geben  sofort  für  diese  drei 
Curven  folgende  Kennzeichen:  die  aUgemeine  Gleichung  (1) 
j4y* +  -B;py  +  C'ä:*  +  . ..  =0  gehört  einer  Ellipse,  Hy- 
perbel oder  Parabel  mit  Einschluss  ihrer  Varietäten  an, 
je  nachdem  B^  —  4-4(7<:,  >  oder  =Null  ist. 


Der  Mittelpunct  der  Linien  zweiter  Ordnung. 

§.  500.  Wir  wollen  ferner  noch,  ebenfalls  durch  eine 
passende  Transformation  der  Coordinaten,  untersuchen,  welche 
von  den  Linien  zweiter  Ordnung  einen  Mittelpunct,  d.  h. 
einen  solchen  Punct  besitzen,  in  welchem  alle  Sehnen  der 
Curve  halbirt  werden.  Dazu  verändern  wir  den  Ursprung 
und  setzen  in  der  allgemeinen  Gleichung  (1),  §*489,  z-^d 


statt  a  und  y -|- 5  ßtatt  t/;  so  entsteht  die  Gleichung 
(2)  Ay^+  Bxy  -\-  Cx^  -]-  D'  y  +  E'  x  +  F'  =  Q ,  m  welcher 
A,BfC  noch  die  nämlichen  Coefficienten  der  ursprünglichen 
Gleichung  sind,  dagegen,  wie  man  sehr  leicht  findet,  17=2  AS 
+  Bd'{-D,  K  =  2Cd  +  BS  +  E  und  r  =  Ai*  +  BdS 
^Cd^+DS-^-Ed  +  F  ist. 

Man  bestimme  nun  zuerst  die  hier  noch  unbestimmten 
Grossen  d  imd  i  so,  dass  die  Glieder  in  (ß  und  y  verschwin- 
den» bestimme  diese  also  aus  den  Gleichungen:  2Ai  -]-  Jid 
+  i?  =  0  und  2Cd  +  5Ä  +  ^=0;   so  erhält  man 

(3)  d=    p,      ,.^     undg=^ 


Nach  dieser  Transformation  ist  aber  die  Gleichung  der 
Linien  zweiter  Ordnung :  (4)  Ay^-^Bxy  -|-  Ca?^+^  =  0,  und 
da  man  darin  ohne  Änderung  — x  und  — y  statt  -\- x  und 
+  y  setzen  kann ;  so  folgt ,  dass  jedem  Puncte  «  =  +  a, 
y  =  +  P  der Curve ein  zweiter  x  =  —  a,  y= —  ß entspricht, 
welcher  mit  dem  erstem  und  dem  Ursprung  in  gerader 
Linie  liegt,  und  dass  diese  beiden  Puncte  x  =  dzay  y  =  db/} 
vom  Ursprünge  gleich  weit,  jedoch  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  genommen,  abstehen ;  es  werden  demnach  alle 
durch  den  neuen,  der  Gleichung  (4)  zum  Grunde  liegenden 
Anfangspuncte  gezogenen  Sehnen  der  Curve  in  diesem  hal- 
birt,  folglich  ist  dieser  Punct  zugleich  der  Mittelpunct 
der  Curve.  Nun  zeigen  aber  die  Ausdrücke  (3)  für  die 
Coordinaten  dieses  Mittelpunctes  (oder  neuen  Ursprunges), 
dass  die  angezeigte  Transformation  nur  für  die  Ellipse*  und 
Hyperbel,  keinesweges  aber  auch  für  die  Parabel,  für  welche 
d  und  *,  wegen  (§.  499)  B^  —  AAC^O,  Unendlich  wer- 
den, möglich  ist:  also  haben  auch  bloss  die  Ellipse  und 
Hyperbel  einen  Mittelpunct;  man  müsste  sich  denn 
einen  solchen  Punct  für  die  Parabel  in  unendlicher  Entfer- 
nung denken  woUen. 
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Achtes  Capitel. 

Ueber  die  Identität  der  Linien  zweiter  Ordnung 
mit  den  Kegelschnittslinien. 

pig. 56.  §.  601.  Es  sei  0 KQLR  (Fig.  55)  ein  gerader  oder 
schiefer  Kegel  von  kreisförmiger  Basis,  dessen  Spitze  in  0 
ist,  und  dessen  krumme  Ober^che  man  sich  der  nöthigen 
Allgemeinheit  wegen,  durch  die  Bewegung  einer  unbegrenz- 
ten geraden  Linie,  welche  beständig  durch  einen  fixen  Punct 
0  (die  Spitze)  gehend,  mit  einem  ihrer  Puncte  K  nach  und 
nach  die  Kreisperipherie  KQLRK  (Aqt  Basis)  durchläuft, 
entstanden  denken  muss.  Femer  seien ,  nachdem  der  Kegel 
durch  eine  Ebene  beliebig  geschnitten  worden,  IH  die  Rich- 
tung des  Durchschnittes  dieser,  mit  der  verlängerten  Ebene 
der  Basis ,  und  A  MB  M'A  die  Durchschnittslinie  dieser 
schneidenden  Ebene  mit  der  Kegelfläche,  nämlich  der  Ke- 
gelschnitt. Um  die  Gleichung  desselben  zu  finden,  falle 
man  in  der  Ebene  der  Basis ,  aus  dem  Mittelpuncte  C  auf 
IH  das  Perpendikel  Co,  und  lege  durch  dasselbe  und  die 
Axe  des  Kegels  0  C  eine  Ebene ;  so  hat  man  einen  Haupt- 
oder Axenschnitt  des  Kegels,  welcher  zugleich  die  Ebene 
des  Kegelschnittes  nach  der  Geraden  BAG  schneidet,  die 
beim  geraden  Kegel,  dessen  Axe  0  C  auf  der  Basis  perpen- 
dikulär  steht,  immer  auf /J?' senkrecht,  hingegen  bem  schie- 
fen K. ,  eine  einzige  Lage  (in  welcher  die  Ebene  0  C  Q 
durch  das  aus  0  auf  die  Basis  gefällte  Perpendikel  geht) 
ausgenommen,  auf  dieser  Geraden  schief  steht. 

§.  SM.  Wir  nehmen  nun  diese  Gerade  GAB  zur  Ab- 
scissen-  und  die  durch  A  (in  der  Ebene  des  Kegelschnittes) 
mit  /^parallele  Gerade  YY'  zur  Ordinatenaxe ,  so,  dasa 
wir  also  bei  einem  geraden  K.  immer  ein  rechtwinke- 
liges, und  bei  einem  schiefen  K.  im  Allgemeinen  ein 
schiefwinkeliges  Coordinatensystem  erhalten.  Man  lege 
ferner  durch  einen  beliebigen  Punct  P  der  Geraden  AB 
eine  Ebene  parallel  mit  der  Basis  des  K.,  so  ist  bekanntlich 
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der  entstehende  Schnitt  DMEM'D  ein  Kreis.  Diese  Ebone 
schneidet  die  -4xen-Ebene  nach  der  Geraden  DPE^  wel<he 
mit  KL  parallel  ist ,  und  zugleich  die  Ebene  des  Kegel- 
schnittes in  der  Geraden  MPM\  die  mit  der  Durchschnitts- 
linie  HI^  also  auch  nut  YY'  parallel  ist,  mithin  auf  der 
Geraden J9i;  (wegen  MPE=HGC=90%  und  wenn  der 
K.  ein  gerader  ist ,  überdiess  noch  auf  der  Geraden  A  B 
perpendikulär  steht.  Man  setze  0-4=<i,  W.  OAB  =  a, 
KOL  =  ß,  OKL  =  yy  AP=a  und  PM=y. 

Da  MF  in  der  Kreisebene  auf  dem  Durchmesser  DK 
perpendikulär  steht,  so  ist  (§.  406,  Anmerk.)  (m)  P M^ 
=  DP.PE.  Um  aber  DP  und  PE  durch  die  angenom- 
menen Grössen  auszudrücken,  hat  man  aus  dem  Dreiecke 
APD  sofort  APiDP=dnADPi8inDAPy  oder  xiDP 

m 

^=^ainyimioi,.  also  DP'='  ^^-^  .  Aus  dem  Dreiecke  A  OB 
folgt  femer  A0\  AB'=^BinAB0%9inA0Bi  oderd:^j5 
=  «h  (a  +  ß)  :  «m  /3,  und  daraus  (n)  AB  =  ^^.^  **^  .  Es  ist 
also 

s\n  (o  +  /3)  ' 

und  daher  endlich  aus  dem  Dreiecke  BPE  sofort  PBiPE 
—  sin P E B :  dn P B E  =  sin{ß  '\-  y)  :  8in{fi  -{-  ß)  oder 

«in  (fi  4-  i) 

und  wenn  man  äir  PB  subatituirt: 

j)jp d sin ß—  X sin  (o  +  ß) 

Äin  (^  +  r) 
Diese  für  DP  und  P^  gefundenen  Werthe  in  der  obi- 
gen Gleichung  (m)  substituirt ,  erhalt  man  fQr  die  gesuchte 
Gleichung  des  Kegelschnittes: 


^-  .        2  ..^  sina.  Ix  dsin  ß — x*  sin  (a  + j3)"| 
^   -^    y    "^  sinf  L 


««  (ß  +  7)  J" 


§.  608.    Discussion  dieser  Gleichung  (1). 
Da  diese  Gleichung  zwischen  a  und  y  vom   zweiten  Grad 
ist,  so  folgt  fbrs  erste,  dass   alle  Kegelschnittslinien  zu  den 
Linien  zweiter  Ordnung  gehören;  es  kann  also  kein  Kegel- 
schnitt eine  andere  Linie  sein,  als  die  wir  im  vorigen  Capi- 


tel  untersucht  haben.  —  Vergleicht  man  nun  diese  Gleichung 
(1)  mit  jener  der  genannten  Linien,  d.  i,  mity^=jc».T -|-gjr*, 
welches  die  Gleichung  der  Ellipse  9  Parabel  oder  Hyperbel 
ist  [die  Abscissen  wie  in  (1)  vom  Scheitel  gezählt],  je  nach- 
dem q  negat.,  Null  oder  posit.  ist;  so  folgt,  dass  dieser  Ke- 
gelschnitt eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  sein 
wird,  je  nachdem  d^  Bruch 

sin  a  sin  (a  +  j3)  J  «*w  y  «m  (ß  +  y), 
oder  da  der  Nenner  (indem  y  und  ß  +  y  immer  <  180*), 
so  wie  auch  mna  (da  man  a  nicht  >- 180^  zu  nehmen 
braucht)  immer  positiv  sind,  bloss  der  Factor  ^n(a-|-j3) 
positiv,  Null  oder  negativ  ist.  Diess  vorausgeschickt, 
lasse  man  die  schneidende  Ebene  sich  um  die  Axe  Y  Y' 
drehen,  bis  sie  dadurch  nach  und  nach  alle  möglichen  Lagen 
angenommen  hat;  dabei  kann  aber  a  folgende  W^rthe  er- 
halten : 

!♦  Für  a  =  0  berührt  die  Ebene  den  Kegel  nach  der  Li- 
nie jK'O,  und  es  folgt  in  der  That  für  diesen  Werth 
von  a  aus  (1)  :  y  =  0,  als  Gleichung  der  Abseissenaxe 
GB  (§.  392,  6.),  die  in  diesem  Falle  mit  der  Seite  KO 
des  Kegels  zusammenfällt. 
2.  Nimmt  der  W.  a  zu,  so  durchschneidet  zuerst  die  Ge- 
rade GB  beide  Seiten  OK^  OL  des  K.  nach  der- 
selben Seite  von  0  aus  gerechnet.  In  diesem  falle 
ist  a  +  |3<;180,  also  «n(tt  +  i3)  positiv,  und  der 
Kegelschnitt  eine  Ellipse. 

a)   £rh&lt  dabei    die  Gerade  Gh  eine  mit  der  KL  parallele  Lage 

.  -,            .   ,                    ,    1  .         *^^  a  *»n  (a  4-  /3)       .  ,     .       .  _ 

A  Fs  so  wird  a  —  y  und  daher  — : .    .„  , — {^  =  1 ;  es  rednart  sich  also 

«tn  7«»  034-7) 

J  «j  j»   D 

die  Gleichung  (I)  auf  jene  y*= — .   ^     ,     .    x^-^r'odery*«»  2r  3>     x\ 

wenn  mau  berücksichtiget,  dass  (ans  dem  Dreiecke  AOF)  dxinßz 
nn(x^f:)'^ÄF  ist  und  AF  (als  nunmehriger  Werth  ron  .1^)  — »  2r  ge- 
setzt wird;  diese  Gleichung  ist  aber  (§.408)  die  Gleichnng  des  Kreises. 
ö)  Wird  «  — OXÄ'=1SO  — (/^-f  7),  also  «-|-^  — 180 — 7;  so 
wird  der  yorhin  genannte  Bruch  ebenfalls  b*>  1,  also  der  Schnitt  abennsls 
ein  Kreis.  Aus  einem  schiefen  Kegel  Iftsst  sich  daher  der  Kreis  durch 
zwei  verschiedene  Schnitte:  dem  gewöhnlichen,  mit  der  Basis  paralle- 
len, für  welchen  nämlich  a  "->  f,  und  dem  sogenannten  an  ti  paralle- 
len Sehnitt,  Ar  welchen  x— >Z  ist,  erhalten;  im  geraden  Kegel  fallen 
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diese  beiden  Rchnitte,  wegen  L^^K^  in  einen  suBammen.     [II.,  181 
Anmerknng.] 

3.  Kommt  bei  der  weitem  Drehung  die  Gerade    AB  in 
die  mit  der  Seite  OL  parallele   Lage  GAG'    (Fi- 
gur 56),  80  wird  180  —  a  =  /3  oder  a  +  /3  =  180^  folg-  ^^  '^ 
lieh  «m  (a-(- /3)  =  0,   und   der  Kegelschnitt  eine   Pa- 
rabel. 

4.  Wächst  a  noch  mehr,  so  schneidet  die  Gerade  GBAG' 
(Fig.   57)    die   Seite   LO    des    Kegels    oberhalb   der  ►••«'• 
Spitze  0,    BD,    dass  jetzt  die  beiden    Seitenlinien   des 
(vollständigen)  Keg.  von  0  aus  gerechnet,  nach  ent- 
gegengesetzten    Richtungen     geschnitten    werden» 

In  diesem  Falle  ist  180  — a<i3  oder  a  +  ß>180«, 
daher  8in{a-\-^)  negativ,  und  der  Kegelschnitt  eine 
Hyperbel  (jeder  der  beiden  entgegengesetzten  Kegeln 
liefert  eine  der  sogenannten  entgegengesetzten  Hyper- 
beln, vergl.  §.  468,  Anmerkung). 

5.  Für  a  =  180®  fällt  die  Gerade  G'AG  (Fig.  55)  wieder  fi«.  m. 
(wie  bei  a  =  0)  mit  der  Seite  KO  des  K.   zusammen, 
und  die  schneidende  wird  zur  berührenden  Ebene.   Es 
geht   auch   in   der   That   die    Gleichung   (1) ,    wegen 

«m  oc  =  0 ,  in  die  Gleichung  der  Abecissenaxe  y  =  0 
über. 

6«  Für  a^  180®  erhält  die  gegen  BA  verlängerte  Gerade 
nach  und  nach  wieder  dieselben  Lagen,  welche  sie  be- 
reits bei  frühem  Werthen  von  a  <:  180®  gehabt ,  und 
es  ist  daher  hinreichend ,  a  bloss  von  0  bis  180®  zu 
nehmen. 

7.  Lässt  man ,  um  noch  einige  besondere  Schnitte  zu  er- 
halten, die  schneidende  Ebene  durch  die  Spitze  0  ge- 
hen; so  wird  (2=0,  und  die  Gleichung  (1)  geht  über 

in  jene  (2)  y^=:: -, r~ — H-(  «*. 

a)  Ist  dabei  %-{-  ß<i\%Ql^y  so  ist  nn(ci4~'ß)  positiv  and  es  kann 
dann  dieser  Gleichung  nur  fiir  x  *«>  0  und  y »»  0  Genüge  geleistet  wer- 
den (indem  sonst  y  imaginär  würde);  dicss  sind  aber  die  Coordioaten 
eines  Panctes  (des  Ursprunges),  welclier  auch  in  der  That  (§.  496,  1., 
c)  eine  Variet&t  der  Ellipse  bildet.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  die  Ge- 
Burg^'i  Compendium  d.  höh.  Math.  22 
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vir  u>      rade  AB  (Fig.  55)  eine  Lage  OB'  annimmt,  die  innorlialb  des  Winkeli 

K'OL  mit ;  denn  dabei  ist  offenbar  K'OB^  -{-V  0K\  d.  i.  a  -^  ß  -<  180. 

6)    FOr  a  +  /3  —  180    wird   nn  (a  +  /3)  -«  0    nnd  die  Gleichiuig  (3) 

gebt  über  in  y  =  0,  als  Gleichang  einer  geraden  Linie  (der  Abscisaen- 

F%.  u.  axe)  0  L  (Fig.  66),  die  sofort  (yergl.  {•  497,  2.)  eine  Variet&t  der  Pa- 
rabel bildet. 

c)  Ist  aber  a  4-  i^  >>  180* ,  so  wird  sin  (a  -|~  jß)  negativ  ,  und  der 
Coefficient  in  (2),  den  wir  durch  A  bezeichnen  wollen,  positiT;  also 
^'  =  ^z*  oder  y  ■»  it  Y^  •  ^  i  welches  sofort  die  Gleichang  eine«  Sj- 
stemes  zweier  sich  (im  Ursprung)  schneidender  Geraden  ist. —  Die- 

Fif.  m  ser  Fall  tritt  ein,  wenn  die  durch  0  gehende  Gerade  OCx*  (Fig.  57)  jene 
KL  zwischen  K  und  L  trifft ;  denn  es  ist  sodann  K'  OG"  +L'  O  JT, 
d.  i.  a4-iS>*180,  und  die  schneidende  Ebene  erzengt  mit  der  Kegel- 
flftche  die  zwei  geraden  Linien  0  Q  nnd  0  ü  als  Variet&t  der  Hyperbel 
(yergl.  §.  496,  3.). 

Aus  allem  zusammen  folgt  also ,  dass  man  aus  dem 
Durchschnitte  eines  (geraden  oder  schiefen)  K^els  mit  einer 
Ebene  alle  Linien  der  zweiten  Ordnung ,  und  zwar  samint 
ihren  Varietäten  (die  beiden  parallelen  Geraden  als  zweite 
Varietät  der  Parabel  im  folgenden  §») ,  aber  auch  nichts 
weiter  als  diese  Linien  erhalten  könne. 

Cylinderschnitt. 

vir.  B&  §•  504,  Setzt  man  Kürze  halber  in  Fig.  55  AB=2a^ 
so  folgt  (aus  dem  Dreiecke  ^0£)  2a  =  d8inß:8in(»-\-  ß\ 
und  die  allgemeine  Gleichung  (1)  (§.  502)  geht  über  in 

,  _  W»tt5m(a+/3)  (2a  a  —  a^). 

"  sin  7  sin  (^  +  7)  ^  ^' 

Ist  nun  a  unveränderlich,  so  geht  für  ß  =  0  der  Kegel 

n^.  c&  in  einen  Cylinder  KL'  (Fig.  58)  über,  und  man  erhält  aus 

der  letzten  Gleichung  für  die  Gleichung  des  Cylinder- 


stn  a* 


Schnittes  AMBM  A  sofort  v*  =  —: — i(2ax  —  x^) .  oder 

^  sm  7*  ^  '  ' 

da  aus    dem  Dreiecke  AB  Fi  -r^=-r-^,   also  AB  oder 

Ab         stna.^ 

2a=   ^  ^^'^  folgt,  wenn  man  den  Halbmesser  der  Basis  durch 


svn  a, 


r  bezeichnet,  auch 


2 2  r  «n  a   ^ sin  et'  ^2 


(3)    w»  =  — ; a ; — i  a 

^   ^     ^^  «in  Y  stn  7" 

Anmerk.     Geht  man  vom  geraden  K.  aus,  so  ist  der  hetrachtete  Cj- 
linder  ein  senkrechter,   und  es  wird  in  dieser  Gleichung, 
7  ..  90®,  nocJi  sin  7  —  1. 


§.  SM.    DiBCUBsion  dieser  Gleichung  (3). 

1.  Da  der  Coefficient  von  x'^  weder  Null  (weil  sonst  auch 
das  Glied  in  x  wegfiele)  noch  negativ  werden  kann,  so 
kann  auch  (m.  s.  §.  503)  aus  dem  Cjlinder  bloss  die 
Ellipse  (den  E^reis  als  Varietät  mit  inbegriffen)  geschnit- 
ten werden.    Diese  Gleichung  (3)    mit  jener  der  Ellipse 

(§. 465)  y*  =  — T(2a«  —  ^•)     verglichen ,     zeigt ,     dass 

a  8  r  5111 Y  j    6'  «tn  ä*  ,  r  «tn  y  ,    , 

za=  — ; — -  und  -— r  =    .    « j   also  a  =  — : — -  und  6  =  r, 

also  die  kleine  Axe  sämmtlicher  aus  dem  nämlichen  Cy- 
linder  möglichen  Ellipsen  constant  und  gleich  dem  Durch- 
messer desselben  sei. 

2.  Für  a  =  |'  wird  der  Schnitt  parallel  mit  der  Basis ,  und 
man  erhalt  aus  (S),  wie  es  sein  soll:  y*  =  2r«  —  x^^  die 
Gleichung  eines  mit  der  Basis  congruenten  Kreises. 

8.  Für  a  =  0  wird  auch  y  =  Oy  als  Gleichung  der  Gera- 
den KK. 

4.  Nimmt  man  in  der  Geraden    GAB  statt  A  irgend  einen 
andern  Punct  G  (Fig.  59)  als  Drehungspunct  an,  so,  dass  ^1^ 
nun  auch   dieser  Punct  der  Ursprung  9    also  die  Gerade 
IGH  die  Ordinatenaxe  wird,   setzt  CG'=^Cj   CK'=^r\ 
so  wird  KG-=^r  —  e  und   AGi  KG^^smy  ismok,  also 

A  G=  yr—y'^'^y^     Setzt  man  daher  in  der  obifiren  Glei- 

chung  (3),  um  den  Ursprung  von  A  nach  G  zu  verle- 
gen, X'\-AG  statt  X,  und  für  AG  den  vorigen  Werth; 
so  erhält  man  als  Gleichung  des  Cylinderschnittes ,  auf 
die  Abscissenaxe  AGB  und  den  Ursprung  G  bezogen, 
nach  einer  leichten  Beduction: 

•         .    «          «x    I    ^c  sin  et              $in  OL*     m 
y*  =  (r'  —  C*)  -^ : X : — i-  X\ 

o)  Fftr  *  =  0  folgt  daraus  y*  —  r*  —  c'  oder  y  —  it  V^'r''---c», 
nimlich  die  Gleichung  eines  Systems  sweier  (mit  der  Abscissenaxe)  pa- 
rallelen Geraden  RR^  SS*,  Diese  sind  nnr  möglich,  wenn  c<:r, 
d.  i.  wenn  der  Pnnct  G  zwischen  K  nnd  X  liegt,  und  werden  imagi- 
när ,  wenn  dieser  Drehungspunct  G  (Eig.  58)  in  die  Verlängernng  Ton  ?%. 
LK  fUlt.  —  Dieses  System  der  beiden  reellen  oder  imaginären  Ge- 
raden bildet  sofort  die  noch  fehlende  Variet&t  der  Parabel  des  §.  497. 

22* 
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Neuntes  Capitel. 

Ueber  die  besondem  Eigenschaften  der  Kegelschnitte 
oder  Linien  der  zweiten  Ordnung. 


L 
In   Bezug   auf  ihre  Hauptaxen. 

a)    Für  die  Ellipse  und  HyperbeL 

§.  506.  Um  fiirs  Erste  die  Bedingung  auszudrücken, 
unter  welcher  irgend  ein  Punct  in  der  Ellipse  selbst,  in- 
ner- oder  ausserhalb  derselben  liegt ,  haben  wir  für  jeden 
«»•  ^  Punct  M  (Fig.  60)  der  Curve  selbst  (§.  460)  die  Relation : 
(1)  a}y^  -^-b^x^  —  a*i*  =  0.  Für  einen  Punct  n  inner- 
halb der  Curve  ist  die  Ordinate  Pn  kleiner  als  die  der- 
selben Abscisse  CP  entsprechende  Ordinate  PM  der  Curve, 
also  auch  a" .  Pv}  <  a* .  PJ/^  d.  i.  {Pn  =  y  gesetzt)  (2)  a*y* 
4-ft*^*  —  a*6*<:0. —  Für  einen  ausserhalb  der  Ellipse 
liegenden  Punct  iVist  PN>PMy  also  auch  a^PiV*>a*.  PJ/*, 
d*  i.  (für  PN=y){S)a^y^-j-b^x^  —  a^b^>Q.  Noch  mehr 
gilt  diese  Relation  (3)  für  einen  Punct  wie  N' i  denn  ist 
CQ,  d.  i.  a>ay  so  ist  6*Ä'>a^6*,  afso  um  so  mehr 
a^y^ -}- b^a^>a*b\  woraus  die  Relation  (3)  folgt. 

§.  M7.  Ein  zweites  Kennzeichen  folgt  aus  der  Defini- 
tion der  Ellipse;  es  ist  nämlich  fbr  jeden  Punct  M  der 
Curve  (§.  457)  FM+F'M=2a.  Für  einen  Punct  r  in- 
nerhalb der  Curve  ist  Fr  +  F  rKZFM+F'M,  d.  L  Fr 
-^  F'r<2a,  und  eben  so  für  einen  Punct  M  ausserhalb 
derselben  :  FE  +  FE >  2 o. 

Eben  bo  findet  man  Ar  die  Hyperbel  [man  darf  (§.  471)  in  den 
Torigen  Relationen  nnr  —  6'  statt  -{-h*  setzen] ,  dass  ein  Punct  (dessen 
Coordinaten  x,  y  sind)  in  der  Cnrve  selbst  inner-  oder  a  a  s  s  e  r- 
halb  derselben  liegt,  je  nachdem  fiir  diesen  Fanct  a*y*  —  ö'x*-^ 
a^6*=c,  <:  oder  >>0  ist;  oder  auch,  dass  in  diesen  3  FUlen,  wenn  li 
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em  Fanct  dec  Cimre,  r  inner-  und  R  ausserhalb  derselben  liegt, 
F'M'—FM  =  2a  (§.  466),    F'r— Fr>2a    [wegen   (Fig.  53)  /'>=««.». 
F'M+  Mr    und    Fr  <  FM  +  Afr]    und    F'Ä  — •  FÄ  <  2a   (wegen 
F'R-^F'M—MR  und  FR>FM'-'MR)  sei. 

§.  506.  Aus  der  Gleichung  I.  (§.  460)  der  Ellipse 
folgt  y* :  (a  4"  ^)  (öf  —  ^)  =  6*  :  a*,  oder  mit  Bücksicht  auf 
die  Figur  (Pig.  52)  Pi/*  :  A'P  .AP=b*:a\  Für  einen  «,.  u. 
2.  Punct  derselben  Ellipse  hat  man  eben  so  PM/'» :  A'P' .  A  P' 
=  ft*:a^;  es  ist  also  PM^i  FAn=  A'P .  APi  A'P' ,AP . 
Für  *  =  a  oder  den  Kreis  folgt  PM^.A'P.AP=l'.\, 
also  PM^  =  A'P.AP  (vergl.  §.  406,  Anmerk.). 

Dieselben  Proportionen  nnd  daraus  folgenden  Satze  gelten  sofort 
auch  fiir  die  Hyperbel. 

■ 

§.  509.    Beschreibt   man   über  der  grossen   Axe   AA 
(Flg.  61)  der  Ellipse  als  Durchmesser  einen  Kreis,   und«^«- 
bezeichnet  ftr  einerlei  Abscissen   die   Ordinaten   des  Krei- 
ses durch  y\    und  jene  der  Ellipse  durch  y;    so  hat  man 

}/^=zd^  —  x^  und  y«  =  4(a»  — «2)^  folglich  y^iy^  =  a^:b^ 

oder  y' :  y  =  a :  6.     Wird  der   Kreis   über  der  kleinen  Axe 
beschrieben,  so  erhält  man  y  :y  =^0:  a. 

Diese  Eigenschaft  liefert  zur  Construction  der  Ellipse  mittelst  Functe 
auch  noch  folgendes  Verfahren :  Man  beschreibe  über  beiden  Axen 
AA\  RH'  der  zu  construirenden  Ellipse  Kreise,  errichte  in  einem  be- 
liebigen Puncte  P  der  ersten  Axe,  bis  zum  ftussern  Kreis,  die  Ordinate 
PNj  und  flkhre  durch  den  Punct  L,  in  welchem  der  Halbmesser  CN 
den  innem  Kreis  schneidet,  »n  ÄA'  die  Parallele  LM;  so  ist  der  mit 
der  Ordinate  dadurch  entstehende  Durchschnitt  M  ein  Punct  der  El- 
lipse. Denn  es  ist  dieser  Construction  zufolge  PN:PM=CN:CL 
oder  y'  :PM'^  a:b,  also  ist  PM^^y  die  entsprechende  Ordinate  der 
Ellipse.  —  Dass  übrigens  mit  diesem  Puncte  M  leicht  noch  die  drei 
symmetrischen  m,  M\  m,  und  überhaupt  durch  gehöriges  Weiterrücken 
des  Punctes  P  jede  beliebige  Anzahl  von  Puncten  der  Ellipse  gefunden 
weiden  kOnne,  ist  für  sich  klar. 

Die    Supplementarsehnen. 

§»  510.     Erklärung.     Verbindet  man  die  Endpuncte 
Ay  A'  der  grossen  Axe  mit  irgend  einem  Puncte  M  der  El- 
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»*»  ^  lipse   (Flg.  62) ;   so  heiesen   diese   VerbindungBlinien  A  3/, 
A^M  Supplementarsehnen  der  ersten  Axe. 

§.  611.  Die  Gleichung  der  Sehne  AM  (als  einer  durch 
den  Punct  a?  =  a,  y  =  0  gehenden  Geraden)  ist  (§.  393) 
y  =  A{a  —  a),  und  jene  der  (durch  den  Punct  x= — o, 
y  =  0  gehenden)  Sehne  A'M:  y  =  A' (a  -\-  a).  Für  den 
Durchschnittspunct  M  dieser  Sehnen  gilt  ausser  diesen  bei- 
den Gleichungen,  da  er  zugleich  auch  der  Gurre  angehört, 

noch  die  Gleichung  y*  =  —  (a*  —  ä?').  Aus  den  beiden  er- 
sten  Gleichungen  folgt  A  =  — — - ,  A'  =  — -- — ,  also 
AA' = ^f  und  wenn  man  für  y*  den  Werth  aus  der 

O*  —  X 

LS 

3.  Gleichung  setzt:  (1)  AA' := -.    Für  den  Kreis  ist, 

wegen  6  =  a,  sofort  AA^  =  —  1,  zum  Beweis,  dass  (§.  397, 2.) 
die  auf  den  Endpuncten  des  Durchmessers  stehenden  Seh- 
nen unter  sich  einen  rechten  Winkel  einschliessen. 

Fftr  die  Hyperbel  hat  man  eben  so:   ^^'■*~-,   woraiu  sofort 
■  a* 

Fiff.  «8.      folgt,  dass  die  Winkel  MAX  und  MAX  (Fig.  68)   oder  WAX  und 

M'A'X  immer  von  einerlei   Art,  d.  i.  zasaounen  spits  oder  stiimpi 

sind. 

§.  512.  Zur  Bestimmung  der  trigonometrischen  Tan- 
gente t  des  von   beiden   Sehnen   eingeschlossenen   Winkels 

A  —  A' 
AMA'  hat  man  (§.  397)  ^=  .,..,>   oder,  wenn  man  für 

A  und  A!  die  Werthe  aus  dem  vorigen  §.  substituirt  und  redu- 

cirt:   ^=-; 1,   oder  endlich  wegen  x^  —  a*  =  — --v* 

(aus  der  Gleichung  der  Ellipse)  auch   (2)  <==——__.  — 

Dieser  Ausdruck  zeigt,  dass  der  von  ein  paar  Supplemen* 
tar- Sehnen  der  ersten  Axe  eingeschlossene  Winkel  immer 
stumpf  ist ,  und  f ür  y  =  6  (den  grössten  Werth  von  y), 
d.  i.  wenn  die  beiden  Sehnen  in  einem  Endpuncte  der  klei- 
nen Axe  zusammen  laufen,  sein  Maximum  erreicht. 


§•  6 IS.  Stehen  hingegen  die  beiden  Sehnen  auf  den 
Endpuncten  B^  S  der  kleinen  Axe  auf,  so  darf  man, 
nm  die  Tangente  i!  des  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkels 
zu  finden,  in  dem  Ausdrucke  (2)  nur  a  und  h  mit  einander 

vertauschen,    und   man   erhält   <' = -— — — --   (wobei   aber 

diese  Verwechslung  auch  in  y  vorzunehmen  ist).  Diese  Re- 
lation zeigt,  dass  der  von  zwei  Supplementär -Sehnen  der 
zweiten  Axe  eingeschlossene  Winkel  immer  spitz,  und 
für  y  =  a  (als  grössten  Werth  von  y),  d.  i.  wenn  die  bei- 
den Sehnen  in  einem  Endpuncte  der  grossen  Axe  zusam- 
men laufen,  am  kleinsten  ist. 

Ffkr  die  Hyperbel   folgt  aus  (2)  (wenn  man  wieder  — «(>'  itatt 

2a6* 
4-6*  schreibt)  <=  ,  %  x   .*.    i  und  daraus,  dass  der  Winkel  der  beiden 

(o'4-6*)y' 

Supplementär- Sehnen  der  ersten  Axe  immer  spita  und  am  so  kleiner 

ist,  je  grösser  y  wird. 

h)  Für  die  FarabeL 

§.  514.  Betrachten  wir  auch  hier  3  Puncte  n,  Jlf,  N 
des  Perpendikels  PN  (Fig.  64),  welche  beziehungsweise  1%.  sc 
innerhalb,  in  der  Curve  selbst  und  ausserhalb  derselben 
liegen;  so  hat  man  für  den  Punct  M  der  Curve  (§.  478) 
ya — pa!  =  0;  für  den  Punct  n  innerhalb  der  Curve 
(wegen  Pn  <  FM  und  Fn  =  y  gesetzt)  y*  — pa?  <:  0 ,  so 
wie  endlich  fQr  den  Punct  iVausserhalb  derselben  (we- 
gen FN>FM  und  FN=y)  y^^px>0. 

•§.  516.  Nach  der  Definition  der  Parabel  (§.  475)  hat 
man  femer  für  einen  Punct  M  der  Curve:  MF'=^ MD. 
Ist  R  ein  Punct  ausser-  und  r  ein  Punct  innerhalb  dieser 
Curve,  und  zieht  man  durch  diese  Puncte  mit  der  Axe  pa- 
rallel die  Geraden  ERM\  GM"r  und  die  Geraden  FM\ 
FJHf^;  so  ist  für  den  Punct  r  innerhalb  der  Curve: 
rF<:  M''F+  M"r=  GM''  +  AC'r,  d.  i.  rF<:rG,  und  für 
den  Punct  i2  ausserhalb  derselben:  RF>FM'  —  RM* 
=  EM'  —  RM\  d.  i.  RF>RE. 

§.  516.  Für  zwei  Pimcte  x,  y  und  afj  %f  derselben  Pa- 
rabel hat  man  y*=/>a?  und  y'*=pd?',   also  ^ :  «^  =  jrj|jj^' 
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d.  h.  es  verhalten  sich  in  dieser  Curve  die  Abscissen  wie 
die  Quadrate  der  zugehörigen  Ordinaten. 

§•  617.  Um  den  Brennpunct  F  zu  finden ,  wenn  der 
Parameter  p  gegeben  ist ,  bemerke  man ,  dass  (§.  480 ,  3.) 
die  durch  diesen  Punet  gezogene  Ordinate  y=^^p  ist;  setzt 
man  daher,  diesen  Werth  für  y  in  der  Gleichung  der  Pa- 
rabely  so  erhält  man  \p^=^paj  also  a=^\p  als  Abscisse 
des  Brennpunctes  jP* 


IL 

Die  Durchmesser  oder  Diameter. 

§.  518.  Erklärung.  Jede  gerade  oder  krumme  Linie, 
welche  ein  System  paralleler  Sehnen  einer  Curve  halbirt, 
heisst  D  i  a m  e  t  e r  oder  Durchmesser  dieser  Gurre. 
Diess  vorausgesetzt  9  wollen  wir  sofort  die  Durchmesser  in 
den  3  in  Untersuchung  stehenden  Curven  aufsuchen. 

d)  Für  die  Ellipse  und  Hyperbel. 

§.  519.  Verbindet  man  mit  der  Gleichung  der  Ellipse 
(1)  a*y*  +  Ä^ar*  =  a*A*  jene  irgend  einer  Sehne  MAT 
Flg.  «6.  (Flg.  65)  {2)  y=^  Ax  '\-  By  so  erhält  man  zur  Bestimmung 
der  Abscissen  der  Durchschnittspuncte  J/,  M'  die  Gleichung 
(3)  (aM*  +  6^) x^  +  2a^ABx-\-a^ (B^  —  b^  =  0.  Bezeich- 
net  man  daher  die  Coordinaten  dieser  Puncte  durch  x'y  y 
und  x'\y"\  so  sind  \{x'  -\- x")  =  ti.,  i(y'+y")  =  i3  <Ji« 
Coordinaten  des  Halbirungspunctes  0  der  Sehne  MM\  und 
es  isty  da  (§.  166)  der  2.  Coefficient  aus  der  Summe  der 
Wurzeln,  mit  entgegengesetzten  Zeichen  genommen,  besteht, 

4»       ..La     V 

aus  der  Gleichung  (3),   wenn  man  gleich   halbirt:   ^ 

d.  i,  a=   ,  ,,  . — ;.     Zur  Bestimmung  von  ß  hat  man,  da  0 
ein   Punct    der   Geraden    (2)    ist,    also   in   der   Gleichung 
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{ß)  y=zß  sein  mu88,  für  a^^a  sofort  ß  =  A(i-\- B  = 


aM*4-6* 


rallelen  Sehnen:  —  = ^— j,  -7  = 7-^  u,  8.  w.,  bo,  dass 


0            ^1 
(wenn  man  nämlich  für  a  substituirt) .  also  auch  -  = •• 

Da  nun  dieser  Quotient  von  der  Grösse  B  [als  Ordinate 
des  Durchschnittspunctes  der  Geraden  (2)  mit  der  Ordina- 
tenaxe]  unabhängig  ist,  so  bleibt  er  für  alle  übrigen  mit 
dieser  Sehne  (2)  oder  MM'  parallelen  Sehnen  (weil  da- 
flQr  A  ungeändert  Ueibt)  derselbe»  oder  man  hat  fhr  alle 
Halbirungspuncte  0,  0',  0", . .  •  (o,  /3,  a',  ß\  .  • .)  dieser  pa- 

ß  6*       ^ 6» 

wenn  allgemein  a^  y  die  Coordinaten  dieser  Halbirungs- 
puncte bezeichnen  (also  nach  und  nach  in  a,  ex', .,  ßy  ß\. . 

übergehen) ,  sofort  —  = —^  oder  (m)  y  = 7~T^  ^®*  5 

daraus  folgt  aber  9  dass  der  geometrische  Ort  aller  dieser 
Halbirungspuncte  eine  durch  den  Mittelpunct  der  Ellipse 
als  Ursprung  der  Coordinaten  gezogene  Gerade,  mithin  diese 
letztere  zugleich  (§.  518)  ein  Durchmesser  der  Curve  sei* 
Da  ferner  das  eben  Bewiesene  ftir  jedes  System  paralle- 
ler Sehnen  gilt,  so  folgt  endlich,  dass  alle  Durchmesser  der 
Ellipse  gerade  Linien  sind,  welche  durch  den  Mittelpunct 
dieser  Curve  gehen.  Ist  die  Lage  der  Sehne  MM\  folg- 
lich auch  die  des  ganzen  Systems  der  mit  dieser  parallelen 
Sehnen  gegeben;  so  kennt  man  A  und  hat  zur  Bestimmung 
des  diesem  Systeme  zukommenden  Durchmessers  die  trigo- 
nometrische Tangente  des   Neigungswinkels   dieses  Diame- 

ters  mit  der  ersten  Axe  der  Ellipse  (als  Abscissenaxe)  so- 
ft* 
fort  [Gleichung  (m)]  (n)  A'  = --T'    ^^  ^^^^  umgekehrt 

y=^A'a  die  Gleichung  einer  beliebigen,  durch  den  Mittel- 
punct der  Ellipse  gehenden  Geraden,   und  A'  bekannt;    so 

darf  man  nur  -4'  =  —  — j— r  setzen,  um  daraus  -4  =  — 


als  trigonometrische  Tangente   des  Winkels  jenes  Systems 
paralleler  Sehnen,  also  (r)  y  =  — -— ;i?  ab  Gleichung  einer 

A  d 
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dieser  Sehnen  zu  erhalten,  welches  von  dieser  Geraden,  ab 
Durchmesser,   halbirt  wird. 

■ 

Für  die  Hyperbel  bleibt  wieder  Alles  dasselbe ,  indem  mam 
y  »^  ,  g  als  Gleichung  der  durch  den  Mittelpnnct  der  Carre  gehen- 
den Geraden  hat,  welche  die  Sehne  y  '^Ax-^B,  und  mit  ihr  das 
ganze  System  paralleler  Sehnen  halbirt;  es  ist  nflmlich  auch  hier  jedt 
durch  den  Mittelpanct  gehende  S.ehne  ein  Durchmesser  der  Gurre. 

b)   Für   die  ParabeL 

§.  520w    Die  Gleichung  der  Parabel  y'  =pa  mit  jener 

Fl». «6.  einer  beliebigen  Sehne  MM'  (Fig.  66)  y  =  Aa-\-JB  ver- 

bunden,  gibt  (wenn  man  a  eliminirt)  y* T^'i — 7"^®* 

Bezeichnet  man  die  beiden  Wurzeln  dieser  Gleichung  durch 
y\  y\  und  die  Coordinaten  des  Halbirungspunctes  O  der 
Sehne  MM!  wieder  mit  a,  /3;   so  hat  man,  wie  im  vorigen 

§.,  wenn  man  gleich   halbirt:    i(y'-l-y")>    ^-   ^*   ß  =  — r* 

Da  nun  auch  hier  die  Ordinate  /3  Yon  B  unabhängig,  also 
für  alle  Halbirungspuncte  der  mit  MM'  parallelen  Sehnen 
dieselbe  ist;   so  wird  auch  hier,   wenn  y  die  veränderliche 

Ordinate  aller  dieser  Puncte  bezeichnet ,  überhaupt  y  =  — p 

und   es  ist   sonach  der   Ort  aller  dieser  Halbirungspuncte 

(§.  392.  5.)  eine  mit  der  Abscissenaxe  in  dem  Abstand  — - 

parallele  Gerade.  Da  femer  diese  Gerade  zufolge  der 
Definition  ein  Durchmesser  ist,  und  die  Sehne  MM^  ganz 
willkürlich  gezogen  worden;  so  folgt,  dass  alle  Durchmes- 
ser der  Parabel  mit  der  Axe  parallel  laufende  gerade  Li- 
nien sind.  —  Umgekehrt  folgt  auch  wieder,  dass  jede  mit 
der  Axe  der  Parabel  parallele  Gerade  ein  Durchmesser  die- 
ser Curve  ist ;  denn  ist  y  =  /l'  die  Gleichung  irgend  einer 

solchen  Geraden ,   so  darf  man  nur   A!  =  — -■  setzen ,    um 

2A 

daraus   ^  =  — -r,  und   damit  die  Lage  jenes  Systems  pa- 
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ralleler  Sehnen  zu  erhalten,  welches  von  dieser  Geraden 
halbirt  wird. 

An  merk.  Wie  man  weht,  gehören  bei  diesen  8  Gurren  die  Axen 
ebenfalls  zn  den  Durchmessern;  es  findet  jedoch  dabei  der  beson- 
dere Fall  Statt,  dass  das  betreffende  Sehnensystem  von  diesen 
rechtwinkelig  halbirt  oder  geschnitten  wird,  eine  Eigenschaft, 
welche  man  flbeihaupt  bei  der  Definition  der  Axen  aller  Corren 
cum  Grunde  legt. 

Die  conjuffirten  Diameter* 

a)    In    der    EllipsB    und    Hyperbel. 

§.  521.  Die  aus  der  Gleichung  (n),  §.  519  folgende 
Relation  (a)  AA'  ^= ^  führt  in  der  Ellipse  auf  nach- 
stehende wichtige  Folgerungen : 

1.  Zieht  man  in  dieser  Curve  (Fig.  65)  einen  beliebi- pif.  si^ 
gen  Durchmesser  a(/,   und  ist  y  =  A'a!  dessen   Gleichung; 

so  ist  die  Gleichung  des  Diameters  bb\  welcher  mit  der 
Sehne  MM',  die  vom  erstem  aa'  halbirt  wird^  parallel 

läuft  [GL  (r),  §.  519  und  §.  397,  1.]:  y  =  — -J^4?  =  ^a? 

[yermöge  Kelation  (a)].  Betrachtet  man  dagegen  den  Durch- 
messer bb\  und  ist  dessen  Gleichung  y  =  Aa;  so  ist  die 
Gleichung  des  mit  einer  der  von  bb'  halbirt  werdenden  Seh- 
nen parallelen  Diameters  [ebenfalls  Gleichung  (r),  §.  519]: 

y  = j-5-=-A'«  [Relat.  (a)],  so,  dass  demnach  dieser  Durch- 

messer  kein  anderer  als  der  zuerst  genannte  aa'  (t/  =  A'a) 
ist.  —  Von  diesen  beiden  Durchmessern  aa'  und  bb'  hal- 
birt aleo  jeder  die  mit  dem  andern  parallelen  Sehnen,  wess- 
halb  sie  conjugirte  Diameter  genannt  werden;  der  von 
ihnen  eingeschlossene  Winkel  heisst  Conjugations winkel. 

2.  Da  der  erste  Durchmesser  aa  ganz  willkürlich  ge- 
zogen wurde,  so  folgt,  dass  es  in  der  Ellipse  unendlich 
viele  Systeme  von  conjugirten  Diametem  gibt. 

3.  Zu  jedem  Durchmesser  bU  findet  man  den  zuge- 
hörigen oder  conjugirten,   indem  man  mit  bb'  paral- 


lel  die  Sehne  MM  zieht ,  diese  in  0  halbirt,  und  O  mit 
dem  Mittelpunct  C  verbindet. 

4.  Aus  der  obigen  Gleichung  (a)  folgt  für  -4'  =  0  so- 
fort ^==oo,  zum  Beweis,  dass  wenn  der  eine  Diameter 
auf  der  Abscissenaxe  liegt,  der  andere  sofort  mit  der  Or- 
dinatenaxe  zusammen  fallt ;  es  bilden  daher  auch  die  beiden 
Axen  der  Ellipse  ein  System  conjugirter  Diameter,  und  zwar 
insbesondere  ein  rechtwinkeliges. 

5.  Ausser  diesem  eben  genannten  gibt  es  keines  mehr, 
dessen  Conjugationswinkel  ein  Rechter  wäre;  denn  die 
Bedingung  hiezu  ist  (da  y^=.  Ax  und  y  =  A!x  die  Glei- 
chungen zweier  conjug.  Diameter  sind,  §.  397,  2.)  AÄ  =  —  1, 

oder  mit  Berücksichtigung  der  obigen  Gleich,  (a) :   -^  =  \ 

eine  Gleichung ,  welche  (wegen  a  >  6)  in  der  Ellipse  nicht 
bestehen  kann. 

6.  Dagegen  wird  diese  Bedingungsgleichung  fOr  den 
Kreis,  wofür  &  =  a  ist,  immer  erfüllt,  zum  Zeichen,  dase 
sich  hier  alle  Systeme  conjug.  Diameter  rechtwinkelig 
durchschneiden. 

Flg.  tt  7.    Zieht    man    zwei   Durchmesser    a  a ,   h  h'   (Fig.  62) 

beziehungsweise  mit  ein  paar  Supplementarsehnen  der  er- 
sten Axe  AM,  ^Jlf  parallel;  so  besteht  zwischen  den 
Winkeln ,  welche  diese  mit  der  Abscissenaxe  bilden ,  die- 
selbe Relation,  wie  für  jene  der  Supplementarsehn^i  selbst, 

nämlich  [§.  511,  (1)]  die  Belation  AA  =^ j-.   Da  dieses 

aber  [Gl.  (a)]  genau  auch  die  Relation  für  die  Winkel  von 
ein  paar  conjugirter  Diameter  ist,  so  folgt,  dass  diese  bei- 
den Diameter  aa^  bU  einander  conjugirt  sind.  Diese 
Eigenschaft  bietet  offenbar  ein  sehr  einfaches  Mittel  dar,  za 
einem  gegebenen  Durchmesser  ad  den  conjugirten  bb'  ta 
construiren.  Auch  folgt  daraus,  dass  der  Conjugationswin* 
kel  aCb=AMA'  (§.  512)  immer  grosser  als  ein  Rechter 
ist,  aber  auch  höchstens  nur  die  Grösse  des  Winkels  ABÄ 
erreichen  kann. 

Für  die  Hyperbel  gelten  mit  geringer  Änderung  dieselben  Fol- 
gerungen, jedoch  ergeben  sich  für  diese  Curve  noch  insbesondere  nadh 
stehende,  bemerkenswerthe  Eigenschaften: 
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a.    Die   cwischen   den   trigon.  Tangenten  der  Winkel  der  conjogir- 

ten  DiameCer  mit  der  ersten  Axe  bestehende  Relation  AÄ  *=■ — r-   zeigt, 

a 

dasa   wenn  man  (Fig.  63)  einen  Durchmesser  ad  so  zieht,  dass  er   diepi^.  s& 

Cunre  Überhaupt,  z.  ^  in  a  und  d  triift,  und  wenn  Ä  •=■  lang  A  Ca  ist, 

alao  (§.  47S,  6.)  die  Bedingung  A'  <: —  Statt  findet,    gerade   dadurch 

a 

A'>"-^  sei,   und  demnach   (a«  a«  O.)   der  conjngirte  Diameter  66' 
a 

(wofür  tangACb'^A)  die  Curve  nicht  trifft,  und  umgekehrt.     Ist  also 

▼on  Ewei  conjugirten  Diametem  der  eine  reell,  so  ist  der  andere  immer 

imaginär  (wie  diess  auch  ilir  die  beiden  Azen,  §.  472,  4.  gilt). 

6^ 
ß.    Dft  zufolge  derselben  Relation  AA  =  — ^  die  beiden  Tangenten 

a 

A,A  immer  einerlei  Zeichen  besitzen;  so  sind  die  beiden  Winkel  aCA 
und  hCA  zugleich  entweder  spitz  oder  stumpf,  und  es  kann  sonach  die 
Differenz  dieser  beiden  Winkel,  d.  i.  der  Conjugationswinkel  bCa  nicht 
anders  ein  Rechter  werden ,  als  indem  A  oder  A' ,  z.  B.  A'  =>  0  y  also 
A'^oü  wird ,  in  welchem  Falle  aber  die  beiden  Durchmesser  mit  den 
Azen  der  Hyperbel  zusammen  fallen. 

7.  Fflr  6  SS  a  folgt  AÄ  —  1  ,  folglich  sind  in  der  gleichseitigen 
Hyperbel  die  beiden  genannten  Winkel  aCA  und  bCA  immer  (Komple- 
mente zu  einander. 

b)    Für   die   Parabel 

§.  522.  In  der  Parabel  ist  für  einen  beliebigen  Punet 
a  der  Curve  (Fig.  66),  dessen  Ordinate  y'  heissen  mag,  die  pi«.  w. 
durch  diesen  Punct  mit  der  Axe  parallele  Gerade  a  d  (§.  520) 
der  eiqe  Durchmesser.  Um  die  Lage  der  Geraden  bV  zu 
finden,  welche  hier  die  Stelle  des  conjugirten  Diameters  ver- 
tritt, und  mit  welcher  also  die  vom  erstem  halbirten  Sehnen 

parallel  laufen,  hat  man  (§.  520)  y  =  -^jy  ^^^  daraus  A=^  -^ 

als  trigon.  Tangente  des  Winkels  baa'  dieser  Geraden 
nait  der  Axe  der  Parabel.  Da  nun  mit  dieser  Geraden  bb' 
(oder  conjugirten  Axe)  jenes  Sehnensystem  parallel  läuft, 
welches  vom  ersten  Durchmesser  aa  halbirt  wird;  so  folgt 
(§.428,  Anmerk.),  dass  diese  conjugirte  Axe  bb'  zugleich 
die  Parabel  in   a  berühre.   —    Da  femer  für  ein  System 

rechtwinkliger  conjugirter  Axen  -4  =  -^  =  00  sein  muss,  was 

nur  für  y'  =  0,  also  für  den  Scheitel  Ä  der  Parabel  Statt 
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findet;  so  folgt ,  dass  unter  den  unzähligen  Systemen  von 
conjugirten  Azen  nur  jenes  der  beiden  Axen  AX^  AY  rechte 
winkelig  ist. 

Die  Supplementarsehnen  der  Diameter. 

Für   die   Ellipse   und   Hyperbel 

§.  Ö2S.  Zieht  man  aus  den  Endpuncten  a,  d  irgend 
Fiff.  «».eines  Durchmessers  acC  der  Ellipse  (Fig.  65)  an  einen 
beliebigen  Punct  m  derselben  die  Seimen  am^  dm,  und  be- 
zeichnet die  Coordinaten  des  Punctes  a  durch  x\  y\  wo- 
durch also  die  des  Punctes  a'  gleich  — x\ — y'  werden;  so 
hat  man  für  die  Sehnen  amy  a'm  beziehungsweise  die  Glei- 
chungen y  —  y'=.A{x  —  as')  und  y  -f-y' =^'  («+*')>  welche 
zusammen  genommen  fbr  den  Durchschnittspunct  m  («»  y) 

gelten,  so dass man daftir hat i  AA' ^=^ ^ t^^ »%*  Da  aber  die 
Puncte  m{xyy)  und  a{a:\  y')  zugleich  auch  Puncte  der  El- 
lipse sind,  für  welche  also  die  Gleichungen  y*  ==  — j-  (a* — «*) 

und  y'*  =  — ^  (a*  —  «  *)  gelten  und  woraus    %_  »t  = r 

folgt;  so  hat  man  auch -4-4'  = 5p,  also  dieselbe  Re- 
lation, welche  wir  oben  (§.  511)  für  die  Supplementarsehnen 

der  ersten  Axe  fanden. 

Eben  bo  findet  man  auch  in  der  Hyperbel  fICür  die  Supplementar- 
sehnen irgend  eines  Durchmessers  die  oben  (§.511)  fftr  die  Supplementär- 

sehnen  der  ersten  Axe  erwähnte  Belation  AÄ  =>  — j-. 
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Von  den  Tangenten  auf  die  Haaptaxen  bezogen. 

a)    Für   die   Ellipse  und   Hyp  erbeL 

§.  524.  Um  die  Gleichung  der  aus  einem  bestimmten 
Puncte  x\  y'  an  die  Ellipse  gezogenen  Tangente  zu  ent- 
wickeln,  befolgen  wir  genau  wieder  das  im  §.  430  angewen- 
dete Verfahren.    Es  ist  nämlich  die  Gleichung  der  Ellipse, 

die  Abscissen  vom  Mittelpunct  gezahlt:  y*  =  — ^  (a*  —  ar*), 

und  die  einer  durch  den  Punct  x  y  y'  gehenden  Secante: 
y  —  y'sÄ  A  (j?  —  x'),  Substituirt  man  nun ,  zur  Verbindung 
dieser  beiden  Gleichungen,  den  Werth  von  y  aus  der  letz- 
tem in  die  erstere  Gleichung;  so  erhalt  man,  nach  x  ge- 
ordnet : 

eine  Gleichung,  deren  Wurzeln  sofort  die  Abscissen  der 
Dtirchschnittspuncte  der  Secante  mit  dßr  Ellipse  sind.  Da 
aber  die  Secante  zur  Tangente  werden  soll,  also  beide  Puncte  ' 
zusammen  fallen,  d.  i.  beide  Wurzeln  einander  gleich  wer- 
den müssen ;  so  hat  man  (§.  431,  Anmerk.  2.)  die  Bedingungs- 
gleichung : 

44«  {jf  —  Axy  —  \  U*a*+6»)(y'«+-4  V*^2^4fy-&a)=o, 


und  daraus -A  = 2_^^ »^  '* "^  ^^  tngon. 

Tangente  des  Neigungswinkels  der  durch  x\  y'  an  die  El- 
lipse gezogenen  Tangente  mit  ihrer  grossen  Axe.  Der  dop- 
pelte Werth  zeigt  auch  hier,  dass  im  Allgemeinen  aus  einem 
Puncte  D{afy  y)  (Fig.  67)  an  die  Ellipse  zwei  Tangenten  pi,.  er. 
T)My  Dm  gezogen  werden  können;  diese  sind  jedoch  nur 
möglich,  wenn  die  Wurzelgrösse  reell,  d.  i.  a'y'*-)- 6*«'* 
— a*6*>0,  nämlich  (§.506)  derPuncti?  ausserhalb  der 
Curve  liegt.  Für  a^y'^ +  b^x'^  —  a^b*  =  0  ist 2?  oder  x',j/ 
sin  Punct  der  Ellipse  selbst ,    und  es  reduciren  sich  beide 


Werthe  von -4  auf  einen:  ^  =  i  ^  ?> >  oder,  da  aus  der 
Gleichung  der  Ellipse  a*  —  ä  *  =  -^  folgt : 

(a)   ^  = r  ~5-* 

Die  Gleichung  der  Tangente  ist  sonach  (diesen 
Werth  von  Ä  in  der  obigen  Gleichung  der  Secante  substi- 
tuirt)  sofort: 

wobei  Xj  y  die  allgemeinen  oder  laufenden,  und  x\  y  die 
bestimmten  Coordinaten  des  Berührungspunctes  sind.  Ver- 
bindet man  mit  dieser  Gleichung  noch  jene  a*y'*  -}-  6^/* 
=  o*  6*,  welche  ausdruckt,  dass  x\  y'  ein  Punct  der  Eklipse 
ist;    so  erhält   man  für  die  Gleichung   der  Tangente 

auch: 

(2)  a^yy'-\-b^xx'  =  a'b\ 

0         X 

In  der  Hyperbel   hat  man  eben  so  (a)  A='  — r  "»"  *  ^^'^  ^^  ^ 
Gleichung  der  Tangente  im  Puncte  x\  y'i 
(1 )  y  -y  «  -^  4-  (x  —  *  )  oder  (2')  a^y'  -  6»  xx'  =  -  a»  h\ 

An  merk.     Aus  dieser  letzten  Qleichung  (2')  folgt  ir ««  — ^^ — j-x n 

a'    y  3F ' 

5       - .  - 

wobei  (da  x\  y   ein  Funet  der  Hyperbel  ist)/  «-d:  —  V 3^^  —  «* 

ist.    Setzt  man  nun  x'  —  <x>,  so  folgt  daraus  y'  '^  db  — x' und  (die- 

Ben  Werth  in  der  erstem  Gleichung  tnbstitnirt)  y  =  de  ~  ^  -T*  t* 

a  X 

oder,  da  — 7-  = gegen  —   verschwindet :  y  =  ^—x;  da  ab« 

X  ^o  a  o 

dieses  (§.  472,  7.)  die  Gleichung  der  Asymptoten  der  Hyperbel 
ist,  so  folgt,  dass  diese  letztem  als  Tangenten  der  Hyperbel  ange- 
sehen werden  können,  deren  BertOirungspuncte  anendlich  weit  hinani 
fallen. 

b)   Für   die   Parabel  . 

§.  625.  Die  Gleichung  einer  aus  irgend  einem  Puncte 
x\  y  an  die  Parabel  gezogenen  Secante  ist  y  — y'  =  A{ie  —  *')  I 
diese  mit  der  Gleichung  der  Parabel  verbunden,  gibt  (durch 
Elimination  vony): 


72. 


Ä^a^  +  (2Ay  —2A* a—p)x  -{-  (9'  -  Aay  =  0.       ' 

Setzt  man  wieder ,  damit  die  Secante  zur  Tangente  wird 
(§.431): 

-     (2-4 y'  -  2A*x'  —pY  -  4^»  (y'  -  Ax'Y  =  0, 

flo  erhält  man  aus  dieser  Bedingungsgleichung  für  die  Tan- 
gente des  Neigungswinkels  der  geometrischen  Tangente  mit 

der  Axe  der  Parabel:  -4  =  r-7(y'±  V^y'^—px').  Eskön- 

nen  demnach  auch  hier  von  einem  Puncte  m  oder  x\  y 
(Fig.  72)  im  Allgemeinen  zwei  Tangenten  mM,  mM'  an''*« 
die  Curve  gezogen  werden ;  diese  sind  jedoch  nur  möglich, 
wenn  y*^ — 2?4?'>0,  d.  i.  (§.514)  wenn  der  Punct  x\  y 
ausserhalb  der  Parabel  liegt.    Liegt  dieser  Punct  in  der 

Curve  selbst,   so  wird  %f^  —  ««'  =  0  und  A=  /,  ==  -^-r-, 

=  ^-TTf  d.  i.  (a)  -4  =  Y"? ;  es  fallen  nämlich  beide  Tangen- 
ten in  eine  zusammen,  deren  Gleichung  sofort  [wenn  man 
diesen  Werth  von  A  in  der  obigen  Gleichung  der  Secante 

snbstituirt]  (1)  y  —  y'  =:-^(x  —  xT),  oder  auch,  wenn  man 

damit  noch  jene  y'^=px'f  welche  ausdrückt,  dass  ^,  y 
der  Berührungspunct  (also  ein  Punct  der  Curve)  ist,  ver- 
bindet: (2)  yy  =  ip(«  +  Ä?'). 

Die  Tangente,  Normale,  Subtangente  und  Sub- 
normale« 

a)   Ffir   die   Ellipse   nnd   Hyperbel 

§.526.  Erklärung.  Wird  die  im  Puncte ilf(a?',  y')  ge- 
zogene Tangente  irgend  einer  Curve,  also  auch  der  Ellipse 
(Fig.  67)  bis  zum  Durchschnitt  T  mit  der  Abscissenaxe  ver-  ng.  a. 
fingert,  femer  in  M  auf  die  Tangente  das  Perpendikel  ^iV 
wieder  bis  zum  Durchschnitt  mit  dieser  Axe  gezogen;  so 
heissen  im  engem  Sinne  das  begrenzte  Stück  MT  der  Be- 
rührungslinie Tangente,  das  Stück  MN  des  erwähnten 
Perpendikels  Normale,  die  Stücke  FT  und  PN  aber  Sub- 
tangente und  Subnormale. 
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{.  52T.  Um  nun  in  der  Ellipse  die  Subtangente  zn 
bebtiramen,  wird  man  in  der  Gleichung  (1)»  §.524,  ^  =  0 
setzen,  und  daraus  x  —  x  ausdrücken  ;  denn  diese  Differenz, 
in  welcher  x  dem  Werthe  y  =  0  in  der  Gleichung  der  MT 
entspricht,  also  =  CT  ist,  gibt  sofort  CT—CP=PT. 
Man  erhält  aber  auf  diese  Weise : 

Subtangente  (3)  PT—  '*■"'''. 

Eben  so  ist  auch  in  der  Hyperbel  die  Subt.  (3')  PT— : — , 

An  merk.  Da  PT  in  (3)  von  h  anabhängig  ist,  so  folgt,  dass  ftkr  alle 
auf  ein  und  derselben  Gkraden  AÄ  "^^a^  als  ersten  Aze,  oon- 
stmirten  Ellipsen,  die  gleichen  Abedsaen  entsprechenden  Snbtaa- 
genten  einander  gleich  sind.  Errichtet  man  daher  in  irgtod  eäaeni 
Foncte  P  der  gemeinschaftlichen  Axe  ein  Perpendikel ,  welches  die 
erwähnten  Ellipsen  in  il/*,  3f  ,  .  .  trifft;  so  müssen  sich  die  aimmt- 
lichen  in  diesen  Pnncten  M,  M  .  .  an  die  bctrcSfenden  Ellipsen  ge- 
sogenen Tangenten  in  einem  und  dem  n&mlichen  Puncte  T  der  Axe 
schneiden.  Da  aber  diese  Eigenschaft  auch  noch  für  den  Aber  A  A' 
constmirten  Kreis  (als  Schlussglied  dieser  Ellipsen  -  Reihe)  gelten 
mnss;  so  darf  man  nur,  um  im  Puncte  M  an  die  Ellipse  eine  Tan- 
gente 2u  sieben,  dnfch  diesen  die  Ordinate  bis  zum  Durchschnitt  L 
mit  dem  Kreis,  nnd  an  diesen  in  L  die  Tangente  LT  ziehen,  and 
endlich  den  Dnrchschnittspunct  T  dieser  Geraden  LT  and  der  Axe 
mit  M  verbinden. 

§.  528.  Die  Gleichung  der  durch  den  Berührungspunct 
x\  y'  gehenden  Normale  MN  der  Ellipse  ist  [§.398,  2. 
als  einer  Geraden,  welche  auf  jener  (1),  §.  524,  perpendiku- 

lär  steht]  (4)  y  ^  y'  =  ^  ^  (o:  -^  x% 

Um  nun  die  Subnbrmale  PN  zu  erhalten »  wird  man 
wieder  in  dieser  Gleichung  y  =  0  setzen ,  und  dann  x  —  x 
(welche  Differenz   =  CN —  CP=  —  PN  ist)   bestimmen ; 

man  erhält  dadurch  die  Subnormale   (5)  PN^^ j-^i 

und  diese  ist  fbr  eine  positive  Abscisse  x  desshalb  negativ, 
weil  sie  von  P  gegen  N^  also  in  der  Richtung  der  negati- 
ven X  gezählt  wird. 

£ben   so   erh&lt  man   anch  in   dar  Hyperbel  die  Qleickiiiig  der 

Normale:  (4')  y  —  y  =  —  ^r"^  (»  — ^')»  ««d  die 

0        X 

öubnormale:  (5')  PN=  —x\ 
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§.  529.    Aus  den  rechtw.  Dreiecken  MP  T  und  MPN 

folgt  endlich  MT=  Y MP*-\-PT^nm\  MN=:VmP*+TN\ 
oder  wenn  man  substituirt,  für  die  Ellipse: 

Tangente  (6)  MT=  f^Va*  —  c»«'*"  und 

Normale  (7)  MN=  ~ Va*  —  6* «". 
Eben  so  findet  man  f&r  die  Hyperbel 
(6)     MT=:  X  Ve*x'^a*  and  (7)  MN=  -V  Vc's'  —  a*. 

h  X  €k 

An  merk.  Nach  dem  beim  Kreise  §.  433  beobachteten  Verfahren  ist  es 
auch  hier  leicht,  die  BerfihnisgspuDcte  fftr  die  dnrch  einen  ausser- 
halb der  Cttrre  gefthrten  Tangenten  zn  finden  [II,,  220]. 

()    Fftr    die   Parabtl 

§.  530.    Setzt  man  in  der  Gleichung  (l),    §.  525,  der 

Tangente  ^=0,  und  bestimmt  dann  m — ai\  so  erhält  man 

auf  dieselbe  Art  (wie  in  der  ii]lllipse)  die 

Subtangente  (3)  PT=  —  2x\ 
Da  ans   diesem  Werthe  AT^^AP  folgt   [auch  aus  Gleichung  (2), 
5.  525,  wird  fOr  y  =»  0  sofort  r  +  x  =  0  oder  x  =-  —  a?',  d.  i.  A  T=zAP], 
80  wird  man ,   nm  an  einen  bestimmten  Pnnct  M  der  Parabel  [Fig.  72)  Fip.  it. 
eine  Tangente   zn   ziehen,    die  Absdsse  AP  dieses  Pnnctes  ron  A  auf 
der  rerlftngerten  Aze  bis  T  auftragen,  und  T  mit  M  verbinden. 

§.  &äl.  Die  Gleichung  der  im  Puncte  M  errichteten 
Nonnale  [als  einer  durch  den  Punct  x\  y  gehenden ,  auf 
der  Geraden  (1),  §•  525  perpendikulfixen  Geraden]  ist 

(4)  y-y=-^{x-m'). 

Setzt  man  in  dieser  wieder  y  =  0  und  bestimmt  dafür  a  —  a\ 
BO  ist  a  —  a  oder  die  Subnormale  (5)  PN^=ip. 

§.  532.  Endlich  folgt-  noch  aus  den  rechtwinkeligen 
Dreiecken  MPT  und  MPN,  wenn  man  ftkr  PT  und  PN 
gleich  die  vorigen  Werthe  aus  (3)  und  (5)  substituirt: 

Tangente  (6)  ifT=l/pÄ?' +  4«'*, 

Normale  (7)  MN=  Ypx  +  \p\  [H.,  219.] 
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IV. 

Von  den   Tangenten   auf  die  Durchmesser 
und  Radienvectoren  bezogen. 

a)    Für  die   JEllipse  und   Hyperbel 

§.  63S.    Es   eeien  zu  irgend  einem  Puncte  M  der  El- 

"»■«•lipse    (Fig.  68)   der  Durchmesser  Mm   und   die  Tangente 

KMK  gezogen,  so  ist  die  trig.  Tangente  des  Winkels  der 

KB^  mit  der  Abscissenaxe  [(a),  §.  524]  ^  = r  -?-•  Die 

Gleichung  des  Diameters  Mm  (als  einer  durch  den  Ursprung 
gehenden  Geraden)  hat  die  Form  y=^ÄXj  woraus  auch,  da 
diese  Gerade  durch  den  Punct  Mix\  y)  geht,  y  =  Ax  oder 

-4'  =  -^  folgt.    Diese  beiden  Werthe  von  A  und  A'  geben 

also  ^-4's= i".  Bezeichnet  man  femer  die  trig.  Tan- 
gente des  Winkels,  welchen  der  mit  Mm  conjug.  Diameter 
M'm'  mit  der  Abscissenaxe  bildet,  durch  A' \   so  ist  auch 

(§.521)  AA'=^'^y  mithin  AA  =  AA"  oder  A=A'; 

es  läuft  also  die  Tangente  KK'  irgend  eines  Punctes  M 
mit  jenem  Durchmesser  M'm'  parallel,  welcher  zu  dem 
durch  diesen  Punct  M  gezogenen  Diameter  conjugirt  ist. 

§.  ÖS4.  Folgerung.  Zieht  man  in  den  Endpuncten 
Mf  m,  M'  y  m  zweier  conjugirter  Diameter  Mm,  M*  ni  an 
die  Ellipse  die  vier  Tangenten  ;  so  bilden  diese  ein  die  Curve 
umschliessendes  Parallelogramm. 

FCUr  die  Hyperbel  gilt  ebenfalls  der  Sats  des  Torigen  §.  Audi 
läüBt  sich  hier  ein  fthnliches  Farallelogrrsiin  coDstmiren ,  Yon  welchem 
jedoch  nur  zwei  Seiten  wirklich  Ta?. Renten  (and  zwar  in  den  Endpano- 
nv.  «a  ten  3f,  m  des  ersten  Diameters,  Fig.  69)  der  Carve  sind;  die  beiden 
übrigen  laufen  parallel  mit  dem  ersten  Diameter  Mm,  Übrigens  iat  hier 
dieses  Parallelogramm  der  Curve  gleichsam  eingeschrieben. 

Wie  l&sst  sich  mittelst  der  im  vorigen  §.  entwickelten  Eigenschaft 
in  einem  gegebenen  Puncte  der  Ellipse  oder  Hyperbel  eine  Tangente 
ziehen?  [II.,  225.] 
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§•  535.  E0  seien  an  einen  Pnnct  M  (Fig.  70)  die  Tan-  Fig.  ro 
gente  MT  und  die  Radienvectoren  FM^  F M  gezogen;  fer- 
ner sei  W.  FMT=aL,  W.  rMT=%\    t(mgMFX=A, 
tanff  MF'X  =  A  und  tang  MTX=  A'\  so  folgt  unmittelbar 
aus  der  Figur: 

j^* ^  4"  —  ^ 

(A)  tow5'»=TfZ3^  und  toi^ a  =  yip^r^. 

Sind  wieder  x\  y   die  Coordinaten  des  BerQhrungBpunctes 
M\   ao  ist  die  Gleichung  der  durch   die  Puncte  F{x:=^Cj 

y'=0)  und  M(x\  y)  gehenden  Geraden  FMi  y  =  -^ — («— c), 

und  jene  der  durch  F  (« =  —  c,  y  =  0)  und  M  gehenden 

* 

Geraden  F' Mi  y  =  ^,  j^    (^  +  <?)>  nuui  hat  daher 


Diese  Werthe  in  (Ji)  substituirt  geben»  wenn  man  gleich  die 
Brüche   wegbringt:    <a9i^a  = , ^  ."  /  >     .,  ?  ,,oderwe- 

00  *^  axy — oTcy — 0*1  y' 

gen  a*  y'*  -|-  6*  j;''  =  a*  ä*  und  a*  —  6*  =  c*,  nach  gehöriger 
Beduction:  <ar^a  =  — r. 

Der  Werth  von  tanga!  kann  ganz  eben  so  bestimmt 
werden ;  einfacher  jedoch  folgt  er  aus  dem  eben  gefundenen, 
wenn  man  in  diesem ,  der  Natur  der  Sache  gemäss  [vergl. 
die  Ausdrücke  (A)  und  dann   die  Werthe  von  A  und  A'']^ 

— cstatt + c  schreibt ;  man  erhält  in  jedem  Falle  tang  a'= ;. 

Aus  diesen  Werthen  von  tanga  und  tangaC  folgt  aber, 
dass  sich  die  Winkel  »  und  a  gegenseitig  zu  180^  ergän- 
zen, oder  dass  (mit  Rücksicht  auf  die  Natur  der  Sache) 
FMT+  F'MT=  1800  ist.  Verlängert  man  daher  die  Tan- 
gente gegen  ^,  so  ist  wegen  i^'if«  + F'if  r=  180®  sofort  . 

(d)    W.  F'Mt  =  y^\  FMT. 

Zieht  man  die  Normale  MNj  so  folgt  auch  aus  der  Gleich- 
heit der  Winkel  NM  T  und  NMt  in  Verbindui^  der  vori- 
gen Relation  (d),  dass  W.  NMF=  W.  NMF  ist 
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Für  die  Hyperbel  hut  maü  eben  8o 

6*  5« 

rig  71.  und  da  hier  dieW.  d  und  a  (Fig.  71)  nicht  wie  bei  der  Ellipse  von  der 
Tangente  aas  nach  einerlei,  sondern  nach  entgegen gesetstcn 
Richtungen  gez&hit  werden,  wodurch  a  gegen  a,  oder  umgekehrt,  also 
auch  lang  3.  gegen  tcmg  a!  negativ  su  nehmen  ist;  so  hat  man  tanga. 
=ztanga:,  also  auch  a*=(i',  d.  i.  W.  TMF^W,  TMF\  Die  Nor- 
male MN  hingegen  halbirt  den  von  dem  einen  Ldtstrahl  und  der  Ver- 
längerung des  andern  gebildeten  WinkeL 

AAmerk.     Fbhren  aus  dem  einen  Brennpuncte  F  der  Ellipse  AB  AB 
Fii5  70t  (Fig.  70) ,    welche   einen    durch    die  Axe  der  durch  Umdrehung  der 

halben  Ellipse  ABÄ  um  AA  erzeugten  concaven  elliptischen  Spio- 
gelflAcfae  entstehenden  Schnitt  darstellt,  Licht-,  W&rme-  oder  Sdiall- 
strahlen  aus;  so  wird  jeder  solcher  Strahl  FM^  zufolge  des  bekann- 
ten phjsikalischen  Gesetzes ,  dass  der  Befleadonswinkel  immer  dem 
Einfallswinkel  gleich  ist,  nach  MF\  also  so  zurfickgeworfen ,  dass 
dieser  zurückgeworfene  Strahl  durch  den  zweiten  Brennpunkt  F' 
geht.  Da  nun  dasselbe  auch  von  allen  übrigen  durch  die  Axe  des 
Ellipsoids  geführten  ebenen  Schnitten  (die  mit  diesem  erstem  sftmmt- 
lich  congruent  sind)  gilt,  so  vereinigen  sich  die  sämmtlichen  Strah- 
len (bei  ihrem  Durchgange)  in  ^,  und  vermögen  (bei  Wärme- 
strahlen) dadurch  einen  in  diesem  Puncte  befindlichen  brennbaren 
Körper  zu  entzünden.  Umgekehrt  können  die  aus  F  ausfahrenden 
W&rmestrahlen  auf  einen  in  F  befindlichen  Körper  eine  ähnliche 
Wirkung  hervorbringen,  und  diess  ist  der  Grund,  warum  diese  bei- 
den Puncte  Brennpuncte  genannt  worden  sind.  Dass  dagegen  in 
Flg.  71.  der   Hyperbel  (Fig.  71)    die  Puncte  F  und  F   keine   materiellen 

Brennpuncte  sind ,  sondern  nur  der  Analogie  mit  jenen  der  El- 
lipse wegen  so  genannt  werden ,  wird  man  von  selbst  bemerken 
können. 

§.  536.  Die  im  vorigen  §.  entwickelte  Eigenschaft  der 
Flg.  70.  Gleichheit  der  Winkel  liefert  unter  allen  Methoden  die  ein- 
fachste» um  an  die  Ellipse  durch  einen  gegebenen  Punct, 
dieser  mag  in  der  Curvo  selbst  oder  ausserhalb  liegen,  eine 
Tangente  zu  ziehen.  Im  erstem  Falle  zieht  man  nämlich 
au  diesen  Punct  M  die  beiden  Leitstrahlen  FM^  FMj  ver- 
längert den  letztem  um  das  Stück  i//=J//^,  zieht  Ff  und 
auf  diese  Verbindungslinie  aus  M  die  Gerade  MG  T  per- 
pcHvIikulär;  so  ist  diese  die  gesuchte  Tangente*  Denn  es 
haU)irt  dieser  Construction  zufolge  diese  Gerade  MG  2\  wie 
es  für  die  Tangente  sein  soll,  den  Winkel  FMf. 


Liegt  dagegen  der  g^ebene  Panct  m  ausserhalb 
der  Curve,  so  berQcksichtige  man,  dass  es  sich  bloss  um 
die  Bestimmung  des  Punctes  /  handelt,  welcher  mit  f*  ver- 
bunden,  den  gesuchten  Berührungspunct  M  abschneidet. 
Nun  ist  aber  rf=  T^Jif  +  MF=  2  a,  und  wegen  MF=  Mf, 
und  da  mMG  auf  Ff  nach  dem  Vorigen  perpendikulär  ist, 
auch  mf=^mF\  man  erhält  also  diesen  Punct  /,  indem 
man  aus  dem  gegebenen  Puncte  m  mit  seinem  Abstände 
vom  ersten  Brennpunct  F  als  Halbmesser  einen  Kreisbogen 
beschreibt,  und  diesen  aus  dem  zweiten  Brennpunctc  F  mit 
dem  Halbmesser  -4^4'  =  2a  durchschneidet.  —  Verwechselt 
man  bei  diesem  Verfieihren  die  Brennpuncte,  und  macht  den 
zweiten  zum  ersten  und  umgekehrt ;  so  erhält  man  in  Über- 
einstimmung mit  §.  524  noch  einen  zweiten,  mit  /  analogen 
Punct  fy  welcher  mit  F  verbunden,  sofort  den  zweiten  Be- 
rührungspunct M'  abschneidet,  dergestalt»  dass  dann  aus  m 
die  beiden  Tangenten  mMT  und  mM'T  gezogen  werden 
können.  (Auch  kann  man,  wenn  es  nicht  an  Raum  gebricht, 
die  zuerst  genannten  beiden  EJreisbogen  sogleich  bis  zu  ih- 
rem 2.  Durchschnitt  f  verlängern,  und  diesen  Punct  f" 
ebenfalls  mit  dem  2.  Brennpuncte  F'  verbinden»  um  da- 
durch unter  einem  auch  den  2.  Berührungspunct  Af  zu  er- 
halten.) 

Eben  so  wird  man  in  der  Hyperbel  (Fig.  71)  an  den  gegebc- rig  71 
nen  Punct  M  der  Carve  die  beiden  Leitstrahlen  FM,  F'M  ziehen,  und 
tien  Winkel  FMF*  durch  die  Gerade  MT  halbiren,  um  die  Tangente 
MT  an  diesen  Punct  zn  erhalten.  —  Ftlr  einen  Punct  m  ausser- 
halb der  Cunre  wird  man  aus  m  mit  dem  Halbmesser  mF  einen  Bo- 
gen beschreiben,  diesen  mit  dem  Halbmesser  AÄ  ^»Za  aus  dem  zweiten 
Brennpuncte  F*  in  /  und  J"  durchschneiden,  und  diese  Durchschnitts- 
pnncte  mit  F*  verbinden,  um  dadurch  die  beiden  Berührungspuncte  M^ 
M'  auf  der  Hjrperbel  abzuschneiden ,  und  die  beiden  aus  m  möglichen 
Tangenten  ziehen  zn  können.  Denn  es  ist  z.  B.  ftLr  den  Punct  if, 
nach  dieser Cunstmction:  Ff=^2a  =  FM — Mf,  also,  da  auch  (§.466) 
FM'-FM=2a,  sofort  Mf=MF\  da  femer  auch  mf^mF,  so 
folgt,  dass  die  Verbindungslinie  mMT  in  der  That  den  Winkel  FMF 
halbiru  (Auch  kann  man,  anstatt  zugleich  den  zweiten  Durchschnitts- 
pnnct /"  zu  snchen,  wie  in  der  Ellipse,  jenen/'  durch  Verwechslung 
der  Brennpuncte  bestimmen,  und  ihn  mit  F  verbinden,  um  M'  zu  er- 
halten.) 


b)  Für  die  Parabel 

'%  '»  §.  6ST.    Zieht  man  in  der  Parabel  (Fig.  72)  zu  irgend 

einem  Puncte  M  den  DurchmesBer  Atf^  die  Taiigente  3fT 
und  den  Leitstrahl  FM;  so  ist  erstlieh  auch  hier  der  mit 
dem  Diameter  Mf  conjugirte  sofort  mit  der  Tangente 
JlfT  parallel  (da  er  mit  dieser,  §.  522) ,  sogar  zusammen- 
fallt). Setzt  man  femer  wieder  W.  FMT=  a,  tang  MTX=  A 

A'  '—A 
und  tang MFX=-A'i  so  ist  ojffenbar  toiya=  .  Nun 

ist  aber,  wenn  af^  \f  die  Coordinaten  des  BcrQhrungspunc- 

tes  sind  (§.  525),  A  =  -^,   und  day=    ,^      {x  —  \'p) 

die  Gleichung  des  durch  die  Puncte  F{a=:\pf  y=0)  und 

Misiyxf)  gehenden  Vectors  FM  ist,   sofort  J.'  =  -^— — ; 

man  hat  daher,  wenn  diese  Werthe  ftbr  A  und  Ä  in  der 
vorigen  Gleichung  substituirt,  und  die  Brüche  weggebracht 

werden:    tanga=   ;      ;.  ,  ,=     .\    >..=-->     Es   zeigt 

sich  also,  dass  tanga  =  A,  folglich  W.  FMT:=W.MTX, 
und  da  itf/'  mit  AX  parallel,  auch  W,  FMT=W.tMf 
ist.  Ferner  halbirt,  wie  leicht  zu  sehen,  die  Normale  MN 
den  W.  FMf  des  Leitstrahles  FM  mit  dem  Durchmea- 
ser  Mf. 

A  n  m  e  r  k.  Eine  der  im  §.  535  (Anmerknng)  ähnliche  Betrmchtiuig 
zeigt,  dass  alle  auf  eine  coneave  parabolische  Spiegel6&che  mit  ^er 
Axe  parallel  einfallenden  W&rmcstrahlen  sich  dnrch  Reflexion  im 
Brenn  puncte  F  vereinigen ,  und  dadurch  in  diesem  Pancte 
befindliche  brennbare  EOrper  au  entzünden  oder  Torbrennen  ver- 
mögen. 

§.  Ö38.  Um  an  einen  gegebenen  Punct  M  der  Para- 
Fig.  7S.  bei  (Fig.  72)  die  Tangente  zu  ziehen ,  wird  man  also  nur 
durch  diesen  Punct  den  Durchmesser  fMf  bis  zum  Durch- 
schnitte /  mit  der  Leitlinie  CC^  führen,  diesen  Punct  /  mit 
dem  Brennpuncte  F  verbinden ,  und  aus  M  auf  diese  Ver- 
bindungslinie Ff  die  Gerade  MQT  perpendikulär  ziehen. 
—  Um  ferner  an  diese  Curve  von  einem  ausserhalb 
liegenden  Puncte  m  die  beiden  Tangenten   zu  ziehen,   be- 
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schreibe  man  aus  diesem  Puncto  m  mit  der  Entfernung  mF 
einen  Kreisbogen ,  welcher  die  Leitlinie  CC  sofort  in  zwei 
Puncten  /,  f  schneidet ,  und  fbhre  durch  diese  Puncte  mit 
der  Axe  parallel  die  Geraden  fMJ^f  f'M'f"\  so  ergeben 
sich  dadurch  auf  der  Curve  die  beiden  Berührungspuncte 
My  M\  die  sofort  mit  m  zu  verbinden  sind.  Denn  es  ist, 
z.  B.  für  Af,  nach  dieser  Construction ,  mF'=mf  und 
MF=^Mfy  also  mMG  perpendikulär  auf  fFy  und  sonach 
durch  dasselbe  Perpendikel  mMG  der  Winkel  fMF  halbirt. 


V. 

Diese  drei  Curven  auf  ihre   conjugirten 

Diameter  bezogen» 

a)  Für  die  Ellipse  und  Ilyperhet 

§.  539.  Transformirt  man  die  Gleichung  der  Ellipse 
a^y^ -\-h^a^=^a^b^  nach  §.  448  für  schiefwinkclige  Coor- 
dinaten,  und  lässt  den  Ursprung  ungeändert,  setzt  also  in 
dieser  statt  x  und  y  beziehungsweise  xco8(i-\-y  coa  et  und 
a  sin  OL -{- y  »in  a,' ;  so  erhält  man : 

(a^  sin  a'2  -|-  fc«  cos  a'*)  y*  +  (a^  sina*  -|-  b^  cos  a^)  a* 

+  2  (a*  sin  a  sin  a'  -f-  ^^  cos  a  cos  a)  ay  =  a^b\ 

Sucht  man  jetzt  jenes  schiefwinkelige  Axensystem,  auf 
welches  bezogen,  die  Gleichung  der  Ellipse  die  nämliche 
Form,  wie  die  Axengleichung  erhält;  so  darf  man  bloss  in 
der  vorigen  Gleichung,  in  welcher  a  und  a'  noch  unbe- 
stimmt sind ,  (5)  a*  sin  a,  sin  af  -\-  b^  cos  a  cos  a'  =  0  setzen 
(um  das  Glied  in  ay  verschwinden  zu  machen).  Aus  die- 
ser  Bedingungsgleichung   erhält    man   durch    Division    mit 

6* 
cos  OL  COS  af  sofort  (1)  tang  a  tang  a'  = j-,  und  damit  geht 

die  vorige  Gleichung  der  Curve  über  in  jene: 

(2)  (a*  «m  a'»  -f  6»  cos  a'*)  y *  -|-  (a^  sin  a*  -|-  6*  cos  a^)  x^  =  a=»  b\ 
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Der  Umstand  aber,  dass  man  zur  Bestiinnmug  der  bei* 
den  Grössen  a,  %'  nur  eine  Gleichung  (1)  erhält,  beweist^ 
dass  unendlich  viele  Coordinatensysteme  von  der  verlangten 
Eigenschaft  mugtich  sind ;  und  da  diese  Bedingungeglei- 
chung (1)  die  nämliche  ist,  welche  wir  oben  in  §.  521  [(a)] 
gefunden  haben,  so  folgt,  dass  jedes  dieser  Systeme  mit  ei- 
nem Systeme  conjugirter  Diameter  zusammenfällt» 
also  die  Gleichung  (2)  sofort  die  Gleichung  der  Ellipse  auf 
ein  System  conjugirter  Diameter  bezogen  ist.  Setzt  man 
davon  jenen  Durchmesser,  auf  welchem  die  Abscissen  a  ge- 
zählt werden,  =2.4,  und  den  zweiten  oder  conjugirten,  auf 
welchem  nämlich  die  Ordinaten  y  genommen  werden,  =22^; 
so  folgt,  dat»sfQry=0:  a  =  dtiA  und  f&r  a  =  0:  y'=zztLB 
sein  muss.  Diess  erwägend  erhält  man  also  aus  der  Glei- 
chung (2): 

und  daraus: 

ö^ «n  a* -f- 6^ CO«  a^  =  — — -  und  a'^ina'^  +  6'cosa'*  =  ---. 

Diese  Werthe  in  der  genannten  Gleichung  (2)  substi- 
tuirt,  erhält  man,  wenn  man  die  Gleichung  durch  A^B* 
niultiplicirt  und  durch  a*b^  abkörzt:  (4)  A^f/*+B^a^  =  A*B\ 
als  Gleichung  der  Ellipse  auf  ein  paar  conju- 
girte  Diameter  bezogen,  von  denen  der  erste  (auf  wel- 
chem die  a  gezählt  werden)  gleich  2Ay  und  der  zweite 
gleich  25  ist,     [II.,  248.] 

Für  die  Hyperbel  erhftlt  man  genau  eben  so  (oder  kUrser  i»-  ^ 
dem  man  in  den  vorigen  Ausdrücken  —  6*  statt  -|~  ^*  ^^'^  —  -S*  stall 
+  B*  schreibt):  (4)  Ä'y*  —  B^x*=::  —  Ä*B*  als  Gleichung  dieser 
Cnrve  auf  ein  paar  conjugirte  Diametor,  von  denen  der  erste  (auf  wel- 
chem die  X  gezählt  werden)  reell,  und  der  zweite  imagin&r  ist  (yergl. 
§.  521,  «.). 

[Ueber  die  Aufgabe:   die  Ellipse  zu  constmiren,    wenn  daron  ein 
paar  conjugirte  Diameter  gegeben  sind,  IL,  237.] 

§.  540.    Di*ückt  man  in  den  vorigen  Relationen  (3)  von 

A^  und  27^  die  Functionen  sin  a,  cos  a,  dn  a    und  cos  %    nach 


den  bekannten  Formeln  durch  tow/  %  und  tang  a  aus ;  so 
erhält  man  auch 

und   wenn   man  aus   diesen   beiden  und  der  Gleichung  [(1) 

im  vorigen  §.]   lang  a  tang  a= r ,    oc   und    a    eliminirt, 

zu  welchem  Ende  man  das  Product  der  aus  den  beiden  er- 
stem Gleichungen  folgenden  Werthe: 

nämlich  tang  a!^  tang  a  *  =  — ^  /^all uv.  (R^~i^  jenem  aus  der 

dritten  Gleichung  folgenden  Werth  tang  a"  tang  a'*  =  — 5- 
glcich    setzen    wird ;    so   erhält    man :    (a*  —  ^4^)  (a^  -  -  B^) 

d.  i.  (1)  A^'\-B^'—a^  +  h\ 

Für  die  Hyperbel  hat  man  die  aimloge  Oleichnng: 

§.  Wl.  Werden  dagegen  die  beiden  genannten  Glei- 
chungen (3)  far  A^  und  JB*  (§.  539)  zusammen  multiplicirt, 
80  erhält  man : 

A^B-^= ^-^ : r-, 

(a*  sin  X*  -4*  ^'  ^®*  **)  C'**  ****  *'*  ~l"  ^*  ^^*  *  ')  ' 

Nun  ist,  die  Multiplication  im  Nenner  N  verrichtet: 
iV=  a*  «Vi  a}  sin  a  ^  +  ^*  ^ö*  *^  ^^*  *'^ 

oder,  da  aus  der  obigen  Bedingungsgleichung  (tf),  §.  539, 
wenn  man  sie  quadrirt ,  a*  sin  a^  sina*^  '\-  J*  co«  a'  cos  a  ^ 
=  —  2  a^  V^  sin  OL  sin  a!  cos  a  öo«  a'  folgt,  auch : 

iV=  a^  6*  {sin  a^cosct'^  —  2 sin  a  «in  a'  co«  a  c?oä  a'  -f-  «in  a  ^  co«  a') 

=  a^  b^  (sin  cl  cos  a  —  sin  a  cos  ol)^, 

d.  i.  N=a^b^lsin{a  — a)]^  Das  obige  Product  ist  dem- 
nach  A'^ B^  =  irrj-.—/'  -zt^iT»  und  daraus  folgt  ganz  ein- 
fach: (2)  iABsin(oL  -^<x)  =  iab. 
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Zieht  man  nun  an  den  Endpuncten  der  conjugirten  Dia^ 
«^»mcter  Mm  =  2A  und  MW  =  2B  (Fig.  68)  die  Tangenten, 
60  entsteht  (§.  534)  ein  um  die  Ellipse  herum  beschriebenes 
Parallelogramm,  KL\  welches  offenbar  4  Mal  so  gross  als 
jenes  KC  ist ;  die  Fläche  dieses  letztern  ist  aber ,  wegen 
CAt  =  A,  CM'  =  B  und  W.  ifCi/'  =  a'  — a,  sofort 
AB  sin  (a'  —  a),  folglich  ist  AAB  sin  (a  —  a)  die  Fläche  des 
zuerst  genannten  umschriebenen  Parallelogramms  KI^  y  so 
wie  4a6  =  2a*26  das  Rechteck  aus  den  beiden  Axen  der 
Ellipse,  und  diese  beiden  Flächen  sind  also  [Gleichung  (2)] 
einander  gleich. 

Der  nämUche  Satz  gilt  anch  Ar  die  Hyperbel,  da  man  flkr  dieie 
Curve  dieselbe  Gleichung  (2)  erhAlt  [Angaben,  IL,  851]. 

b)  Für  die  Parabel 

§.  542.     Transformirt   man  die  Axengleichung  der  Pa* 
rabcl  y^:=^px   durch  Anwendung  der  erwähnten   Formeln 
in  §.  448  £q^  schiefwinkellge  Axen,  so  erhält  man : 
sin  a'2 y*  -f-  dn  a*  x^  -j-  2«in  a  sin  a'  xy  +  (2^  sin  a  — p  cos  a)x 
-|-  (2Ssina'  — pcosa^y  -|-Ä* — pd=^0. 

Um  nun  auch  hier  wieder  jenes  Azensystem  aufzufin- 
den, für  welches  diese  letztere  Gleichung  dieselbe  Form 
wie  die  Axengleichung  erhäL,  hat  man  dafür  die  drei  Bc- 
dingungsgleichungen :  sin  a^  =  0  (wodurch  auch  2  sin  et  sin  a' 
=  0  wird),  S^ — pd=0  und  26 sin  % — pcosa  =0;  wo- 
durch sich  in  der  That  die  vorige  Gleichung  (mit  Rück- 
sicht, dass  zufolge  der  ersten  Bedingungsgleichung  co«  »  =  1 
ist)  auf  jene 

(2)    y*=-Ara? 

reducirt.  Die  erste  Bedingungsgleichung  «ma  =  0  zeigt, 
dass  die  neue  Abscissenaxe  mit  der  ursprünglichen  parallel 
läuft,  also  (§.  520)  ein  Diameter  der  Parabel  ist;  die 
zweite  J* — pd  =  0,  dass  der  neue  Ursprung  (d,  ä)  einPunct 
der  Curve;   so  wie  endlich  die  dritte,    aus  welcher  nämlich 

tang  a  ==  "^  folgt ,  dass  [(a) ,  §.  525]  die  neue  Ordinatenaxe 

eine  Tangente  an  die  Curve  im  neuen  Anfangepuncte  ist: 
es  ist    daher    dati   neue  oder  gesuchte  Axcnsystem  von  der 
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verlangten  Eigenschaft  (§.522)  überhaupt  ein  System  con- 
jugirter  Axen  der  Parabel,  und  da  es  unendlich  viele 
solcher  Systeme  gibt,  so  gibt  es  auch  eben  so  viele  Axcn- 
eysteme ,  auf  welche  bezogen ,  die  Gleichung  der  Parabel 
die  Form  der  Axengleichung  besitzt,  was  damit  überein- 
stimmt, dass  man  zur  Bestimmung  der  vier  unbestimmten 
Grossen  oc,  a',  d,  S  nur  drei  Gleichungen  erhalten  hat. 

Der  Factor     .  ^>.j    der  obigen   Qleichang   ( 3 )   l&sst  sich ,    wegen 

wi  tt'*  —  1  j_/ T»   'fl»^*  =  ^    ^^^   ^^'^pdy    beqnemer    dnrch 

p  +  4J,  wobei  d  die  Absdsse  Jenes  Panctes  der  Parabel  ist,  durch  wel- 
chen der  Diameter,  als  neue  Abscissenaxe,  geht,  ansdrücken.  [Hierher 
gehörige  Angaben,  IL,  858.] 


VI. 
Die  Hyperbel  auf  ihre  Asymptoten  bezogen. 

§.  64S.  Nimmt  man  die  Asymptote  CJC'  der  Hyperbel 
MAmj  M'Ä'm^  (Fig.  73)  zur  Absciesen-  und  jene  CY'  zur«». ra 
Ordinatenaxe,  setzt  also,  um  die  Axengleichung  a*y* — b^a* 
4-a*6*  =  0  dieser  Curve  für  dieses  neue  Axensystem  (vom 
nämlichen  Anfangspunct)  umzuwandeln  (§.  448),  statt  as  und 
y  beziehungsweise  ä:  co«  a  +  y  cos  a'  und  4? «»  a  +  y  wn  a' ; 
60  erhält  wan  die  Gleichung: 

(a^  sin  a'*  —  6*  cos a'*)y *  -\-  2{a^  sm  d  sin  tx^  —  b^  cos  a  cos ol) xy 
+  (a^mitt^  —  b''cosa?)w^  +  a»  6*  =  0. 

Da  aber  hier  a  und  a!  bereits   bestimmte  Werthe  be- 
sitzen, indem^  (§.  472,  7.)  tangcf>  = und  tanga'  =  — , 

also  (wenn  man  den  Sinus  und  Cosinus  durch  die  Tangente 
ausdrückt)  für  |/a*  +  6*  =s  <• ,  auch  am  a  =  ^^^,  ccwa= — , 

c  c 

h  n. 

sinaf  =  —  und  cos  a'  =  —  ist ;  so  hat  man  auch,  wenn  man 

c  c 

diese  Werthe  in  der  vorigen  Gleichung  substituirt  und  re- 


ducirt:    ? — a?^-|-a*6*=0,  und  daraus  (l)iry-=|  («*+&*), 

als  Gleichung  der  Hyperbel  auf  ihre  Asymptoten 
bezogen.  Setzt  mfin  (2)  {  (a^ -\- b^  =  e\  &o  ist  die^e  auch: 

(3)  xt/  =  e\ 

§.  544.  Zieht  man  zu  irgend  einem  Puncte  -äf  der  Hy- 
perbel die  Coordinaten  J/P,  MQ  parallel  mit  den  Asympto- 
ten CY\  CX\  und  setzt  den  Asymptoten winkel  Y'CA.'=y; 
so  ist  ^as  Parallelogramm  QCPM=^  QC.  CP ,  stn  y  =  xy  sin  y 
^=^e^  dny  [Gl.  (3)] ,  folglich  (da  «*  «in  y  von  a  und  y  anab- 
hängig ist)  eine  constante  Grösse.  Diese  oonstaote Fläche 
ist,  wegen  W.  YXX  =  2 W.  YCX,  d.  i.  y  =  2a',  also  m  y 

=  2 sin a' cos %'  =     .  ,  .,    ( wenn   man   nämlich    für  «in   und 

co«a'  die  Werthe  aus  dem   vorigen  Paragraphe   setzt)    und 

e^siny^rr:^  2_-± —  ,     ..  *^  .^  =  1  a6,   sofort  dem  halben  Becfat- 

ecke  ADBC  der  beiden  Halbaxen  gleich.  Die  Verbindungs- 
linien der  Puncte  -4,  J5,  -4',  £'  bilden  eine  Raute -4 -B^'^^. 
deren  Seiten  mit  den  Asymptoten  beziehungsweise  poraUel 
sind,  und  deren  Fläche,  wie  leicht  zu  sehen,  4  Mal  so  gross 
als  die  aus  den  Coordinaten  des  Scheitels  A  construirte 
Kaute  CEAE'C  ist.  Weil  femer  die  grosse  Raute  aus  4 
Dreiecken ,  jedes  =  \  Rechteck  CD  besteht ,  so  ist  diese 
halb  so  gross ,  als  das  aus  den  beiden  Axen  2  a  und  2& 
construirte  Rechteck  DUd'  d\  folglich  ist  die  kleine  Raute 
AECE'  dem  halben  Rechtecke  ADBC^  also  auch  der  obi- 
gen Constanten  Fläche  e^siny  gleich. 

Diese   grosse  Raute ,    deren  Flache  sonach  »=  (a*  -f"  ^')  '^  7  =  2a& 
ist,  wird  Potenz  der  Hyperbe]  genannt 

§.  546.  Nach  dem  Verfahren  in  §.  524  erhält  mau  för 
die  auf  dasselbe  Axensystem  bezogene  Gleichung  der  durch 
die  Puncte  x\  y  {m)  und  üß'\  y'  (M)  der  Curve  gebenden 
Secante  Mm  das  System  der  Gleichungen  (da  xy  =  e*  die 
Gleichung  der  Curve  ist): 

(l)y-y'  =  f5f'  (^  -  ^  ),  (2)  xy'  =  e^  und  (3)  x"  y"  =  e\ 


Aus  (2)  und  (3)  folgt:  x' y'  —  ^" y"  =  0,  oder  auch,  wenn 
man x'y  addirt und subtrahirt : y'{x'  — «")  +  x'  (y'  —  y")  =  0, 

und  daraus  ^ .^^,.  = — ^,  so,  daes  man  für  die  Gleichung 

(1)  der  Secante  auch  hat:  y — y' = ^  {x  —  x).       Aus 

dieser  Gleichung  folgt  fta  y=0  einfach  x  —  x'  =  x'\  und 
da  für  denselben  Werth  von  y,  x  —  öf^=Cr — Cq  =  qry 
femer  (wenn  MQ  mit  CX  parallel),  af'=CP:=MQ  ist; 
so  hat  man  qr-=zMQ.  Hieraus  folgt  aber  endlich,  dass  die 
beiden  Dreiecke  mqr  und  MQR  congruent,  also  die  beiden 
zwischen  der  Curve  und  den  Asymptoten  liegenden  Ab- 
schnitte der  Secante  mr  und  MR  einander  gleich  sind. 

Da  diese  ftUr  jede  Secante  geltende  Eigenschaft  anch  noch  Statt  fin- 
den musB,  wenn  beide  Darchschnittsponcte  M^  tn  in  einen  (z.  B.  in  A) 
zusammenfallen,  also  die  Secante  zur  Tangente  (hier  Dd)  wird;  so  wird 
diese  Ton  den  beiden  Asymptoten  begrenzte  Tangente  im  BerÜhmngs- 
puncte  (A)  balbirt,  und  man  hat  sonach  ein  neues  Mittel,  um  an  einen 
beliebigen  Punct  {A)  der  Hyperbel  eine  Tangente  zu  ziehen  (indem  man 
imrAE'  parallel  mit  CY'  ziehen  vaidE'd'^C£'  nehmen  darf,  um  dAD 
zu  erhalten). 

[Benützung  der  in  diesem  §.  entwickelten  Eigenschaft  der  Secante, 
zur  Construction  der  Hyperbel,  wenn  einer  ihrer  Puncte  und  ihre  Asym- 
ptoten gegeben  sind.    IL,  267.] 
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Die  Polargleichungen  dieser  drei  Cur ven. 

a)    Für  die  Ellipse  und  Hyperbel. 

§.  M6.  Um  die  Polargleichung  der  Ellipse  zn  ent- 
«r «"  wickeln ,  für  welche  der  eine  Brennpunct  F  (Fig.  52)  der 
Pol.  und  AA  die  Axe  ißt,  muss  man  (§.  454)  in  der  Ajcen- 
gleichung  a*y * -f- ** ^*  =  «* **>  wegen  d=^  CF=Cf  ä  =  0 
und  a  =  0,  sofort  j?  =  c  +  uc05i?  und  y  =  u«mo  setzen; 
dadurch  erhält  man: 

und  daraus: 

oder,  wenn  man  (wegen  a*  —  6*  =  c*)  im  Zähler  b^  -{-c^zsi  a* 
und  im  Nenner  fc*  =  a*  —  c*  setzt : 

—  ö*ccof  ü±  a6' 
«*=  i i 3 — > 

und  wenn  man  endlich  die  doppelten  Zeichen  trennt  und  je- 
den der  beiden  Ausdrücke  ihr  sich  reducirt: 

u  =  — ; und  u  = 


Da  von  diesen  der  letztere  wesentlich  negativ  ist, 
rend   man  den  Radiusvector  immer  positiv  voraussetzt;    so 
ist  dieser  hier  wegzulassen,   so,   dass  also  der  erstere  oder 

(1)  u  =  — ; ,    sofort   die   Polargleichung   der  El- 

1  i  p  s  e  ist,  welche  ebenfalls  (so  gut  wie  die  Axengleichung) 
alle  Puncte  dieser  Curve  darstellt,  wie  eine  einfache  Dia* 
cussion  derselben  zeigt  [II.,  271]« 

Setzt  man  wieder  in  den  beiden  vorigen  Ausdrücken  von  u,  —  6* 
statt -[-&';   so   erhJUt  man   ftr   die   Folargleichnng  der  Hyperbel 

(wenn  man  sie  yerwechselt)  die  beiden  Aasdrttcke :    u  =z und 

a—* ccof  o 

,   von  denen,    wie  die  Discnssion  leigt,    der   erste  den 


a-^-  ceosv 


Zweig,  in  welchem  der  als  Pol  genommene  Brennpunct  F  liegt,  and  der 
Bweite  (welcher  daftlr  ebenfalls  pofitiT  wird)  den  entgegengesetsten  Zweig 
der  Hyperbel  darstellt.    IL,  274.] 

Zieht  man  durch  F  die  Geraden  FE^  FG  (Fig.  58)  mit  den  Asym-  n»  m, 
ptoten  parallel,  nnd  setst  den  halben  Asjmptotenwinkel  XFE  =  XFG 
x=ra;  so  geben  beide  Aasdrftcke  von  v  =  0  bis  v  =  a  nnd  von  v«« 
860* — et  bis  17  =  360*  lieinen  Werth  Ar  u  (d.  i.,  man  erhJLlt  entweder  i» 
negatiT  oder  Unendlich).  —  Will  man  dieWinliel  v,  anstatt  wie  hier  von 
der  Rechten  gegen  die  Linke,  in  umgekehrter  Richtung  zfthlen;  so  darf 
man  in  den  Torigen  AusdrQcken  von  u  nur  180*  —  v  statt  v,  d.  L  —  cos  v, 
statt  cos  V  setsen. 

A  n  m  e  r  k.    Setzt  man  (|.  462,  Anmerk.)  —  -•  s ,    wodurch  6*  in  der 

a 

Ellipse   =  ö*  —  c*  =  a*  (1  —  s")   nnd   in   der   Hyperbel   =  c*  —  a* 

—  a*  (e*  —  1)  wird ;   so   erhalten   die   Polargleich nngen   der  Ellipse 

nnd  Hyperbel  auch  die  folgende,    in    der  Astronomie  übliche  Form, 

nnd  swar  för  die  Ellipse;    u  =  — \ ^,  und  ftr  die  Hyper- 

bei,   wenn   man   nach   der   vorigen   Bemerkung  —  eosv  statt  eosv 

schreibt :  u  —  --^^ '—  und  u  =  — ^^ ^, 

l  -^^  €ca8v  <  cos  V  —  1 

b)    Für   die   Parabel 

§.  54ir.     Nimmt  man   auch  hier  den  Brennpunct  F  der 
Parabel  (Fig.  54)  zum  Pol,  und  AX  zur  Axe,  so  muss  man  "s.  m> 
zur  Entwickelung  der  Polargleichung  (§.454),  wegen  d  =  AF 
=  ip,    i  =  0  und  a  =  0,  in   der  Axengleichung  y^=pa, 

sofort  a  =  -~  -^ucoav  und  y  =  u  «m  v  setzen ;    dadurch  er- 
halt man  u^  sin  v^  — p  uco8v  =  \p\  und  daraus: 

peosv^  V/>*  co§  V*  4*/^*  **»  ^* peosv  ^p 

Man  hat  also,  nach  jedesmaliger  Reduction,  die  beiden 
Ausdrücke:  ti=  a,.    ^ r-  undt<=>  ^^,  7*^ — rt  von  denen 

2(1 — cosv)  8(1 -f- CO«  v)' 

jedoch  der  letztere,  als  wesentlich  negativ,  wieder  auszulas- 
sen ist,  so,  dass  also  «=^77-^ r  die  eigentliche  Polar - 

'        '  2  (1  —  co$v)  ® 

gleichung   der   Parabel    darstellt.   —   Wollte   man  die 
Winkel  v  in  der  entgegengesetzten  Richtung,   nämlich  von 

■vf*!  Conpendlom  4.  hAh.  Matli.  24 
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der  Linken  gegen  die  Rechte  zählen,  so  würde  man,  we- 
gen   cos  (180  —  v)  =  —  cos  V ,    sofort   u  =  -— — i r  erhal- 

^  ^  ^  2  (1  +  CO*  ü) 

ten.  [Discussion  dieser  Gleichung :  IL,  277.  Aufgaben  ober 
die  Linien  zweiter  Ordnung,  279  ff.  Anwendung  dieser  Li- 
nien zur  Construction  der  Gleichungen  des  3.  und  4.  Gra- 
des, 317  ff.] 


Fünfter  Abschnitt. 


Die  analytische  Geometrie  im  Räume  oder  auf 

drei  Coordinaten  bezogen. 


*^w4W^^ 
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Erstes  CapiteL 

Bestimmung    der    Lage   eines    Punctes   im   Raumei 
Gleichungen  der  Ebene,  der  geraden  Linie  und 

des  Punctes. 


Lage  und  Gleichungen  de«  Punetet. 

§.  648.  Xiinleitung.  Analog  mit  der  Festsetzung  eines 
Punctes  in  der  Ebene  (§.  879)  wird  die  Lage  eines  Punctes 
im  Kaume  am  einfachsten  durch  die  Beziehung  desselben 
auf  drei,  wechselweise  auf  einander  perpendikuläre  Ebenen, 
deren  Lage  als  bekannt  angenommen  wird,  bestimmt«  Sind 
nämlich  XY,  XZ,  YZ  (Fig.  74)  drei  solche  Ebenen;  AX,^^^ 
AYy  AZ  ihre  Durchschnittslinien ,  davon  also  jede  auf  den 
beiden  übrigen  perpendikul'ar  steht,  und  ist  M.  ein  innerhalb 
des  dreiflächigen  Winkels  AXYZ  liegender  Punct  im 
Baume;  so  wird  seine  Lage  offenbar  vollkommen  bestimmt 
sein ,  wenn  man  dessen  Abstände  von  den  drei  genannten 
Ebenen,  d.  i.  Mm  =  <?,  Mm  =  h  und  J/m"  =  a  kennt.  Legt 
man  nämlich  in  diesen  drei  Abständen  beziehungsweise  mit 
den  Ebenen  XYy  AZ,  YZ  parallel,  drei  Ebenen;  so  muss 
sich  dieser  Punct  in  allen  drei  Ebenen  gleichzeitig  befinden, 
kann  also  nur  in  ihrem  gemeinschaftlichen  Durchschnitts- 
puncte  M  liegen.  Da  die  genannten  6  Ebenen  ein  Parallele- 
piped  bilden,  in  welchem  also  je  zwei  gegenüber  liegende 
Kanten  gleich  sind;  so  ist  m3f=ili2,  vnIM^=^AQ  und 
ni'M=^  APy  folglich  der  Punct  if  auch  bestimmt,  wenn  die 
Abstände  jiP=a,  AQ^^b  imd  AR^=^e  gegeben  sind. 
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§.  549,  ErkläruDg.  Die  drei  Ebenen  AY,  XZ,  YZ, 
auf  welche  der  P.  if  bezogen  wird,  heissen  coordinirte 
Ebenen;  die  Geraden  AX^  AY,  AZ,  nach  welchen  sich 
diese  schneiden,  Coordinatenaxen,  oder,  weil  man  auf 
ihnen  die  Abstände  AP^  AQ^  AM,  welche  beziehungsweise 
durch  Xj  t/f  z  bezeichnet  werden,  zählt,  auch  Axen  der  «,  y 
und  z\  die  coordinirte  Ebene  XY^  in  welcher  die  Axen  der 
X  und  y  liegen ,  heisst  auch  Ebene  der  xy ;  aus  gleichem 
Grunde  werden  die  coordinirten  Ebenen  X  Z  und  YZ^  Ebe- 
nen der  X z  und  y z  genannt ;  die Fusspuncte  m,  w',  «*'  end- 
lich, der  aus  M  auf  die  Ebenen  der  xy^xz  und  yz  gefäll- 
ten Perpendikel,  heissen  Projectionen  dieses  Punctea  M 
auf  diese  Ebenen ,  und  zwar  werden  die  erste ,  da  wir  die 
Ebene  der  xy  immer  als  horizontal  annehmen.  Horizon- 
tal-, die  beiden  letztern,  Ver  ti  cal-Proj  ectionen  ge- 
nannt; es  ist  klar,  dass  der  Punct  M  auch  durch  zwei  sei- 
ner Projectionen ,  wie  z.  B^  m  und  m'  (wodurch  auch  die 
dritte  Tifi'  gegeben),  bestimmt  ist. 

Die  Grössen  or,  y,  ^,  denen^  in  soferae  sie  sich  auf  alle 
möglichen  innerhalb  des  gedachten  Winkels  liegenden  Puncte 
M  beziehen,  die  Eigenschaft  der  variablen  Grössen  zukommt, 
heissen  wieder  Coordinaten  dieser  Puncte  (gewöhnlich 
sind  y,  z  die  Ordinaten  zur  Abscisse  «),  und  da  nach  dem 
Vorigen  irgend  einer  dieser  Puncte  M  durch  die  Kelationen 
;r  =  a,  y=^bj  z  =  Cj  wenn  a,  fr,  c  gegeben  sind,  vollkommen 
bestimmt  ist;  so  heissen  diese  Belationen  Gleichungen 
des  Punctes  M. 

Man  sieht  zugleich  ,  das«  x  »» a ,  y  =  h  die  Gleich,  der  Projeciion 
fn,  X  =  a ,  »  =»  c  die  der  Project.  m  und  y  =  b,  «  •<»  c  die  Gleich,  der 
Froject  tn*  sind,  und  dass  durch  die  Gleich,  zweier  dieser  Projectionen 
auch  die  der  dritten  gegehen  sind« 

§«  ÖM.  Liegt  der  fragliche  Punct  M  nicht  in  dem  ge- 
nannten ,  sondern  in  einem  der  sieben  übrigen  dreiflächigen 
Winkel,  die  noch  entstehen ,  wenn  man  sich  die  drei  coor- 
dinirten Ebenen  unbestimmt  verlängert  denkt ;  so  muss  man 
zu  seiner  völligen  Festsetzung  noch  die  im  vorigen  Ab* 
schnitte,  §.  374,  entwickelten  Grundsätze  hinsichtlich  der  po- 
sitiven  und  negativen  Lage   in  Anwendung   bringen»   und 
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berücksichtigen ,  dass ,  wenn  AxX^  AY,  AZ  die  positiven 
Richtungen,  sofort  ihre  Verlängerungen  AA'^  AY'  AZ'  die 
negativen  Richtungen  der  Coordinaten  Xy  y^  z  sind.  Es 
wird  daher  ein  Punct  im  Räume  ganz  allgemein  bestimmt 
sein,  wenn  nicht  bloss  die  numerischen  Werthe  von  a?,  y,  z 
(d.  i.  o,  6,  c)f  sondern  zugleich  auch  die  ihnen  nach  dieser 
Bemerkung  zukommenden  Vorzeichen  angegeben  werden. 
So  gehören  z.  B.  die  Gleichungen  Ä=  +  a,  y  =  —  6, 
z=  -{-  c  einem  innerhalb  des  Winkels  ZAÄY ,  jene  a  =  —  a, 
y  =  —  ft,  z  = —  c  einem  innerhalb  des  Winkels  Z'AX  Y' 
liegenden  Puncto  u.  s.  w* 

§.  651.  Ausser  der  ganz  allgemeinen,  kann  der  Punct 
M  auch  eine  solche  Lage  haben,  dass  er  in  einer  der  coor- 
dinirten  Ebenen,  dabei  als  noch  specielleren  Fall,  in  einer 
der  Axen,  und  endlich  selbst  noch  im  Durchschnitt  der  drei 
Axen,  d.  i.  im  Ursprünge  der  Coordinaten  liegt. 

§.  552.  Für  einen  in  der  Ebene  der  xy  liegenden 
Punct  ist  j?  =  0,  und  man  hat  sonach  als  Gleichungen  des- 
selben :  a?  =  a,  y  =  by  z  =  0.  Eben  so  sind  die  Gleichun- 
gen eines  in  der  coordinirten  Ebene  der  az  liegenden  Punc- 
tes :  Ä  =  a,  z  =  Cf  y  =  0,  und  die  eines  Punctes  der  Ebene 
der  yz :  y  =  bf  z  =  c^  a  =  0. 

§.  553.  Liegt  der  betreffende  Punct  im  ersten  Falle 
überdiess  noch  in  der  Axe  der  a ,  so  ist  auch  noch  y  =  0, 
und  man  hat  sonach  für  einen  in  der  Axe  der  x  liegenden 
Punct  die  Gleichungen :  ä?  =  a,  y  =  0,  z  =  0.  Eben  so  sind 
y  =  b,  x  =  0,  z  =  0  und  z  =  c,  x  =  0,  y  =  0  beziehungs- 
weise die  Gleichungen  eines  in  der  Axe  der  y  und  Axe  der 
z  liegenden  Punctes. 

§.  554.  Liegt  endlich  der  bezügliche  Punct  im  Ur- 
sprünge der  Coordinaten,  so  sind  dessen  Gleichungen:  ^=0, 
y  =  0,  z  =  0. 

Distanz   zweier  Puncte. 

§♦  565.   Um  die  Distanz  zweier  Puncte  MM'  (Fig.  75),  pi,.  tl 
deren  Coordinaten  beziehungsweise  a\  y\  z'  und  (Kf\  y'\  z" 
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find,  zu  bestimmen 9  lege  man  durch  jeden  derselben  d  mit 
den  coordinirten  Ebenen  parallele  Ebenen;  so  schliessen 
diese  6  Ebenen  ein  rechtwinkeliges  Parallelepiped  ein,  in 
welchem  dieser  gesuchte  Abstand  MM'  eine  Diagonale  bil- 
det,  und  worin  die  3  Seiten  sind: 

{ab  =  o,?)af  —  af\  (bc  =  my)y' --^y''  und  (bM)z'  —  z'\ 

Da  aber,  wie  bekannt,  (und  ganz  einfach  aus  den  bei- 
den rechtwinkeligen  Dreiecken  MbM  und  M'cb  ^  wegen 
M'M^  =  M'b^  +  bM^  =  M'c^  +  cb^  +  bM^  folgt),  in  je- 
dem solchen  Parallelepiped  das  Quadrat  der  Diagonale  gleich 
ist  der  Summe  der  Quadrate  der  3  Seitenlinien;  so  hat 
man,  diese  Diagonale  oder  gesuchte  Distanz  MM'^=^D  ge- 
setzt :  (1)  i>  =  l/(*'  -  afy  +  (y'  -  y'y  +  (/-  z")\ 

Zasatz.  Liegt  der  eine  Funct,  i.  B.  jener  M\  im  Ursprünge; 
•o  erhält  man  daran«,  wegen  x"  -«-  0,  y"  =  0  nnd  «"  ««  0 ,  Ar  die  Ent- 
fernung des  Ponctes  M(jc\y  z)  vom  Ursprünge: 

(2)     /)-l^?^+y  "«■+«'•." 

Gleichung   der  Ebene. 

§.  556.  Legt  man  durch  den  Halbirungspunct  einer 
Geraden  von  bestimmter  Länge  eine  Ebene  perpendikular 
auf  diese  Gerade,  so  besitzt  die  Ebene,  und  auch  nur  die 
Ebene,  die  Eigenschaft,  dass  jeder  ihrer  Puncte  von  den 
beiden  Endpuncten  dieser  Geraden  gleichweit  absteht 
Da  also  diese  Eigenschaft  die  Ebene  vollkommen  charakte- 
risirt,  so  wollen  wir  sie  zur  analytischen  Darstellung  der 
Ebene  benützen.  Es  seien  daher  ot,  ß,  y  die  (rechtwinkeli- 
gen) Coordinaten  des  einen,  ot',  ß',  y'  jene  des  andern  End- 
punctes  dieser  Geraden,  und  x^  y,  z  die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punctes  der  Ebene ;  so  hat  man  fdr  die  Abstände 
d,  (f  dieses  letztern  Punctes  von  den  beiden  Endpuncten 
der  genannten  Geraden  (§.  555) :  d*  =  (a?  —  a)*  +  (y  —  /3)* 
+  {z-  yY  und  (f«  =  {x  -ay  +  (y  -  ß')*  +  {z—y')\  Da 
nun  diese  Abstände  oder  ihre  Quadrate  fQr  alle  Puncte 
x^  yy  z  der  Ebene   einander  gleich   sind,    so   erhält  man 

oder,  wenn  man  entwickelt  und  reducirt: 
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(m)  (a-a')*  +  (ß-r)y  +  (y-y')* 

=*(«•  +  P*  +-y*  -  «'•  -  /3'*  -  />), 

für  die  allgemeine  Gleichung  der  Ebene. 

§.  M7.  Da  a,  ßy  y,  a\  ß\  /  constante  Grössen  sind, 
welche  die  Lage  der  oben  genannten  Geraden,  also  auch 
die  der  Ebene  im  Räume  bestimmen,  oder  auch  umgekehrt 
durch  die  Lage  der  Ebene,  wenn  diese  bekannt  ist,  be- 
stimmt werden;  so  hat  die  Gleichung  der  Ebene  über- 
haupt die  Form: 

(1)     Aa  +  Bi/+Cz  +  D  =  0, 

wobei  also,  so  lange  nicht  Ton  einer  bestimmten  Ebene 
die  Bede  ist,  A,  B,  (7,  Z>  unbestimmte,  von  der  Lage  der 
Ebene  abhängige  Coefficienten  sind» 

Zusatz  1.  Da  von  diesen  Coefficienten  immer  einer 
durch  Division  weggebracht,  ihre  Zahl  also  auf  3  reducirt 
werden  kann;  so  folgt,  dass  die  Lage  einer  Ebene  durch 
3  Ton  einander  unabhängige  Bedingungen  festgesetzt  wird. 

Zusatz  2.  Die  Gleichung  der  Ebene  kann  also  auch 
in  der  Form  (2)  Mx  -{-  Ny  +  Pz  =  1  oder  in  jener  ; 
(3)  z  =  aa?  +  6y  +  c  dargestellt  werden. 

Zusatz  3*  Von  den  3  variablen  Coordinaten  ^,  y,  z 
sind  immer  (wenn  sie  sich  auf  eine  bestimmte  Ebene 
beziehen)  2  willkürlich  oder  absolut  veränderlich,  während 
die  dritte  davon  abhängig  oder  von  diesen  beiden  eine  Func- 
tion ist  [wie  z.  B.  z  in  der  vorigen  Gleichung  (3)], 

Besondere  Fälle. 

§.558.  Geht  die  Ebene  durch  einen  bestimmten  Punct, 
dessen  Coordinaten  afy  y\  z'  sind,  so  hat  man  auch  aus  der 
Gleichung  (1)  ^a?'  +  5/ +  (7/ +I?  =  0  und  daher  durch 
Combination  mit  der  allgemeinen  Gleichung  (1):  A{x  —  x) 
+  jB (y  —  y')  +  ^{^  —  2f)  =  0  oder  auch: 

(2)   z-2f  =  a{x  —  af)  +  h{y-y')y 

als  Gleichung  einer  Ebene,  welche  durch  einen 
bestimmten  Punct  geht. 


Zusatz.  Geht  die  Ebene  durch  den  UrBprung, 
80  folgt  aus  der  Gleichung  (1),  indem  fbr  diesen  Punct 
(§.  554)  ^7  =  0,  y  =  0,  z  =  0  ist,  auch  i?  =  0,  und  die 
Gleichung  der  Ebene  erhält  die  Form :  Aa  -\-  By  -\-  Cz  =  0, 
oder  zufolge  der  vorigen  Gleichung  (2)  wegen  ä?'  =  0,  y'  =  0, 
/  =  0  auch  :    z=^ax  -\-  by. 

§.  559.  Steht  die  Ebene  auf  der  coordinirten  Ebene 
der  xy  perpendikulär,  läuft  also  die  genannte  Gerade 
(auf  deren  Mitte  unsere  Ebene  perpendikulär  steht)  mit  die- 
ser Ebene  der  xy  parallel;  so  ist  y'  =  y,  und  es  folgt  f&r 
die  Gleichung  dieser  Ebene  aus  (m)  (§.  556) :  (a  —  a')  j?  -|- 
(ß  _  ß')  y  =  ^  (a«  +  ß2  _  a'>  —  ß'2) ,  oder  der  Form  nach : 

Ax^By  +  D  =  Q.  —  Eben  so  sind  ^x4-C^  +  2?  =  0 
und  By  +  C'xr  +  -^  ==  0  beziehungsweise  die  Gleichungen  von 
auf  den  coordinirten  Ebenen  der  xz  und  yz  perpendikulä- 
ren  Ebenen. 

§.  500.  Schneidet  die  vorige  auf  der  xy  perpendi- 
kuläre  Ebene  die  Axe  der  x  rechtwinkelig,  steht  also  un- 
sere Ebene  auf  dieser  Axe  der  x  perpendikulär;  so  läuft 
die  besagte  Gerade  mit  dieser  Axe  parallel,  und  es  ist  nebdt 
y'  =  y  auch  noch  i3'=i3,  also  aus  (m):  (a  —  a')Ä  =  ^(a*, —  a'*), 
so,  dass  also  -4ä-+'-O  =  0  oder  ä=<2  die  Gleichung  einer 
auf  der  Axe  der  x  perpendikulär en  Ebene  ist.  Auf 
gleiche  Art  ist  By  +  Z?  =  0  oder  y  =  R  die  Gleichung  ei- 
ner auf  der  Axe  der  y ,  so  wie  Cz  -\- D=^0  oder  z=  S 
die  Gleichung  einer  auf  der  Axe  der  z  perpendikulären 
Ebene.  Dabei  sind  Q,  iZ,  S  beziehungsweise  die  Abstände 
dieser  Ebenen  von  den  coordinirten  Ebenen  der  yz,  xz  und 
xy,  mit  denen  sie  zugleich  auch  parallel  laufen. 

§.  561.  Wird  also  Q  =  0,  so  fällt  unsere  Ebene 
mit  jener  der  yz  zusammen ,  und  es  ist  sonach  ^  =  0  die 
Gleichung  der  coordinirten  Ebene  der  yz.  Eben  so  sind 
y  =  0  und  z  =  0  beziehungsweise  die  Gleichungen  der  co- 
ordinirten Ebene  der  xz  und  xy. 

§.  562»  Verbindet  man  mit  der  allgemeinen  Gleichung 
der  Ebene  (1)  jene  der  coordinirten   Ebene  der  xy  (z  =  0), 


80  gehört  das  System  dieser  Gleichungen  [-4ä?4-^+-D=0, 
z  =  0]  für  den  Durchschnitt  unserer  Ebene  mit  der  coor- 
dinirten  Ebene  der  ay;  man  nennt  diese  Durchschnittslinie 
die  Knotenlinie  der  Ebene  in  der  Ebene  der  ay,  — 
Eben  so  hat  man  [^Aa  -{-  Cz  -^  D  =  0 ,  y  =  0]  und 
[By  +  Cz  +  D  =  Oy  ^  =  0]  für  die  Gleichungen  der  Kno- 
tenlinie unserer  Ebene  in  den  coordinirten  Ebenen  der  az 
und  yz, 

§.  563.  Lässt  man  in  der  obigen  Gleichung  (m)  (§.  556) 
den  Endpunct  a,  ß\  /  der  Geraden,  auf  welchen  nämlich 
unsere  Ebene,  und  zwar  im  Halbirungspuncte,  perpendiku- 
lär  steht,  mit  dem  Ursprünge  zusammenfallen,  setzt  die 
Länge  dieser  Geraden  =  2p ,  und  bezeichnet  die  Winkel 
derselben  (als  ein  vom  Ursprung  auf  unsere  Ebene  gefäll- 
tes Perpendikel  p)  mit  den  Axen  der  Xy  y^  z  beziehungs- 
weise durch  (j>  ,x)y  (p  ,  y)y  (p  .  z);  so  wird  a'  =  0,  ß'  =  0, 
/  =  0,  femer  [(2),  §.  555]  (n)  4p*  =  a» +  ß» -f  y»,  und, 
wie  leicht  zu  sehen ,  a  =  2pcos(p  .aa),  ß  =  2p  cos(p  ,  y), 
y  =  2pco8(p,z)f  so,  dass  man  also  aus  der  genannten  Glei- 
chung (m),  nach  einer  einfachen  Beduction,  auch  als  Glei- 
chung der  Ebene  erhält: 

(1)    a  C08  (i> .  ^)  +  y  C08  (p  .  y)  +  ^  <?^*  (p  •  ^)  =  P- 

A  n  m  e  r  k.  Man  wird  leicht  bemerken,  dass  (p .  x) ,  {p  »y),  (p  .  z) 
zugleich  auch  die  Winkel  sind,  welche  nnsere  Ebene  mit  den  co- 
ordinirten Ebenen  der  yz^  rz  and  xy  der  Keihe  nach  einschliesst. 

§•  56i.  Die  vorigen  Werthe  von  a,  ß,  y,  in  der  Re- 
lation («)  substituirt,  geben :  (2)  [cos  (p .  ^)]*  +  [cos  {p  ,  y)]^ 
+  [cos  (p  .  ät)]*  =  1 ,  eine  Bedingungsgleichung,  welche  im- 
mer zwischen  den  3  Winkeln  (p .  «),  {p .  y),  (p .  z)  besteht, 
so,  dass  also  in  der  vorigen  Gleichung  (1)  wieder  nur  drei 
Grössen  wiUkQrlich  oder  unbestimmt  sind. 

§«.  565.  Vergleicht  man  die  vorige  Gleichung  (1)  der 
Ebene  mit  jener  (1)  in  §.  557,  so  ergibt  sich: 

A         eo9{p  ,x)        B         f8{p  .y)        C         cos  (p ,  z) 


*       T\  —  _      » 


D  -^p      '      D  ^p      '      D  ^p 


Die  Summe  der  Quadrate  dieser  Quotienten  gibt,  mit 
Rücksicht  auf  die  vorige  Gleichung  (2): 

=-j,   und   daraus   folgt  (1)  p  = 


so  wie  damit  aus  den  3  vorhergehenden  Gleichungen,  wenn 
man  hier  in  p  von  den  doppelten  Zeichen  das  untere  nimmt, 

und  Kürze  halber  \/A^  -f  ^*  +  C*  =  N  setzt : 

(2)  eoa(jp.x)  =  —  ,    cot{p.y)  =  —,    co»{p.z)  =  —. 

An  merk.  Es  ist  nun  auch  leicht  zu  sehen,  dass  der  geometruche 
Ort  der  allgemeinen  Gleichung  des  1.  Grades  zwischen  S  yariablen 
Grössen  oder  xix  •\-  By  +  C«  +  i)  —  0  eine  Ebene  ist.  Um 
diese,  wenn  die  Gleichung  gegeben  ist,  festzusetzen,  bemerke  man, 
dass  diese  Gleichung  durch  Division  mit  D  auf  die  Form  Mx  +  Ny 
-f- P« -*  1    gebracht,    und  weil  Jf,  N,  P  gegeben  sind,    ans  den 

Gleichungen   ^LZLl  _  jf     tlzL^N  und   '^^^^^ — P,    wo    [in 
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der  Gleichung  (m),  §.  556]  der  Kürze  wegen  i(»*  +  ^"  +  7"~ 
ft'2  —  j3'«  —  ysj-_.^  gesetzt  ist,  wenn  von  den  6  unbestimmten 
Grössen  3  willkürlich  angenommen ,  z.  B.  a  =  0 ,  /S*  «-■  0 ,  7=0 
gesetzt  werden,  die  8  übrigen  a,  ^,  7,  mithin  die  mehr  erwfthnte 
Gerade  und  damit  endlich  auch  die  auf  ihr  im  Halbirangspunde 
perpendikulftre  Ebene  selbst,  als  Ort  der  gegebenen  Gleichong  be- 
Btinmit  werden  kann. 

Gleichungen  der  geraden  Linie. 

§.  566.  Die  Gleichungen  zweier  beliebiger  Ebenen  sind 
[§.  557,  Zusatz  2.]  {p)  \Mx-^  Ny  +  Pz  =  \,  M'x  +  N'y 
-^  P'z  =  1].  Sieht  man  beide  Gleichungen  als  zusammen- 
gehörig oder  coexistirend  an,  so  gelten  die  Coordinaten  j?, 
y,  z  nicht  mehr  för  alle  Puncte  der  beiden  Ebenen,  son- 
dern nur  mehr  für  ihre  gemeinschaftliche  Durch  schnitt  s- 
linie.  Das  System  {p)  der  beiden  Gleichungen  wird  also, 
so  lange  My  Ny ,. .  noch  unbestimmt  sind,  jede  gerade  Linie 
im  Räume  darstellen  können*  Da  man  indess  jede  der  bei- 
den Gleichungen  durch  jede  andere  aus  der  Combination 
dieser  beiden  entstehenden  Gleichungen  ersetzen  kann;  so 
wollen  wir  daraus  einmal  y  und  einmal  x  eliminiren«  Da- 
durch erhalten  wir  statt  der  vorigen  beiden  Gleichungen  die 
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«infachern:  (1)  [«  =  a«  +  *>  y  =  ft^  +  ß]  »1«  Gleichun- 
geD  der  geraden  Linie  im  Baume,  die  immer  noch 
ganz  allgemein  sind  und  sofort  jede  Gerade  darstellen 
können* 

Zusatz  1.  Die  erste  dieser  Gleichungen  (1)  repräsentirt  (§.  559) 
eine  auf  der  coordinirten  Ebene  der  xz,  so  wie  die  zweite,  eine  anf  der 
Ebene  der  yz  perpendikal&re  Ebene,  und  da  sonach  die  Gerade  (1)  als 
der  Durchschnitt  dieser  beiden  Ebenen  erscheint,  so  ist  auch  die  1.  die- 
ser Gleichungen  (l) ,  die  Gleichung  der  Projection  der  Geraden  im 
Baume  auf  die  coordinirte  Ebene  der  xz,  so  wie  die  2.  die  Gleichung 
der  Projection  dieser  Geraden  auf  die  coordinirte  Ebene  der  yz.  Durch 
Elimination  ron  m  aus  diesen  beiden  Gleichungen  erh&lt  man  sofort  auch 
die  Projection  y^zcx^d  auf  die  Ebene  der  xy. 

Z  n  8  a  t  z  2.  Aus  den  Gleichungen  (1)  erbellet,  dass  (in  Bezug  auf 
eine  bestimmte  Gerade)  hier  nur  eine  der  8  Variablen,  z.  B.  z  will- 
kftrlich  oder  absolut  yeränderlich ,  die  beiden  übrigen  aber  von  dieser 
abhängig  oder  Functionen  sind. 

Besondere  Fälle. 

§.  567.  1)  Geht  die  Gerade  durch  den  Ursprung, 
BD  gehen  auch  die  beiden  Ebenen,  aus  deren  Durchschnitt 
diese  Gerade  entsteht,  durch  diesen  Punct,  und  man  hat 
(wegen  a  =  0  und  ß  =  0,  §.  558)  dafür  die  Gleichungen: 

§.  508.  2)  Fällt  die  Gerade  in  eine  der  coordinirten 
Ebenen,  z.  B.  in  jene  der  az;  so  ist  für  alle  Puncte  die- 
ser Geraden  y  =  0,  also  muss  in  dem  Systeme  der  Glei- 
chungen (1),  sowohl  &=0  als  auch  ß=0  sein,  und  man  hat 
für  eine  solche  Gerade  die  Gleichungen  [^  =  aj?  +  a,  y  =  0], 
oder,  wenn  man  schon  als  bekannt  voraussetzt,  dass  die 
Gerade  in  keiner  andern  als  der  Ebene  der  xz  liegt,  wohl 
auch  nur  a  =  az  '\-a,  [vergl.  §.  390,  (1)].  Aehnliches  gilt 
auch  hinsichtlich  der  beiden  übrigen  coordinirten  Ebenen. 

§.  660.  3)  Wird  in  den  beiden  Gleichungen  (1)  un- 
serer Geraden  2:  =  0 ,  so  gehen  diese  in  [«  =  a ,  y  =  ß] 
ftber,  und  da  diese  zweien  Ebenen  angehören,  welche  (§.  560) 
beziehungsweise  mit  den  coordinirten  Ebenen  der  yz  und 
»s  parallel   sind;   so  gehören,    beide   Gleichungen  vereint. 


der  auf  der  Ebene  der  xy  perpendikulären  DurchschnittB- 
linie  dieser  beiden  Ebenen,  also  einer  mit  der  Axe  der  z 
parallelen  Geraden.  —  Eben  so  sind  [i?  =  a,  «  =  y]  und 
[y  =  ß ,  -?  =  y]  beziehungsweise  die  Gleichungen  der  mit 
den  Axen  der  y  und  x  parallelen  Geraden. 

§.  570.  4)  Setzt  man  endlich  noch  in  den  Yorigen 
Gleichungen  a  =  0,  ß=0  und  y  =  0  (oder  berücksichtigt 
man  die  Gleichungen  in  §.  561),  so  sind  [y  =  0,  2r  =  0], 
[;f  =  0 ,  2:  =  0]  und  [^  =  0,  y  =  0]  beziehungsweise  die 
Gleichungen  der  Axe  der  x^  der  y  und  z. 

Gleichungen   des  Punctea. 

§.  571.  Gelten  gleichzeitig  die  Gleichungen  dreier  Ebe- 
nen (q)  \_Mx  +  Ny  +  Pz=l,  M'x  +  N'y  +  F'z  =  h 
M"x  +  N''y  +  P"z  =  1] ,  so  gehören  die  Coordinaten  die- 
ses Systemes  nur  mehr  dem  Durchschnittspuncte  dieser  drei 
Ebenen  an,  welcher  zugleich  auch  der  Durchschnitt  der 
obigen  Geraden  {p)  (§.  566)  mit  der  dritten  Ebene  ist.  Da 
man  aber  wieder  jede  dieser  Gleichungen  durch  eine  an- 
dere, aus  irgend  einer  Combination  aus  diesen  dreien  her- 
vorgehenden ersetzen  kann  (oder  da  man  diese  3  Gleichun- 
gen auf  unzählige  Arten  so  verändern  kann,  dass  die  Werthe 
von  Xj  y,  z  dieselben  bleiben,  welches  der  Eigenschaft  ent- 
spricht, dass  durch  den  nämlichen  Punct  auf  unzählig  ver- 
schiedene Arten  3  Ebienen  möglich  sind);  so  wollen  wir 
zur  Vereinfachung  aus  diesen  3  Gleichungen  nach  und  nach 
je  2  eliminiren,  und  statt  den  vorigen  diese  einfacheren, 
nämlich:  [^  =  0,  y  =  b,  z  =  c]  dafhr  beibehalten.  —  IVIan 
sieht,  dass  diess  zugleich  die  Gleichungen  dreier  £benen 
sind,  welche  (§.  560)  beziehungsweise  mit  den  coordinirten 
Ebenen  der  yzjxz  und  xy  parallel  laufen  und  von  diesen 
um  die  Grössen  a,  by  c  abstehen;  anstatt  also  den  Punct 
als  Durchschnitt  dreier  ganz  willkürlicher  Ebenen  (j) 
anzusehen,  ist  es  weit  einfacher,  ihn  durch  diese  3  letztem 
Ebenen  zu  bestimmen.  —  Wir  sind  sonach  auf  die  näm- 
lichen Gleichungen  zurückgekommen,  von  denen  wir  bei 
den  Untersuchungen  dieses  Capitels  (§«  549)  auegegangen. 
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Z  u  B  a  t  z.  In  diesem  Systeme  der  Gleichungen  des  Pnoctes  ist  (In 
Beziebang  auf  einen  bestimmten  Punct)  keine  der  3  Variablen  will- 
kürlich. 

A n m e r k.  Es  wird  gat  sein  su  bemerken,  dass  der  Punct  durch  drei, 
die  gerade  Linie  durch  z  w  e  i  und  die  Ebene  durch  eine  Gleichung 
bestimmt  wird. 


Zweites  Capitel 

Verbindung  der  geraden  Linie  mit  der  Ebene,  durch 
Auflösung  mehrerer  Aufgaben  über  die  Gerade 

und  Ebene. 

Aufgaben  über  dio  gerade  Linie  im  Baume. 

§.  572.  Aufgabe.  Die  Gleichung  einer  Geraden  zu 
finden,  welche  durch  zwei  bestimmte  Puncte  geht. 

A  u  f  1  ö  8  u  n  g.  Seien  a! ^  y\  z'  und  af\  y'\  z"  die  (recht- 
winkeligen) Coordinaten  des  1.  und  2.  Punctes  und  (§:  566,  L) 
j?  =  a-e  +  a,  yr=.hz  -\-  ^  die  Gleichungen  der  gesuchten 
Geraden.  Da  die  Gerade  durch  den  1.  Punct  gehen,  also 
«  =  4?',  y^=.y\  2:  =  z'  ein  Punct  dieser  Geraden  sein  soll ; 
80  hat  man  auch  ä?'=  a/  +  a,  y'  =  bz*  -\-  ß^  und  eben  so, 
der  2.  Bedingung  zufolge :  a?"  =  a/'  +  *  >  y''  =  bz''  -\-  ß. 
Aus  diesen  3  Systemen  von  Gleichungen  erhält  man  aber 
x'  —  a"  =  a(z'  —  /'),  y'  —  y'=h{z'  —  z"),  ferner  (m) 
\x  —  x'  =^a{z  —  /)  und  y — y'  =  h{z  —  z')]  (als  Gleichungen 
einer  durch  den  Punct  x\  y\  z'  gehenden  Geraden),  oder, 
wenn  man  die  aus  den  beiden  erstem  Gleichungen  für  a 
und  h  folgenden  Werthe  substituirt: 

•       »»  ' >i 

X  —  y  =  '''-, %,  {z  —  z),     y—y'  =  % {z  —  sf), 

z  ^-^z  »z  —  z 

als  die  gesuchten  Gleichungen  der  durch  die  beiden  Puncte 
«',  y',  z'  und  x*\  y\  z"  gehenden  Geraden. 


884 

§.  67S.  Aufgabe.  Die  Gleichungen  einer  Geraden 
zu  finden  y  welche  durch  einen  bestimmten  Punct  geht  und 
mit  einer  gegebenen  Geraden  parallel  lauft. 

Auflösung.  Seien  x\  %fy  s!  die  Coordinaten  des  ge- 
gebenen Punctes  und  (1)  [a  =  az  -{-  a,  y  =  ä^  +  p]  die 
Gleichungen  der  gegebenen  Geraden ;  so  sind  die  Gleichun- 
gen der  durch  den  Punct  a\  y\  z'  gehenden  Geraden  (vor.  §•) 
von  der  Form :  (2)  [jb  —  a'=  a'  {z  —  /),  y  —  y*  =  b'{z  —  aTji] 
und  die  unbestimmten  Grössen  a^  b'  sofort  der  2.  Bedin- 
gung der  Aufgabe  gemäss  zu  bestimmen.  Da  aber  die  bei- 
den Geraden  (1)  und  (2)  mit  einander  parallel  sein  sollen, 
so  müssen  auch  ihre  Projectionen  auf  eine  beliebige,  also 
auch  auf  die  coordinirten  Ebenen  der  az  und  yz^  d.  i.  (§.  566, 
Zusatz  1.)  «  =  ajzr  +  a  und  a  —  a'  =  a'  (z  —  /)  ,  so  wie 
y^zibz-^-ß  und  y  —  y'  =  b'  (z  —  z')  unter  sich  parallel, 
folglich  muss  (§.  897,  1.)  a'  =  a  und  b'  =  b  sein,  so,  daas 
man  also  für  die  gesuchten  Gleichungen  hat: 

\_a  —  a'  =  a(z  —  z'),   y  —  y'  =zb(z  —  j?')]. 

§.  574.  Aufgabe.  Zu  finden,  ob  sich  zwei  durch  ihre 
Gleichungen  gegebene  Geraden  durchschneiden,  und  wenn 
dieses  der  Fall  ist,  ihren  Durchschnittspunct  anzugeben. 

Auflösung.  Sind  (1)  [a?  =  aj2:  +  a,  y  =  fr^+ß] 
und  (2)  [a  ^  a'z  +  «',  y  =  b'z  +  ß']  die  gegebenen  Glei- 
chungen der  beiden  Geraden  (1)  und  (2),  so  müssen,  im 
Falle  sich  diese  Geraden  schneiden,  die  Coordinaten  x',  y\  / 
ihres  Durchschnittspunctes  (da  er  in  beiden  Geraden  zugleich 
liegt)  beide  Systeme  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  gleich- 
zeitig befriedigen.  Man  wird  also,  um  diese  Coordinaten 
zu  finden,  aus  diesen  4  Gleichungen  sofort  «,  y,  z  (welche 
die  Stelle  von  a\  y',  z'  vertreten)  bestimmen,  wobei  man, 
durch  Elimination  dieser  3  Grössen,  aus  den  4  Gleichungen 
auf  eine  Relation  zwischen  den  constanten  Grössen  a,  6,  « . . 
kommt,  welches  sofort  die  gesuchte  Bedingungsgleichung 
für  das  Durchschneiden  der  beiden  Geraden  (1),  (2)  sein 
wird.  —  Man  erhält  aber  aus  diesen  4  Gleichungen,  durch 
successives  Abziehen:  0  =  (a  —  aO-^-f"*  —  *'»  0=(fc  —  b')M 
+  P  —  /3',  und  daraus  : 
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*  =  («'  —  a)  :  (a  —  o')  =  (ß' —  ß)  ■  (b  —  b'), 
mithin  für  die  genannte  Bedingungsgleichung; 
(3)    (a  -  a')  (13  -  ß')  =  (6  -  b')  («  -  «')• 

Findet  aber  diese   Gleichung  (3)  Statt,    so   schneiden 
sich  die  beiden  Geraden  (1)  und  (2)  in  einem  Puncte,  des- 

Ben    Coordinaten    ;?  = r=T — jry     y  =  — r — rr-    und 


6^6'  '      «^  6  —  6' 

a  —  a 


ff= j_  [was  für  y  und  a  aus  (1)  oder  (2)  folgt]  sind. 


§.575.  Aufgabe.  Den  Neigungswinkel  zweier  (durch 
ihre  Gleichungen)  gegebenen  Geraden  zu  finden. 

Auflösung.  Zieht  man  durch  irgend  einen  Punct,  am 
einfachsten  durch  den  Ursprung,  zwei  gerade  Linien,  be- 
ziehungsweise mit  den  beiden  gegebenen  parallel;  so  ist  der 
in  diesem  Puncte  gebildete  Winkel  sofort  auch  der  gesuchte 
Neigungswinkel  der  beiden  Geraden,  diese  mögen  sich  schnei- 
den oder  nicht  Um  aber  diesen  Winkel  NAN  (Fig.  76)  zu  pig.  t«. 
finden,  seien  (1)  \x  =  az-\-ay  y  =  Ä^  +  j3]  und  (2)  [a?  = 
a'z  -|-  a',  y  =  Vz  +  /3']  die  Gleichungen  der  gegebenen 
Geraden,  also  (§§.  567,  573)  (l^  [x^=azj  y  =  6^^]  und 
(2')  [x  =  a'zy  y  =  h'z\  die  der  beiden  durch  den  Ursprung 
gezogenen  Parallelen  (1')  und  (2')  {AN^  AN),  Schneidet  man 
auf  diesen  letztem  die  Stücke  AM=^  AM*  =  1  (d.  i.  gleich 
der  Linieneinheit)  ab,  bezeichnet  die  Coordinaten  der  Puncte 
-M,  M'  durch  «',  y',  /und  ä'y  y'\  z'\  ferner  ihre  Distanz 
MM'  durch  d\  so  hat  man  ftür  die  Abstände  dieser  beiden 
Puncte  vom  Ursprünge  und  von  einander  (§.  555) :  (3)  1  = 

«'*  +  y'*+A  (4)  l  =  a?''a+y"*  +  ^'"  und  d«  =  (ar'~^T 
+  (%f  —  y'O*  +  (/  —  ^0*1  ^^'^^ »  wenn  man  entwickv?lt  und 
mit  Rücksicht  auf  die  beiden  erstem  Gleichungen  reducirt : 
(5)  d2  =  2  —  2  {afJ'  +  /y"  +  //')•  Da  aber  AM,  A  M\ 
MM\  d.  i.  1,  1,  dy  ein  geradl.  Dreieck  bilden;  so  hat  man 
daraus  für  den  gesuchten  Winkel  (l'-2')  (§.48): 

eo8  (1  .2')=  • 2 = — 2 — ' 

oder,  wenn  man  für  d' aus  (5)  substituirt,  auch  (a)  C08(V.2*) 
=  4?'a'"  H-y'y" -|~2;V,     Um  nun  noch    die  Grössen  a\  x"* 
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y^  .  •  .  durch  die  gegebenen  a,  6,  *  .  •  anszndr&cken ,  be- 
'  rücksichtige  man»  da«3  die  Piincta  M^  M'  beziehungsweise 
in  den  Geraden  (1') ,  (2')  liegen ,  mithin  auch  die  Gleich, 
gelten :  (6)  \af  =  az\  y'  =  hz'^  und  (7)  \d'  =  a'z'\  f=  b'z"] ; 
diese  Werthe  für  a^^  y  in  (3)  substituirt,  geben  (1  +  a* 
+  6«)2'2^1^  und  daraus  folgt,  Kl  -f  a^  +  i^  —  ^^  gesetzt: 

/  =  — ,    so   wie  damit  aus  (6):    y  = — und«  =  -^.  Ge- 

nau  eben  so  erhält  man  a«s  (4)   und  (7)  für  l/X+a'-f  6'» 

=  n'  sofort  z''  =  —r*  v '  =  — r  und  ^"  =  -^,       Setzt    man 

also  endlich  diese  Werthe  in  die  yorige  Gleichung  (a) ,  so 
erhält  map  wegen  W.  (r.2)  =  W.  (1  .2)  für  den  gesuch- 
ten Neigungswinkel  der  beiden  Geraden  (1)  und  (2): 

1.     CO*  (1 .  2)  -  V(i^rä^%  60  (1  H- a« -h  6-)  • 

Folgerungen. 

§.  576.  1)  Laufen  die  beiden  Geraden  mit  einander 
par all  e  ly  so  ist  wegen  W.  (1  •  2)  =  0  sofort  cos  (1,2)  =  1, 
und  es  folgt  aus  der  vorigen  Formel  I.,  wenn  man  quadrirt 
und  den  Nenner  wegschafft:  (1  -f  a^  +  6*)  (1  +  a'^  +  b'^) 
=  (1  +  o'a  +  fti')*,  oder  wenn  man  entwickelt  und  reducirt: 
(a- aO* +  (*  —  *')*  + (a  6'  — a^)"  =  0  als  Bedingungsglei- 
chung.  Da  aber  diese  Gleichung  nicht  anders  bestehen 
kann,  als  indem  die  einzelnen  Quadrate  für  sich  Null  sind; 
so  hat  man  a  —  a'  =  0,  6  —  6'=  0  und  ab'  —  a'6  =  0,  von 
welchen  Relationen  jedoch  die  dritte  nur  eine  Folge  der 
beiden  erstem  ist ;  es  ist  also  a  =0^  V  =  b  die  Bedingung, 
unter  welcher  die  beiden  Geraden  (1)  und  (2)  unter  einan- 
der parallel  sind.     (Vergl.  §.  573.) 

§.  6TT.  2)  Stehen  die  beiden  Geraden  auf  einander 
perpendiculär ,  so  wird  wegen  W.  (1.2)  =  90®  sofort 
(;oa(1.2)  =  0y  und  man  erhält  aus  I.  als  Bedingungsglei* 
chung :  (n)  1  +  aa'  -|-  66'  =  0. 

§.  518.     3)    Berücksichtiget  man ,    dass  a/  =z  cos  (1 .  jc), 
,^.  76*y  =co«(l.y),   z^  =  coJi{l  .  z)    [ist  nämlich  Fig,  76  Mm  auf 
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der  Ebene  der  ay,  und  in  dieser  mP  bxiSAX  perpendiculär, 
so  steht  auch  MP  9xdÄX  senkrecht,  und  es  folgt  aus  dem 
rechtwinkeligen  Dreieck  AMP  sofort  AP=^AMco8MAPf 
oder  wegen  AP=üb  und  A4f;=l,  auch  ^'  =  c(»(l.«);  so 
auch  für  die  übrigen],  und  eben  so  a  =  co8  (2  .  a),f/"i=co$  (2  .y) 
und  /'  a«  CO«  (2  .  z)f  wobei  wieder  (1 .  x)  den  Winkel  der  Ge- 
raden (1)  mit  der  Axe  der  a^  (2  .a)  jenen  der  Greraden  (2) 
mit  dieser  Axe  u*  s.  w.  bezeichnet;  so  erhält  man  auch  aus 
der  obigen  Relation  (a)  [§.  575] : 

(p)     €08  (1.2)=  cos  (1 .  a)  C08  (2.4?)  +  co8  (1 .  y)  cos  (2  .  y) 

-|-  cos  (1 .  £)  cos  (2  .z), 

eine  merkwürdige  Belation,  um  den  Winkel  der  beiden  Ge- 
raden (1)  und  (2)  zu  finden,  wenn  ihre  Neigungen  gegen  die 
C^ordinatenaxen  bekannt  sind.  —  Setzt  man  dagegen  diese 
nämlichen  Werthe  von  x\  xf,  /  in  die  Gleichung  (8);  so  er- 
hält man  (g)  {cos  (1 .  «)]•  +  \co8  (1 .  y)]»  +  [cos  (1 .  z)^  =  1. 
(Tergl.  §.  564.) 

§.  519.  4)  Aus  der  Gleichung  (6)  folgt  a  =  -^,  6  =  7, 
oder  wenn  man  fttr  x\  y',  /  die  vorhin  erwähnten  Werthe 
setzt,  auch  a=  ^^^  '^\  undi«:-^^-  '^^-,  so,  dass man  also 

'  CM  (1  .  Z)  C08  (1.2)'  ' 

auch  fOr  die  Gleichungen  einer  Geraden  im  Baume  die  merk- 
würdige Form  hat: 

§.  580.  f>)  Aus  den  vorigen  Wertken  von  a  und  ^  folgt : 
€08  (1 .  or)  =  a  CO«  (1 .  z)  und  co»  (1 .  y)  =  fc  co«  (1 . ;?) ;  die 
Summe  der  Quadrate  dieser  Gleichungen  noch  um  [pos  (1 .  r)]' 
vermehrt,  gibt: 

[cos  (1 .  ä)]«  +  [<JOM  1 .  y)]*  +  [cos  (1 .  ^)]« 

=  (l+a»  +  6«)[(Ta*(l.z)]», 

und  daraus  folgt ,  mit  Rücksicht  auf  die  Relation  q  (§.  578) 
und  dann  aus  den  beiden  erstem  Gleich,  för  |/l  -\-a^-^b^^^ni 

(«)     €os{l.z)=^—y  co«(l.y)  =  — ,co/«(l  .0?)=-^. 
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§.  661<  Aufgabe.  Eine  Gerade  und  ein  ausserhalb 
liegender  Punct  sind  gegeben,  man  soll  a)  die  Gleichungen 
und  b)  die  Länge  des  aus  dieBem  Puncte  auf  die  Gerade 
gefällten  Perpendikels  finden. 

Auflösung,  a)  Seien  (1)  [4?  =  az  +  a,  y=  bz  -{-  ß] 
die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden  und  x\  y\  z  die  Co- 
ordinaten  des  gegebenen  Punctes;  so  sind  die  Gleichungen 
des  durch  diesen  Punct  gehenden  Perpendikels  yon  der  Form 
(§.  572):  (2)  [^  — «  =a(^— /),  y  ^y' =  b\z  —  z)'\,  wo- 
bei d  und  b'  noch  unbestimmt  sind.  Da  aber  die  Gerade 
(2)  auf  der  yorigen  (1)  perpendikulär  sein  soll,  so  hat  man 
(§.  577)  (3)  1  +aa'  -f  6J  =0,  und  überdies  noch,  da  sich 
diese  beiden  Geraden  durchschneiden  [§.  574,  (3)] :  (a — a')03 — p*) 
=  (fc  —  i  )  (*  —  *  )>  oder,  wenn  man  für  a  ,  ß  die  aus  den 
Gleichungen  x'  =  dz'  +  a'  und  y  =  fcY  +  ß'  des  durch  den 
Punct  x\  y\  z'  gehenden  Perpendikels  folgenden  Werthe 
substituirt,  auch  (4)  (a  —  a')  (jS  +  b'z  —  y)  —  {b—  V){%  +  aV 
—  ^)  =  0;  aus  welchen  beiden  Gleichungen  (3)  und  (4) 
nunmehr  d  und  b  bestimmt  werden  können.  Wir  fiberlas- 
sen die  weitere  Ausführung,  so  wie  auch  die  Längenbe- 
stimmung des  Perpendikels  dem  Anfänger  selbst,  indem  wir 
ohnehin  weiter  unten  (§.  597)  von  dieser  Aufgabe  eine  ein- 
fachere Auflösung  geben  werden. 

Aufgaben  über  die  Ebene. 

§.  682.  Aufgabe*  Die  Gleichung  einer  Ebene  zu 
finden,  welche  durch  drei  gegebene  Puncte  geht. 

Auflösung.  Seien  x\  y\  /,  af\  y\  s!'  und  «'",  y'", 
J"  die  Coordinaten  der  drei  gegebenen  Puncte.  Die  gesuchte 
Gleichung  hat  (§.  557)  die  Form: 

(1)  ^«+3-y  +  -5-^  =  — 1, 

welche  zufolge  den  Bedingungen  der  Aufgabe  auch  noch 
gilt,  wenn  man  statt  x^  y,  z  nach  und  nach  x\  y', ;?', «",  y", 
z"  und  x'\  y'",  z"  schreibt;  die  dadurch  entstehenden  drei 
Gleichungen  dienen  zur  Bestimmung  der  drei  unbestimmten 

A        ^        C 

Quotienten^,  -^^  -j-,   und  zwar  findet  man,  am  einfach- 


8ten  durch  die  bekannte  Eliminationsmethode,  wenn  man  den 
gemeinschaftlichen  Nenner  ftkr  sich  schreibt: 

A  =  [%f  z    —y   z)-\-(y  z  —yz  )-f  (y   z  —yz  ), 
B  =  {xz"  —  a'z)  4" (« V  —  x"z')  +  («"V  —  xz'"), 
C  =  (xy    —x  y)  +  {x  y  —xy  )+{x  y   —X  y  )y 
D^x  (y  z  —y   z  )+4?    (y  z—yz  ) -^ x    {yz  —y  z\ 

welche  Werthe  (die  man  auch  noch  s'ämmtlich  mit  einem 
unbestimmten  Factor  P  multipliciren  könnte)  in  der  obigen 
Gleichung  (1)  substituirt,  sofort  die  verlangte  Gleichung 
geben, 

§.  568.  Aufgabe.  Die  Gleichung  einer  Ebene  zu 
finden,  welche  durch  einen  bestinunten  Punct  und  eine  ge- 
gebene Gerade  geht. 

Auflösung.  Seien  x^  y\  z  die  Coordinaten  des  ge- 
gebenen Punctes  und  (1)  [ä  =  a^:  +  a,  y  =  ä^:  +  ß]  die  Glei- 
chungen der  gegebenen  Geraden.  Die  gesuchte  Gleichung  der 
Ebene  hat  die  Form  (2)  Ax  +  By  +  Car  +  Z>  ^  0,  und  man 
hat  daraus,  vermöge  der  ersten  Bedingung :  (2')  Äx'  -\-  By 
+  C/-|-Z>  =  0;  es  ist  also  such,  wenn  man  abzieht: 
(3)  A{x  —  x')^B{y—y')'^C{z  —  z)  =  ^  die  Gleich, 
einer  durch  den  Punct  x\  y\  /  gehenden  Ebene. 
—  Um  femer  die  noch  unbestimmten  Coeflficienten  A^  BjC 
der  zweiten  Bedingung  gemäss  zu  bestimmen ,  wird  man 
bloss  ausdrücken  dürfen ,  dass  die  Gerade  (1)  gänzlich  in 
der  Ebene  (2)  oder  (3)  liege,  und  diess  geschieht,  indem 
man  bemerkt,  dass  die  Coordinaten  x^  y,  z  aller  Puncte  der 
Greraden  die  Gleichung  der  Ebene  befriedigen  müssen.  Setzt 
man  daher  die  Werthe  von  Xy  y  aus  den  Gleichungen  (1) 
in  (2);  so  erhält  man  {A(i-\- B^ -\-D) -\- {Aa  +  Bb  +  C^z 
=  0,  und  da  diese  Gleichung  für  jeden  Werth  von  z  gel- 
ten soll,  so  hat  man  nach  dem  Satze  der  unbestimmten  Coef- 
ficienten:  (4)  ^a  +  jB/3  -f  i>  =  Ound  (5)  Aa-\-Bb+  C=  0, 
welche  beiden  Gleichungen  sonach  die  Bedingung  ausdrücken, 
dass  die  Gerade  (1)  gänzlich  in  der  Ebene  (2)  liegt.  — 
Wird  die  Gleichung  (4)  von  jener  (2')  subtrahirt,  so  erhält 
man  (6)  A{x  —(i)  +  B {y  —  ß)  +  Cz  =  0,  eine  Gleichung, 
welche  die   GrOsse  D   nicht   mehr   enthält   und  die  vorige 


Gleichung  (4)   ersetzen   kann.     Um   endlich   noch  aus  den 

beiden  Gleichungen  (5)  und  (6)  die  Coefficienten  -^,  -^  zu 

bestimmen,  hat  man,  diese  indess  durch  i;  und  w  bezeichnet : 
aü-[-Äw4-l  =  0,  (a?'  — a)r  +  (y'  — j3)w  +  Ä?'=0,  und  dar- 
aus durch  Elimination: 

C  o(y  -^^)  — 6(x— «) 

SO,  dass  man  also  hat:  -4  =•  ß  +  bz' — y\  B  =  —  (a  +  az — «0 
und  C=a(y'  —  ß)  —  b(x — a),  wodurch  endlich  die  Glei- 
chung (3)  der  gesuchten  Ebene  völlig  bestimmt  i«t« 

ZusAti»  Liegt  der  gegebene  Pnnct  in  der  gegebenen  Geraden, 
80  folgt  auch  axLB  der  Gleichung  (1):    x  ^az  ^  a^  y  =bx -^ß  ^    mit 

welchen  Werihen  abeir  A^  B,  C  Knll,  alao  -^  =  %  nnd  -^^ —  }  werden, 

sum  Beweise,  dass  in  diesem  Falle  die  Aufgabe  unbestimmt  sei  oder 
unz&hlige  Ebenen  der  Aul^be  OenOge  leisten. 

§.  684.  Aufgabe.  Den  Neigungswinkel  zweier 
gegebenen  Ebenen  zu  finden. 

Auflösung.  Seien  L  Ax  +  By  +  Cz -\- D=^0 
und II.  Aa  +  ffy  -\-  C z-\- 1/ ^=Q  die  Gleichungen  der  bei- 
den gegebenen  Ebenen  I.  und  IL  Fällt  man  vom  Ursprünge 
der  Coordinaten  auf  diese  Ebenen  I,  11  die  Perpendikel 
(beziehungsweise)  p^  p  \  so  hat  man  für  die  Winkel  dersel-i» 
ben  mit  den  Coordinatenaxen  (§.  565): 

eos{p.a)  —  'yr,  eo${p.y)  =  '^,  co8(p.z)=-j^ 

und  N=yA^  +  B^-+-  C*, 
dann 

und  N'  =  \/A*  +  B'^  +  C^. 
Für  den  Winkel  der  beiden  Perpendikel  />,  p'  hat  man 
aber  [§.  578,  (p)] : 

€08  {p.p')z=  C08  {p  .  0?)  C08  {p  .  o)  +  C08  (p  .  y)  008  {p\  y) 

+  €08  (p  .  z)  C08  (p.  z), 

mithin,  wenn  man  die  unmittelbar  yorhcrgehenden  Werthe 
•ubstituirt  und  berücksichtiget,  dass  der  Winkel  der  beiden 


«»1 

Perpendikel  p ,  p'  zugleich  auch  der  gesuchte  Winkel  (I.  II) 
der  beiden  Ebenen  I  und  11  ist: 

(1)  ««(I.II)  =  j7^i=^===^=i==f=^ 

Folgerungen. 

§.  685.  1)  Laufen  die  beiden  Ebenen  mit  einander  pa- 
r allein  so  ist  co$  (I .  II)  ==  oo«  0  =  1,  und  man  erhält  aus  der 
vorigen  Belation  (1),  wenn  man  gleich  den  Nenner  weg- 
schafft, die  Gleichung  quadrirt  und  reducirt: 

(AR  —  A'B)^  +  (AC'  —  A'C)^  +  (BC  —  B"  C)*  t=^0, 
eine  Gleichung,    welche  wieder  in  die  3  folgenden  zerfallt: 
AB^  —  AB  =  0,  AC  —  AC=0  und  5(7'  — J5'C=0,  so, 
dass  also  die  Bedingungsgleichungen  für  den  Parallelis- 
mus der  beiden  Ebenen  I  und  II  sind: 

Ton  denen  übrigens  jede  eine  Folge  der  beiden  andern  ist. 

Anmerk.  Diese  Bedingungsgleichungefl  (2)  lassen  sich  auch  leicht 
finden,  wenn  man  bemerkt,  dass  die  Knotenlinien  der  beiden  paral- 
lelen Ebenen  (§.  562)  ebenfalls  unter  sich  parallel  sein  müssen. 

§.  586.  2)  Stehen  die  Ebenen  I  und  11  auf  einander  p  e  r- 
pendikulär,  so  hat  man  wegen  cos  (1. 11)  =  cos 90^  =  0 
sofort  die  Bedmgungsgleichung :  (3)  -4^'  +  BB'  +  CC  =  0. 

§.  587.  3)  Lässt  man  eine  der  beiden  Ebenen,  z.  B. 
jene  11,  nach  und  nach  mit  den  3  coordinirten  Ebenen  zu- 
sammen fallen ;  so  erhält  man ,  wenn  sie  zuerst  auf  die 
Ebene  der  ay  fallt,  da  die  obige  Gleichung  II.  itl  diesem 
Falle  in  ;p=*=0  (als  Gleichung  der  Ebene  der  a?y,  §.  561) 
fibergehen  muss :  -4'  =  0,  £'  =  0,  iy=0,  und  daher  für 
den  Winkel  (I.  ay)  der  Ebene  I  mit  der  coordinirten  Ebene 

der  at/,  wenn  man  wieder  J/Ol*  +  B^  +  C^  =  N  setzt : 

C 
Ö08  (L  ay)  ^=  —  =^co8{p.  z)  [wegen  Gleich.  (2),  §.  565]. 

(4) {  C09 (L  az)  z=:—z=zco8{p.i/)  detto«  detto. 


N 
A 


cos  (L  y  2^)  =  —  :=  cos  {p .  a)  detto.     detto. 


Da  also  zugleich  (in  Uebereinstimmung  mit  §.  563,  Anmerk.) 

(5)  (L xy)=z{p. z),  (L xz)  =  {p.y)  und  (I. yz)  =  (p.  je) 

ist,  so  lässt  sich  die  Gleichung  der  Ebene  (1),  §.  563  auch 

so  darstellen: 

(6)  X  cos  (I.  yz)  -f-  y  cos  (L  xz)  -^  zeoa  (I.  xy)  =  p. 

Auch  gibt  die  Summe  der  Quadrate  der  Gleichungen  (4): 

(7)   [cos  (I.  xy)Y  +  [cos  (I.  xz)}^  +  [cos  (L  yz)y  =  1 

[welche  Gleichung  übrigens  auch  aus  den  vorigen  Belatio- 
nen  (5)  und  der  Gleichung  (2),  §•  564,  folgt]. 

§.  588.  4)  Analog  mit  den  yorigen  Eelationen  (5)  er- 
hält man  auch  f&r  eine  2.  Ebene  11 ,  auf  welche  vom  Ur- 
sprung das  Perpendikel  p^  gefällt  wird : 

(j>\z)  =  (ll.xy),  {p\y)  =  (U.xz),  {p\  x)  =  {U.  yz)  ; 

es  ist  also  nach  der  Relation  (p),  §.  578,  auch: 

(8)  C08  (I.  ü)  =  cos  (I.  xy)  cos  (ü.  xy)  -|-  cos  (!•  xz)  cos  (H.  xz) 

-f-  cos  (I.  yz)  cos  (II-  yz), 

§.  689.  Aufgabe.  Die  Gleichung  einer  Ebene  zu 
finden,  welche  durch  einen  bestimmten  Punct  geht  und  mit 
einer  gegebenen  Ebene  parallel  lauft. 

Auflösung.  Seien  x\  y\  s!  die  Coordinaten  des  ge- 
gebenen Punctes ,  und  (1)  Ax'\-  By  +  Cz  +  2>  =  0  die 
Gleichung  der  gegebenen  Ebene.  Die  Gleichung  der  ge- 
suchten Ebene  ist,  mit  Rücksicht  auf  die  1.  Bedingung 
(§.  583),  von  der  Form: 

(2)  A'(x^x^^-ff{y-y^  +  C{z  —  /)  =  0. 
Zufolge  der  2.  Bedingung  hat  man  aber  [§.  585,  (2)]: 

A'  _A  ^  _  ^ 

'~C'       ~C     ^"      "c^       c"' 

Werden  diese  Werthe  in  der  vorigen  Gleichung  (2),  die 
man  früher  durch  C^  dividirt,  sabstituirt,  und  wird  zuletzt 
die  ganze  Gleichung  wieder  mit  C  multipKcirt;  so  erhalt 
man  für  die  gesuchte  Gleichung  der  Ebene: 

(3)  ^(«-«')+5(y-y')+C(«-«')  =  0. 


SOS 

Aufgaben   über   die   gerade   Linie  in   Verbin- 
dung mit  der  Ebene* 

§.  50ü.  Aufgabe«  Den  Neigungswinkel  einer  gege- 
benen Goraden  mit  einer  gegebenen  Ebene  zu  bestimmen. 

Auflösung.  Seien  (1)  [Ä  =  a^  +  *>  y  =  i'2:  +  i3] 
und  I.  ^^  -|- By  -\-  Cz  -\- D=^Q  die  Gleichungen  der  ge- 
gebenen Geraden  und  Ebene;  so  sind  (§.  573)  (2)  (x=^aZf 
y  =  6z]  die  Gleichungen  einer  durch  den  Ursprung  mit  der 
Geraden  (1)  gezogenen  Parallelen,  und  (3)  {_w  =  ötzj  y  =  Vz"] 
jene   des   aus   demselben  Puncto  auf  die  Ebene  I  gefällten 

Perpendikels  ;>,  wenn  (§.  579)  «'  =  f!l^^,    1'  =  "^^!"'^^ 

und  [§.  587,  Gleich.  (4)]  coe  (j9  .  a?)  =  -rr ,    cos  (p  <y)=^  -^j 

C  A 

cos  (p  .  z)  =  -~,  folglich,  wenn  man  substituirt,  a'  =  —  und 

y  =  —  gesetzt   wird.    Da  endlich  der  Winkel   der  beiden 

Geraden  (2)  und  (3)  den  gesuchten  W.  (l.I)  zu  90^  er- 
gänzt,  also  cos  (2.3)  =  ein  (1 . 1)  ist ;  so  hat  man  nach  For- 
mel L,  §.  575: 

(Q)     gtnfl.I)  = 

V(l+-a'-f  6')(^'  +  ^'+c;*) 

Besondere  Fälle. 

§.  501.  1)  Läuft  die  Gerade  mit  der  Ebene  parallel, 
80  ist  dn  (1 . 1)  =  0,  folglich  aA  +  bB+  C=  0. 

§•  502.  2)  Steht  die  Gerade  auf  der  Ebene  perpen* 
dikulär,  so  ist  «tn (1 .1)  =  1,  und  man  erhält  aus  der 
vorigen  Formel  (Q),  wenn  man  gleich  den  Nenner  weg- 
schafft, die  Gleichung  quadrirt  und  reducirt: 

{A-  CaY  +  (B—  Ch)^  +  (Ab  —  Ba)^  =  0, 

eine  Bedingungsgleichung,  welche  jedoch  wieder  in  die  3 
folgenden:  ^— Ca  =  0,  B  —  Cb  =  Q  und  Ab  —  Ba  =  0, 
oder,  da  die  letztere  eine  Folge  der  beiden  erstem  ist,  bloss 

Ä  J5 

in  die  beiden:  (4)a  =  —  und  6  =  -7r  zerfällt;  Bedingungs- 


5M 

gleichungeiiy  die  wir  im  Verlaufe  dieser  Entwickelung  (§.  590) 
bereits  gefunden  haben. 

§.  SOS.  Aufgabe«  Ein  Punct  und  eine  Ebene  sind 
gegeben  9  man  soll  a)  die  Gleichungen ,  und  ß)  die  Länge 
des  aus  diesem  Puncte  auf  die  Ebene  gefällten  Perpendikels 
bestimmen. 

Auflösung,  a)  Sind  ä/,  y\  /  die  Coordinaten  des 
gegebenen  Punetes  und  I.  -4^ -)*-Sy  +  C'z -|- 2?  =  0  die 
Gleichung  der  gegebenen  Ebene;  so  hat  man  für  die  ge* 
suchten  Gleichungen  der  durch  den  Punct  x\  y\  /  gehen- 
den, auf  der  Ebene  I  perpendikulären  Geraden :  (1)  [x  —  x 
=  a{z  —  2^\  y  —  y'  =  h{z  —  z')\  wobei  aber  [§.  592,  (4)] 

(2)  a  =  —  und  b  =  —  ist. 

§.  504.  ß)  Um  die  Länge  dieses  Perpendikels  zu  fin- 
den, wird  man  dessen  Durchschnittspunct  a^  y,  z  mit  der 
Ebene  I  aufsuchen  und  die  Entfernung  desselben  vom  Puncte 
äß\  y\  z'  nach  Relation  ("1),  §.  555  bestimmen.  Da  es  eich 
aber,  wie  diese  Formel  zeigt,  weniger  um  die  Coordinaten 
4?,  y,  z  (die  statt  af\  y\  z"  stehen)  als  um  die  Differenzen 
X  —  ^,  y  —  y',  z  —  s!  handelt ;  so  wird  man  bei  der  Ver- 
bindung der  beiden  Gleichungen  (1)  und  L  (um  den  genann- 
ten Durchschnittspunct  dr,  y,  jzr  zu  erhalten)  am  einfachsten 
sogleich  die.^e  erwähnten  Differenzen  selbst  bestimmen.  Da- 
zu gebe  man  der  Gleichung  I.  durch  gleichzeitiges  Addiren 
und  Abziehen  der  Glieder  Aaf^  By\  (7/,  und  indem  man 
Kürze  halber  ^ä'  +  By'  -^Csf  -\-D  —  D^  setzt,  die  Form : 
A{a:-^x')'^B{y  —  i/)  +  C{z  —  z')  +  iy  =  (i\  so  erhält 
man ,  wenn  in  dieser  Gleichung  ftlr  x  —  x'  und  y  —  j/  die 
Werthe  aus  (1)  [mit  Zuziehung  von  (2)]  gesetzt  werden: 
^*(z  — /)+-BM^  — ^  +  C'2(^  — ^')  +  C'iy  =  0,  und  dar- 
aus, wenn  man  Kürze   halber  -4*  + -B*  +  ^*  = -^^   setxt: 

z  —  /  =  ———,  so  wie  damit  aus  (1)  und  (2): 


»95 

Bezeichnet  man  daher  die  gesachte  Länge  des  Perpendikels 
mit  P,  80  folgt  nach  der  genannten  Forniel  in  §.  555 : 

und  wenn  man  substituirt,  endlich: 


(3)     P  = 


V^i»  4-^2  +  0= 


Zusats.    Wäre  der  gegebene  Punct  der  Ursprung,  abo  af=zOy 

y  «0,   «'=-0;  80  wäre  i^»«  [vergleiche  §.  565,  (2)]. 

V  ^  "f-  B  "^  C 

Läge  dagegen  dieser  Pnnct  m  der  gegebenen  Ebene  selbst,  wodorch  so- 
nach die  obige  Gleichung  L  fär  x>-*x',  y=y,  z-=^z  befViedigt  würde, 
also  Ax  -^  By  -[-  Cz  ■\'D^^  0  wäre ;   so  wäre  auch,  wie  es  sein  soll, 

§.  595.  Aufgabe.  Ein  Punct  und  eine  Gerade  sind 
groben,  man  soll  a)  die  Gleichung  der  durch  diesen  Punct 
auf  der  Geraden  perpendikulären  Ebene,  und  j3)  den  Ab- 
stand dieses  Punctes  von  dem  Durchschnittspunct  der  Ge* 
raden  und  der  Ebene  bestimmen. 

Auflösung,  a)  Sind  wieder  x\  y\  /  die  Coordina- 
ten  des  gegebenen  Punctes  und  (1)  [^  =  aar -|- a,  y=ibz-\-ß'] 
die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden ;  so  ist  die  Glei- 
chung der  durch  den  Punct  x\  y',  /  gehenden  Ebene  von 
der  Form  I.  ^  (ar  —  ^  +  J5  (y  —  3/')  +  C'(i»  —  /)  =  0.  Da 
aber  die  Gerade  (1)  auf  dieser  Ebene  I.  perpendikulär  sein 
soll,  so  muss  [§.  592,  (4)]  A^=^aC  und  B  =  bC  sein,  so, 
dass  wenn  man  diese  Werthe  in  L  substituirt  und  die  Glei- 
chung durch  C  abkürzt  y  man  für  die  gesuchte  Gleichung 
erhält : 

(2)     a(^-^)+6(y-y')  +  ('^-^)  =  0. 

§.  506.  ß)  Um  ferner  den  Abstand  D  des  Punctes  x\ 
y\  sf  vom  Durchschnittspuncte  ar,  y,  z  der  Geraden  (1)  mit 
der  Ebene  (2)  zu  finden,  wird  man  zuerst  aus  der  (dazu 
nöthigen)  Verbindung  der  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2) 
statt  dieser  Coordinaten  x^  y^  z  sogleich  wieder  die  Diffe- 
renzen X  —  ijfj  y  —  y',  z  —  z'  bestimmen  und  in  die  Formel 


(1),  §.  555  substitairen.     Zur  Vereinfachung  dieser  Verbin- 
dung aber  bringen  wir  die  Gleichungen  (1)  auf  die  Form: 

(3)     [x  —  a'  =  a{z  —  z') -{-  a/  —  o?'  +  » » 

und  Bubstituiren  diese  Werthe  von  a  —  x'  und  y  —  y'  in  die 
Gleichung  (2);  so  erhalten  wir: 

{l  +  a^  +  b^{z—z')  +  a{az'  —  af  +  ai)  +  b(bz'  —  i/'  +  ß)  =  0, 
und    <[arau6  :    z  —  z^  =  — '        ^ — -^— —  —  z\    oder 

l+a'-h6' 

wenn  man  der  Kürze  wegen  a  («'  —  a)  +  i  (y'  —  P)  +  ^  =  -P 
setzt  auch: 

(4)  l^r  — /  =  _j — ^^  —  z\  und  damit  aus  (8): 

p 


«p       / '     \i 


Setzt  man  also  diese  Werthe  in  die  genannte  Formel  (§.  555), 
so  erhält  man: 

oder  wenn  man  alles  auf  den  Nenner  1  +  «*  +  ^'  bringt, 
für  P  wieder  den  Werth  herstellt  und  weglässt,  was  sich 
aufhebt : 

(1  +  a»  +  6»)  D^  =  [(«  —  a)a  —  2az'ia  —  «)  +  «»/*] 

+  [(y'-ß)^-26/(y'-ß)+-ft-/«] 
+  [6«(^'-a)«  — 2ai(^'~a)(y'  — i3)-ha»(y'  — ß)*], 

und  daraus  folgt  endlich,  wenn  man  noch  berücksichtiget, 
dass  im  2.  Theil  dieser  Gleichung  lauter  vollständige  Qua- 
drate vorkommen: 


(5) 


§.  507.     Zusatz. 

Da  diese  Verbindungslinie  D  des  Punctes  a\  y\  z  und 
des  Durchschnittspunctes  der  gegebenen  Geraden  mit  der 
gesuchten  Ebene,  dessen  Coordinaten  wir  einen  Augenblick 
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durch  a\  y\  z'  bezeichnen  wollen,  zugleich  auf  dieser  Ge- 
ra(ien   perpendikulär  steht;   so  sind  die  Gleichungen  dieser  . 
auf  (1)  normalen  Geraden  D  (§.  572) : 

iß  —  x  =-T. riz  —  z^,     y  —  y  =-n — -,{z  —  z^f 

z    —  z  z    —  * 

wobei  die  Differenzen  x"  —  x\  y"  —  y',  z"  —  /  nichts  an- 
deres als  die  obigen  Werthe  (4)  von  x  —  x^  y  —  y\  z  —  / 
sind.  Diese  letztem  Werthe  wird  man  daher  nur  in  die 
beiden  vorigen  Gleichungen  substituiren  dürfen,  um  sofort 
die  Gleichungen  des  aus  einem  gegebenen  Puncto  x\  y\  z 
auf  eine  gegebene  Gerade  (1)  gefällten  Perpendikels  D  zu 
erhalten,  dessen  Länge  flberdiess  in  der  Formel  (5)  ausge- 
drückt ist.    (Vergl.  §.  581.) 

[Das  Capitel  über  die   Transformation  der  Coordinaten 
m   Räume  s.  11.,  379  ff.] 


Drittes  Capitel. 

Von  den  krummen  Flächen  und   den   Curven  von 

doppelter  Krümmung. 

Einleitung. 

§.  506.  Ist  irgend  eine  regelmässige  krumme  Fläche 
gegeben,  so  wird  auch  ein  diese  Fläche  charakterisirendes 
Gesetz  zwischen  den  Coordinaten  eines  jeden  Punctes  der- 
selben Statt  finden.  Sind  daher  x^  y,  z  die  auf  ein  System 
von  drei  (wieder  rechtwinkeligen)  coordinirte  Ebenen  sich 
beziehenden  Coordinaten  eines  beliebigen  Punctes  der  Fläche; 
so  wird  man,  wenn  dieses  Gesetz  oder  die  charakteristische 
Eigenschaft  der  Fläche  analytisch  ausgedrückt  wird,  auf 
eine  Gleichung  von  der  Form  i'^(Ä,y,  ^)  =  0  kommen,  wel- 
che, da  sie  alle  Puncto  der  Fläche  charakterisirt  und  nur 
für  die  Puncte  dieser  Fläche  gilt,  also  diese  letztere  voll- 
kommen bestimmt,  sofort  die  Gleichung  dieser  krum- 


men  Fläche  ist*  Wird  daraas  eine  der  drei  Variablen» 
2.  B.  z  anggedrückt,  so  erhält  diese  Gleichung  auch  die 
Form  z=^f{xyy)y  und  man  sieht ,  dass  dann  die  beiden 
Coordinaten  x^  y  'willkürlich,  oder  unabhängig  variabel  sind, 
während  die  dritte  z  von  ihnen  abhängig  ist.  Nimmt  man 
daher  in  der  coordinirten  Ebene  der  xy  willkürlich  iT  =  o, 
y^=^by  und  findet  man  mit  diesen  Werthen  aus  der  vorigen 
Gleichung  z,  B.  jp=c;  so  gehört  das  System  der  Gleichun- 
gen ^  =  a,  y  =  i,  z  =  c  sofort  einem  Puncte  der  in  Bede 
stehenden  Fläche  an. 

§.  590.  Eben  so  ist  wieder  umgekehrt  der  Ort  einer 
jeden  Gleichung  zwischen  den  drei  veränderlichen  Grössen, 
4?,  y,  z  (als  Coordinaten)  von  der  Form  F{x^yyz)  =  0  oder 
auch  z=f(ayy)f  eine  Fläche,  deren  Natur  und  Beschaf- 
fenheit von  der  Natur  dieser  Gleichungen  abhängt.  —  Man 
kann  beliebig  viele  Puncte  dieser  Fläche  bestimmen,  wenn 
man  in  der  gegebenen  Gleichung  von  den  Variablen  zwei 
beliebig  annimmt,  z.  B.  «  =  a,  y  =  b  setzt,  und  damit  die 
zugehörigen  Werthe  von  t=^Cf  o\ ..  berechnet ;  nimmt  man 
dann  in  der  coordinirten  Ebene  der  xy^  d:  =  a,  y^==by  er- 
richtet in  diesem  entsprechenden  Puncte  auf  diese  Ebene 
ein  Perpendikel  (d.  i.  die  Ordinate  z)  und  trägt  darauf  die 
gefundenen  Werthe  (je  nach  dem  Vorzeichen  auf-  oder  ab- 
wärts) Cf  c\...  auf;  so  hat  man  sofort  einen  oder  mehrere 
Puncte  dieser  Fläche.  Auf  dieselbe  Art  findet  man,  indem 
man  für  x  und  y  nach  und  nach  andere  Werthe  nimmt, 
die  übrigen  zur  Bestimmung  der  Fläche  ndthigen  Punote. 

§.  WO.  Erklärung.  Je  nachdem  die  Gleichung 
jP(d:,y,^)  =  0,  die  wir  hier  stets  als  algebraisch  vor- 
aussetzen, in  Bezug  auf  jp,  y,  z  vom  1*^,  2**,  ..n**  Grade 
ist,  wird  auch  ihr  Ort,  oder  die  entsprechende  Fläche,  eine 
Fläche  der  1*^,  2*",  . .  n^  Ordnung  genannt  Es  lässt  sich 
wie  bei  den  krummen  Linien  (§.  485)  nachweisen,  dass  der 
Grad  der  irgend  einer  Fläche  entsprechenden  Gleichung 
durch  keinerlei  Umwandlung  der  Coordinaten  geändert  wer- 
den kann,  also  diese  Eintheilung  wieder  charakteristiseh  ist. 
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So  gehört  also  die  Ebene,  deren  Gleichung  (§.  557)  vom 
1.  Grade  ist,  sofort  zu  den  Flächen  der  ersten  Ordnung; 
zugleich  macht  sie  allein  schon  diese  ganze  Ordnung  aus. 
Die  Kugelfläche  gehört,  wie  wir  gleich  sehen  werden,  zu 
den  Flächen  der  zweiten  Ordnung,  u*  s.  w. 

§.  601.  Wir  wollen  endlich  noch  bemerken,  dass  das 
System  der  beiden  Gleichungen  [F(a^,i/yz)=^0,  i^(Är,y,2:)  =  0] 
dem  Durchschnitt  zweier  krummen  Flächen,  also  einer  Curve 
(im  Allgemeinen)  yon  doppelter  Krümmung  angehört,  dass 
aber  diese  Gleichung  wieder  (wie  in  §.  566)  durch  die  bei- 
den einfachem  (wenn  man  nach  und  nach  y  und  «  elimi- 
nirt)  [/(d?,  z)  =0,  f\f/,  z)  =  0]  ersetzt  werden  können.  Die 
erste  dieser  beiden  Gleichungen  ist  die  Gleichung  einer 
durch  die  Curve  im  Räume  auf  der  Ebene  der  xz  perpen- 
dikulären  Fläche,  Cylinderfläche  genannt,  die  also  ent- 
steht, wenn  man  in  allen  Puncten  der  in  der  Ebene  der  xz 
liegenden  Curve,  als  Projection  der  Curve  im  Baume  auf 
diese  Ebene,  Perpendikel  errichtet.  Eben  so  ist  die  2.  Glei- 
chung die  einer  durch  dieselbe  Curve  im  Kaume  auf  der 
Ebene  der  yz  perpendikulären  Cylinderfläche,  odtf  die  Pro- 
jection dieser  Curve  auf  die  Ebene  der  yz^  Diese  Curve 
im  Kaume,  welche  im  Allgemeinen  von  doppelter  Krüm- 
mung ist,  wird  also  hier  als  Durchschnitt  dieser  beiden  Cy* 
linderflächen  angesehen  und  bestimmt,  genau  so,  wie  in 
$.  566,  Zusatz  1.  die  Gerade  im  Kaume  durch  den  Durch- 
schnitt zweier  auf  den  ooordinirten  Ebenen  der  xz  und  yz 
perpendikulären  Ebenen  Ä?  =  a;r-|-a  und  y  =  iÄ;-|-ß  be- 
stimmt wurde. 

Die  Kugelfläche  oder  Sphäre. 

§.  602.  Eine  der  einfachsten  krummen  Flächen  ist  die 
Kugelfläche  (auch  schlechthin  Kugel)  oder  Sphäre,  und  be- 
kanntlich so  beschaffen»  dass  alle  ihre  Puncte  von  einem  be- 
stimmten Punct ,  dem  Mittelpuncte  der  Fläche ,  gleich 
weit  abstehen. 

Diese  die  Kugel  charakterisirende  Eigenschaft  kann  aber 
leicht  analytisch  ausgedrückt  werden,  um  dadurch  die  Glei- 
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chung  dieser  Fläche  zu  erhalten.  Denn  bezeichnet  man 
die  (rechtwinkeligen)  Coordinaten  des  Mittelpunctes  der  Ku- 
gel durch  a,  ß,  y,  jene  eines  beliebigen  Punctes  der  Kugel- 
fläche durch  ^,  y,  z,  und  die  constante  Entfernung  beider 
Puncte ,  d.  i.  den  Halbmesser ,  durch  r ;  so  hat  man ,  da 
diese  Relation  fQr  alle  Puncte  der  Sphäre,  aber  auch  nur 
für  diese  Puncte  gilt,  als  Gleichung  dieser  Fläche  (§.  555) : 
(1)     («  -  a)«  +  (y  _  p)«  +  (^  _  y)»  =  r». 

Z  n  8  a  t  z  1.  Fällt  der  Mittelpunct  mit  dem  Urspmnge  der  Coor- 
diBaten  zusammen,  so  redacirt  sicli  diese  Gleichung  wegen  a  =  0,  ß^^O^ 
7  ■=»  0  auf  folgende:  (2)  x*  +  y*  +  «*  =  r*. 

Znsatz  8.  Da  die  allgemeine  Gleichung  (1)  entwickelt,  die  Fonn 
x'4-y>4-;r*  — 2«x  — 2/-y  — SYÄ  +  a^  +  ß'  +  f*  —  r»  =  0 
erh&lt ,  so  ist  auch  umgekehrt  der  Ort  einer  jeden  Gleichung  von  der 
'Form  x'  +  y*  +  «*  +  -^^  +  ^y -{' C x  •{- D '^  0,  wenn  x,  y,  z  rechtw. 
Ck>orilinaten  bezeichnen,  eine  Kugelfl&che,  wof&r  die  Coordinaten  des 
Mittelpunctes  und  der  Halbmesser  beziehungsweise  die  Werthe  haben: 
«==  — iX,  ß=:  — iß,  7  — —  i^C  und 

Berührungsebene  der  KugeL 

§.  WS.  Wir  wollen  gleich  hier  die  Gleichung  einer 
Ebene  entwickeln,  welche  die  Kugel  in  einem  bestimmten 
Puncte  a\  y,  z  berühren  soll,  indem  wir  dabei  als  be- 
kannt voraussetzen,  dass  diese  Ebene  auf  dem  Endpunct  des 
an  den  Berührungspunct  gezogenen  Halbmessers  perpcndi- 
kulär  sein  muss. 

Die  Gleichung  der  Kugel,  des  an  den  Punct  x  ^  y\  z 
gezogenen  Halbmessers  (als  einer  durch  die  beiden  Puncte 
Ol,  ß,  y,  x\  y\  z  gehenden  Geraden)  und  der  durch  den- 
selben Punct  x^  y\  z  gehenden  Ebene  sind  [§§.  602,  573 
und  583,  (3)]  beziehungsweise: 

(1)  (^_a)»  +  (y_p)«+(z-y)«  =  r«, 

(2)  [;r-*'=^(^-/),y-y'  =  ^(*-/)]  «nd 

(3)  ^(«-x')+5(y-y')  +  C(;»-/)  =  0, 

wobei  aber  noch,  da  diese  Ebene  auf  der  Geraden  (12)  per- 

pendikulär  sein  soU  (§.592),  "A^^Et  CundÄ  =  ^]^  C 
ist.    Werden  diese  Werthe  in  der  Gleichung  (3)  substituirt. 
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und  wird  diese  dann  durch  C  abgekürzt,  bo  erhält  man  für 
die  Gleichung  der  Berührungs-Ebene : 

(m)(^'~a)(a?'~^)  +  (y'-i3)(/-y)  +  (/~y)(/-^)=0. 

Berücksichtiget  man ,  dads  a'j  %f^  z  ein  Punct  der  Kugel 
ist,  setzt  also  diese  Coordinaten  in  (1)  statt  x^  y,  z  und  ad- 
dirt  die  entstehende  Gleichung  zu  der  vorigen  (m);  so  er- 
hält man  auch  alsGleichung  der  Tangential-Ebene: 

(b)  («'-«)(«  -  «)  +  (y'  -  I3)(y-/B)  +  (/  -  y)(^_y)  =  r», 

welche  sich  von  jener  (1)  der  Kugel  nur  darin  unterschei- 
det ,  dass  statt  der  Quadrate  {x  —  a)  (4?  —  a)  u.  s.  w.  die 
Rechtecke  {jß  —  a)  (o?  —  a)  etc  stehen. 

Z  a  8  a  t  s.  Liegt  der  Mittelpunct  der  Kugel  im  Ursprung  der  Coor- 
dinaten ,  BO  geht  diese  letstere  Gleichaog,  wegen  a  =  /3  =  7=rO  über 
in  jene : 

0>)    /jp  -f  yy  +  %z  -  r«  [VergU  §.  432,  (7)]. 

Die    Cy linderflächen, 

§.  6WL  Erklärung.  Unter  Cylinderflächen  versteht 
man  alle  jene  Flächen,  welche  durch  die  Bewegung  einer 
Geraden,  der  erzeugenden  Linie,  die  dabei  beständig 
durch  eine  gegebene  Curve,  die  Leitlinie,  geht  und  mit 
einer  festen  Geraden,  gewöhnlich  die  Axe,  also  auch  mit 
sich  selbst  parallel  bleibt,  erzeugt'  werden. 

§•  005.  Um  diesen  Charakter  der  Cylinderflächen  ana« 
lytisch  auszudrücken,  seien  (1)  [Ä=a^:-j-a,  y=.6<z:  +  /3] 
die  Gleichungen  der  erzeugenden  Geraden  in  irgend  einer  ih- 
rw  Positionen,  und  (§.  601)  (2)  {F{x,  y,  z) = 0,  F  {x,  y,  z)  =  0] 
die  Gleichungen  der  Leitlinie,  die  im  AUgemeinen  eine  Curve 
von  doppelter  Krümmung  sein  wird.  —  Da  nun  die  erzeu- 
^  gende  Gerade  fortwährend  mit  sich  selbst  parallel  bleibt, 
80  behalten  die  Grössen  a,  b  der  Gleichungen  (1)  stets  den- 
selben Werth  (§.  576),  dagegen  ändern  sich  die  Grössen 
Q^  ß  als  Coordinaten  des  Durchschnittspunctes  der  Geraden 
(1)  mit  der  Ebene  der  xy  (es  folgt  nämlich  für  0  =  0  so- 
fort «  =  tt,  y  =  ß)  von  einer  Lage  dieser  erzeugenden  Ge- 
raden zur  andern.  Geht  man  nämlich  in  der  Cyliiiderfläche 
von  einem  Punct  zu  einem  ajidern  in  der  nämlichen  er- 

Barg*s  Compcadium  d.  höh.  Math.  26 
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zeugenden  Geraden  fort ,  so  bleiben  dabei  a ,  /S"^ zugleich 
constant;  geht  man  dagegen  dabei  von  einer  erzeugenden 
Geraden  zu  einer  andern  (d.  h.  zu  einer  andern  Position 
dieser  Geraden)»  so  sind  beide  Grössen  a,  ß  zusammen 
veränderlich,  und  daraus  folgt,  dass  zwischen  a  und  ß 
eine  gewisse  ßclation  bestehen,  oder  jede  eine  Function  der 
andern  sein  muss;  man  kann  also  setzen:  ^  (a,  p)  =  0  oder 
ß  =y(a).  Setzt  man  endlich  in  diese  Gleichung  für  a  und 
ß  die  aus  den  Gleichungen  (1)  folgenden  Werthe,  so  erhält 
man  als  allgemeine  Gleichung  der  Cylinderflächen: 

(3)     y  —  bz=f(a  —  az). 

Dabei  findet  man  die  Natur  der  Function  /  durch  Verbin- 
dung der  beiden  Systeme  der  Gleichungen  (1)  und  (2),  wo- 
durch man  nämlich  ausdrückt,  dass  die  erzeugende  Linie  (1) 
beständig  durch  die  Leitlinie  (2)  geht* 

§.  IM)6.     Beispiele  hierüber. 

1.  "Ea  sei,  am  ein  einfaches  Beispiel  hierüber  zu  geben,  die  I<eitliiiie 
ein  in  der  coord.  Ebene  der  xy  liegender  Kreis  und  dessen  Mittel- 
punct  im  Ursprung  der  Coordinaten;  so  sind  (1)  [j:*  -|-y*  ="  *"%  *  ■"  0] 
die  Gleichungen  der  Leitlinie,  und  (2)  [x=:a)r-|-a,  jf=6<-|-^  ^^ 
der  erzeugenden  Geraden.  Verbindet  man  nnn ,  erw&hntermassen ,  diese 
vier  Gleichungen  (1)  und  (2)  mit  einander;  so  erh&lt  man  füx  sie  di« 
gedachte  Relation  9  (ac,  ß)  =^0  der  zusammen  constanten  und  Tariablen 
Grossen  a,  ß  sofort:  a^-\-ß*'^r*,  und  wenn  man  für  a  nnd  ß  die  mnM 
(2)  folgenden  Werthe  setzt,  f%Lr  die  Gleichung  des  schiefen 
Cylinders  mit  kreisförmiger  Basis  :  (Ä)  (x  —  a«)*  +  (y  —  öz)*  — ■  r\ 

2.  Nimmt  man ,  als  noch  einfachem  Fall ,  die  Axe  der  z  zur  Axe 
des  Cylinders,  d.  i.  als  jene  feste  Gerade,  mit  welcher  die  erzeugende 
fortw&hrend  parallel  bleibt;  so  sind  die  Gleichungen  der  enen^endea 
Geraden  in  irgend  einer  ihrer  Positionen  [statt  den  obigen  (2)} :  x  =  «, 
y=:ß  (§.  569),  und  man  erhält  sonach  aus  den  vorigen  Gleichungen  (A}, 
wegen  a  »-'0  und  6  =  0,  för  die  Gleichung  des  gemeinen,  auf  derKbene 
der  xy  senkrechten  Cylinders:  (/)  x*4-y*=«r*.  —  Diese 
Gleichung  gehört,  wie  man  sieht,  zugleich  dem  in  der  Ebene  der  xjr 
liegenden  Kreise,  als  Projection  der  Cylinderfl&che  auf  diese  Kbene« 
welche  Flftche  durch  diese  Projection  eben  so  gegeben  nnd  bestimmt  ist» 
wie  eine  auf  der  Ebene  der  xy  perpendikul&re  Ebene  durch  ihre  Pro- 
jection ^=  ex -f-^,  d.  i.  der  Gleichung  einer  in  dieser  coord.  £beiiio 
liegenden  Geraden. 

A  n  m  e  r  k.     Wäre  der  Kreis  ,  als  Leitlinie ,  überhaupt  im  Räume  geg<e> 
ben ;   so  w&rde  man ,    da   er  immer  durch  den  Schnitt  einer  Kng«I 
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mit  einer  Ebene  entstehen  kann,  statt  den  vorigea  Gleiciiangen  (l) 
die  f(4genden: 

[(x-.ar  +  (y-:ßT  +  (^  — 7V  =  r«.    Ax-hrty+Cz  +  D^O] 
setzen,  and  im  Übrigen  wie  vorhin  verfahren. 

Conieche  oder  Kegelflächen. 

§.  007.  Erklärung.  Die  conischen  Flächen  ent- 
stehen durch  die  Bewegung  einer  Geraden,  der  erzeugen- 
den Linie,  welche  dabei  beständig  durch  einen  festen 
Punct  im  Räume,  den  Mittelpunct  oder  Scheitel  der 
Fläche,  und  eine  gegebene  Curve,  die  Leitlinie,  geht. 

§.  608.  Um  diesen  Charakter  analytisch  auszudrOcken 
oder  die  Gleichung  dieser  Flächen  zu  finden,  seien  a^  y\ 
z  die  Coordinaten  des  festen  Punctes,    femer  [§.  572,  (m)] 

(1)    \x  —  m—a(z  —  z\  y~y=b(z  —  z)\ 
die  Gleichungen  der  durch  diesen  Punct  gehenden  erzeugen- 
den Geraden  in  irgend  einer  ihrer  Positionen,  und  endlich 

(2)  [^(^1  yi  '^)=o,  rix,  y,  ^)=o] 

wieder  jene  der  Leitlinie.  In  der  Gleichung  (1)  sind  die 
Grössen  a,  6  für  dieselbe  Lage  der  erzeugenden  Linie 
constant^  dagegen  ftir  verschiedene  Lagen  veränder- 
lich, d.  h.  geht  man  von  einem  Puncto  der  Kegelfläche  zu 
einem  nächsten,  ohne  die  betreiSende  erzeugende  Gerade  zu 
verlassen ,  so  sind  a  und  b  zusammen  constant ;  geht  man 
aber  dabei  von  einer  Position  der  erzeugenden  Linie  zu 
einer  andern  fort,  so  sind  a  und  b  zusammen  variabel:  es 
muss  also  wieder  (§.  605)  von  diesen  beiden  Grössen  jede 
eine  Function  der  andern  sein,  so  dass  man  ^  (o,  6)  =  0  oder 
auch  b  =/(a)  setzen  kann.  Substituirt  man  daher  für  a 
und  b  die  aus  den  Gleichungen  (1)  folgenden  Werthe,  so 
erhält  man 

als  allgemeine  Gleichung  der  Kegelflächen. 

Um  in  einem  gegebenen  Falle  die  Natur  und  Beschaf- 
fenheit der  Function  /  zu  finden,  muss  man  wieder  die  bei- 
den Systeme  von  Gleichungen  (1)  und  (2)  mit  einander 
verbinden. 

26» 
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§.  009/  Beispiele  hierüber. 

1.  Sei  die  Leitlinie  eine  in  einer  mit  der  coordin.  Ebene  der  xjr 
parallelen  Ebene  liegende  Ellipse,  deren  grosse  nnd  kleine  Axe  be- 
siehungsweise  in  den  Dnrclischnittslinien  dieser  Ebene  mit  den  coordin. 
Ebenen  der  xz  und  yz ,  ihr  Mittclpunct  also  in  der  Axe  der  z  li^t, 
nnd  sei  der  Ursprung  der  Coordinaten  zugleich  der  feste  Fonct  oder 
Mittelpunct  der  Fl&che;  so  hat  man  (§.  567)  (1)  [x  =  a;r,  y=r6z]  als 
Gleichungen  der  durch  diesen  Punct  gehenden  erzeugenden  Geraden,  und 
(§§.  460,  560)  (2)  [^V  +  -ö'*'  — -^'^'»  «=-c]  jene  der  Leitlinie.— 
Diese  beiden  Systeme  (1)  und  (2)  mit  einander  verbunden,  erhält  man: 

A^  b* -{- B'^  a}  =z  — -— ,    und  wenn  man  fUr  a  nnd  6  die  aus  den  GleU 

chnngen  (1)  folgenden  Werthe  substituirt: 

als  Gleichung  des  elliptischen  Kegels. 

2.  Eben  so  findet  man ,  wenn  die  Leitlinie  ein  in  der  Ebene  der 
xy  liegender  Kreis  vom  Halbmesser  r  ist,  dessen  Mittelpunct  im  Ur- 
sprung liegt ,  f&r  die  Gleichung  des  schiefen  Kegels  tod 
kreisförmiger  Basis: 

Liegt  dabei  der  Scheitel  oder  Mittelpunct  x\  y,  z  zugleich  in  der  Axe 
der  z;  so  erhfilt  man  wegen  x' -*  0 ,  y=0  für  den  geraden  Kegel, 
dessen  Axe  mit  der  Axe  der:v  zusammenfällt,  die  Gleichung:  ^''Cx'-^jr*) 
„  r»  (2  —  z'y. 

Windschiefe  und  conoidieche  Flächen« 

§.  010.  Erklärung.  Bewegt  sich  die  erzeugende 
Grerade  dergestalt,  dass  sie  beständig  durch  zwei  gegebene 
Leitlinien  geht  und  einer  festen  Ebene  parallel  bleibt;  ao 
entsteht  eine  windschiefe  oder  windische  Fläche.  Ist 
als  besonderer  und  einfachster  Fall  die  eine  Leitlinie  eine 
Gerade,  so  wird  die  erzeugte  windische  Fläche,  wegen  ihrer 
Ähnlichkeit  mit  dem  Kegel  (Conus),  conoidische  Fläche 
genannt*  Ist  die  gerade  Leitlinie  perpendikulär  auf  der  ge- 
nannten festen  Ebene,  so  heisst  die  Fläche  insbesondere  ein 
gerades  Conoid. 

§.  011.  Um  nun  die  Gleichung  dieser  letztem  oder  co- 
noidischen  Flächen  zu  erhalten ,  nehmen  wir  zur  grossem 
Einfachheit  die  gerade  oder  erste  Leitlinie  zur  Axe  der  z, 
und  die  feste  Ebene,    mit   welcher  die  erzeugende  Gerade 
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beständip:  parallel  bleibt,  zur  coordin.  Ebene  der  ay;  wo-> 
durch  wir  also  im  Allgemeinen  ein  echiefwinkeliges  Coordi- 
natensystem  erhalten.     Diese  vorauj^gesetzt ,  seien 

(1)    [F{a^,y,z)=0.  r  (a^, y,  z)  =  O] 

die  Gleichungen  der  zweiten  Leitlinie  und  (2)  [y  =  ma,  z=^n] 
die  der  erzeugenden  Geraden  in  einer  ihrer  Lagen  (indem, 
das  Coordinatensystem  mag  recht-  oder  schiefwinkelig  sein, 
die  Projection  dieser  Geraden  in  der  Ebene  der  ay  durch 
den  Ursprung  geht  und  mit  der  Ebene  der  ay  parallel 
bleibt).  —  Die  Grössen  m  und  n  bleiben  aber  wieder  für 
alle  Puncte  der  Fläche ,  welche  in  der  nämlichen  erzeugen- 
den Geraden  (d.  i.  der  erzeugenden  Linie  in  ein  und  der- 
selben Position)  liegen,  constant,  dagegen  für  in  verschie- 
denen erzeugenden  Linien  liegenden  Puncte  zusammen  ver- 
änderlich, so  dass  wieder  nothwendig  eine  eine  Function 
der  andern  ist,  und  man  also,  wenn  man  m  und  n  gleich 
aas  (2)  ausdrückt,  setzen  kann: 

9  (-^,  z)  =  0  oder  (3;  z  =/(^), 

welches  sofort  die  allgemeine  Gleichung  der  conoidi- 
schen  Flächen  ist,  —  Um  fhr  gegebene  bestimmte  Fälle 
die  Natur  der  Function  /  zu  finden  ,  wird  man  wieder  die 
vier  Gleichungen  (1)  und  (2)  als  coexistirend  ansehen,  dar- 
aus a,  y,  z  eliminiren,  und  dadurch  zur  gesuchten  Relation 
zwischen  m  und  n  gelangen. 

§.  612.     Beispiele  über  diese  Flächen. 

1.  Es  sei  die  zweite  Leitlinie  ebenfiills  eine  Gerade,  welche  die 
Gleidmngen  besitzt:  (1)  [x  —  a«  -f~  >i  y^  f>^-\~ß]'  Diese  Gleichungen  mit 
jenen  (2)  [y  =-  mx,  x  <»  n]  der  erzeugenden  Geraden  verbunden ,  geben 
zuerst  X ^  an  +  «,  ^  ^^  bn-\-ß,  und  dann  wegen  y  =  mx  sofort :  bn-^-  ß 
"»  a  9»  n  -|-  a  m  (als  die  erwähnte  Relation  zwischen  m  und  n).  Setzt 
man  endlich  fCLr  m  und  n  die  aus  (3)  folgenden  Werthe,  so  erhalt  man 
nach  einer  einfsichen  Beduction:  (3)  bxz  +  ßx  —  ayz  —  cty^O  als 
Gleichung  der  conoidischen  Fläche ,  welche  durch  die  Bewegung  einer 
Geraden  erzeugt  wird,  die  sich  dabei  beständig  auf  zwei  andere  Geraden 
stQtzt  und  einer  bestimmten  Ebene  parallel  bleibt. 

2.  Sei  für  rechtwinkelige  Axen  die  zweite  Leitlinie  eine  Ellipse, 
deren  Ebene  im  Abstände  d  mit  der  coordinirten  Ebene  der  yz  parallel 
Uufk,  grosse  Axe  in  der  Ebene  der  xy  und  Mittelpunct  in  derAxe  der  x 


liegt;  10  find  die  Gleichnngeo  dieser  zweiten  IjeitBoie;  (I)  [x  —  4 
a'z*-{- &'y'  =  a'6^].  Diese  wieder  mit  den  rorigen  OldchuDgen  (t) 
der  erzengenden  Geraden  (die  Ar  jedes  Axensystem  die  n&mliche  Foim 
behalten)  Terbunden,  geben  zuerst: 

nnd  wenn  man  ftr  m  und  n  die  Werthe  in  x  und  9  herstdilt: 

als  Qleichnng  der  conoidischen  Fläche,  nach  welcher  manchmal  gcwiaae 
Gewölbe  geformt  werden. 

Für  6  — >  a  geht   die  Ellipse   in   einen  Kreis   vom  Halbmesser  o, 
und  die  Gleichung  der  Fl&che  in  (2*  — a')x>-(-<f*^'  =  0  über. 

Die   Ro  tationS'  oder  durch    Umdrehung 

erzeugten   Flächen. 

§.  6IS*  Erklärung.  Die  Rotationsflächen  entstehen 
durch  Umdrehung  einer  geraden  oder  (einfach  oder  doppelt 
gekrümmten)  krummen  Linie 5  der  erzeugenden  Linie» 
um  eine  Gerade  als  Axe;  dabei  beschreibt  jeder  Punct  der 
erzeugenden  Linie  einen  Kreis ,  dessen  Ebene  auf  der  Axe 
perpcndikulär  steht  und  Mittelpunct  in  dieser  Axe  liegt. 
Aus  dieser  Entstehungsart  der  Rotationsflächen  folgt,  dasa 
jeder  Schnitt  derselben  mit  einer  auf  der  Axe  perpendiku* 
lären  Ebene  ein  Kreis  sei ;  und  diesen  Charakter  wollen 
wir  sofort  zur  analytischen  Darstellung  dieser  Flächen  be* 
nützen ,  wobei  wir  noch  bemerken »  dass  ein  jeder  solcher 
Kreis y  durch  ein  System  von  zwei  Gleichungen,  davon  die 
eine  einer  Kugel,  deren  Mittelpunct  in  der  Umdrehungt^axe 
liegt,  und  die  andere  einer  auf  dieser  Axe  perpendikulären 
Ebene  angehört,  ausgedrückt  werden  kann. 

§.  614.  Diess  vorausgeschickt,  seien  (1)  [2^(«,  y,  «)=0, 
F"  («,  y,  z)  =  0]  die  Gleichungen  der  erzeugenden  Linie ,  und 
[jB  —  ot  =  a  (if  —  y),  y  —  j3  =  6  («  —  y)]  die  Gleichungen  der 
Axe,  wobei  a,  ß,  y  die  Coordinaten  eines  Punctes  derselben 
(der  dann  zum  Mittelpuncte  der  gedachten  Kugel  genommen 
wird)  bezeichnen;  so  hat  man  für  die  auf  dieser  Geraden 
perpendikulären  Ebene  (§.  592)  die  Gleichung  (2)  ax-\-by 
-\-2  =  d^  und  fiir  die  Kugel ,  deren  Mittelpunct  im  Puncte 
«,  ß,  y  liegt:  (3)  («_«)« -f  (y  - /3)« -|- («_ y)«  =  r«.  D» 
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nun  das  System  der  beiden  Gleichungen  (2)  und  (3)  eine 
auf  der  Rotationsfläche  Hegende  Kreisperipherie  darstellt,  so 
sind,  je  nachdem  einPunct  auf  dieser  Fläche  auf  dem  näm- 
lichen Kreise,  oder  von  einem  Kreis  zum  nächsten  fort- 
rückt, die  Grössen  d  und  r  zusammen  beständig  oder  zu- 
sammen veränderlich;  folglich  ist  wieder  jede  von  der 
andern  abhängig.  Setzt  man  dem  zufolge  d  =  9  (r*)  oder 
auch  r"=/(d),  so  folgt,  wenn  man  für  d  und  r*  die  Werthe 
aus   (2)    und    (3)    substituirt :     ax  -{- by  -\-  z  =  ^  \(x  —  a)" 

+  (y~i3)'  +  (-2^-y)']  oder  auch  (a:-a)«  +  (y- ß)" 
•^{z  —  y)*=/(a^  +  fty  +  ^)  für  die  allgemeine  Gleich, 
der  Kotationsflächen. 

Um  die  Natur  und  Beschaffenheit  der  Function  y  oder 
/zu  finden,  wird  man,  da  die  erzeugende  Linie  (1)  bestän- 
dig durch  den  Kreis  geht,  welcher  durch  das  System  der 
Gleichungen  (2),  (3)  dargestellt  wird,  diese  vier  genannten 
Gleichungen  miteinander  verbinden,  daraus  a?,  y,  z  elimi- 
niren,  und  so  zur  Eelation  zwischen  d  und  r',  wodurch  y 
oder  /  bestimmt  ist,  gelangen. 

§.  615.  Lässt  man  zur  grossem  Einfachheit  die  Rota- 
tionsaxe  mit  einer  der  drei  Coordinatenaxen,  z.  B.  mit  jener 
der  z,  zusammenfallen;  so  liegt  jede  der  vorhin  erwähnten 
Kreisperipherien  der  Fläche  in  einer  mit  der  coordin.  Ebene 
der  xy  parallelen  Ebene  und  ihr  Mittelpunct  in  der  Axe 
der  ;;;  man  hat  also  Ihr  irgend  einen  dieser  Kreise  das  Sy- 
stem der  beiden  Gleichungen  (20  [«2  4"y*  =  ^S  ^  =  <']>  von 
welchen  die  erste  (§.  606,  2.)  einem  auf  der  Ebene  der  xy 
senkrechten  Cylinder,  dessen  Axe  mit  der  Axe  der  z 
zusammenfällt,  und  die  zweite  einer  mit  der  coordin.  Ebene 
der  xy  parallelen  Ebene  angehört.  In  diesem  Falle 
hat  man  also  ftür  die  Gleichung  der  Rotationsfläche: 

z=^{x^  +y«)  oder  x^  +  y^  =f{z). 

Anmerk.  W&re  die  Rotationsaxe  nicht  die  Axe  der  x  selbst,  sondern 
mit  dieser  bloss  parallel,  und  w&ren  x  »a  a,  y  =  6  die  Coordin. 
ihres  Dorchschnittspunctes  mit  der  Ebene  der  xy\  wi  h&tte  man  fllr 
die  Gleichung  der  Botationsfl&che: 
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§.  616.    Beispiele  hierüber. 

1.  Es  sei  die  erzeugende  Linie  eine  in  der  Ebene  der  vz  liegende  Oe* 
ra(}e  und  die  Axe  der  2  die  Rotationsaxe ;  so  sind  die  Gleidinngen 
der  erzeugenden  Linie  (§§.  666,  561)  (1)  [x="a«-f-m,  y  «=  o]-  Dicee 
mit  den  beiden  obigen  Gleichungen  (2')  (vorig.  §.)  verbunden,  erhält 
man  zuerst  [wenn  man  in  (I)  z  ^^  c  aus  (2')  setzt]  x  =^  ac'\-m  oder 
(da  wegen  y  =  0  ,  x^'^r*  ist)  auch :  {ac  +  m)'  =  r*,  folglich ,  wenn 
man  für  c  und  r*  dieWerthe  aus  (2')  substituirt:  (a« -|-m)'  =  x*-f-y', 
als  Gleichung  unserer  Fläche,  die  eine  conische  oder  cjlindri- 
sehe  ist ,  je  nachdem  die  erzeugende  Grerade  die  Axe  der  z  schneidet 
oder  mit  ihr  parallel  läuft. 

2.  Lässt  man  die  erzeugende  Gerade  durch  den  Ursprung  gehen,  so  erhält 
man  für  den  geraden  Kegel  von  kreisförmiger  Basis,  dessen  Schei- 
tel oder  Mittelpnnct  im  Ursprung  der  Coordinaten  liegt  (wegen  m  »»  0), 
die  Gleichung  a*z*  =  x"  -f-  y*« 

3.  Sei  die  erzeugende  Linie  eine  in  der  coordin.  Ebene  der  xz  liegende 
Ellipse,  deren  grosse  Axe  mit  der  Rotationsaxe  (Axe  der  z)  und 
Mittelpnnct  mit  dem  Ursprung  zusammenfällt;  so  sind  die  Gleichungen 
dieser  erzeugenden  Linie  (§§.  460,  561)  (1)  [aVr* -f  &»«»  =  a*6',y  =  0]. 
Diese  Gleichungen  wieder  mit  den  beiden  obigen  (2')  verbunden,  geben 
o'-^r' -|- 6*c*  =  0*6',  oder,  wenn  man  für  r*  und  c  die  aus  (2')  folgen- 
den Werthe  setzt:  a*(a:'-|-y*) -|-6'«*  =  0^6*,  als  Gleichung  der 
durch  Rotation  einer  Ellipse  um  ihregrosse  Axe 
erzeugte  Fläche  (elliptisches  Conoid,  auch  E 1 1  i  p  s  o  i  d 
genannt). 

4.  Um  die  Gleichung  der  durch  Rotation  derselben  Ellipse  um  die  kleine 
Axe  erzeugten  Fläche  zu  finden ,  darf  man  in  der  vorigen  Gleichung 
nur  a  und  6  mit  einander  vertauschen.  Für  b  ==  a  erhält  man  aber 
daraus,  als  Gleichung  der  Kugel:  ar*  -["^'"1"  **  =^  ^*  [vergl.  §.  602,  (2)3. 

5.  Sei  die  erzeugende  Linie  eine  in  der  coordin.  Ebene  der  xz  liegende 
Hyperbel,  deren  Mittelpunct  im  Ursprung  und  Quer  -  oder  Haupt- 
axe  in  der  Umdrehungsaxe  z  liegt;  so  sind  ihre  Gleichungen  (§§.  469, 
561)  (1)  la^x^ — b*z*  =  —  a'6*,  y  =  0],  welche  mit  den  beiden  mehr 
genannten  (2')  verbunden,  sofort  a'^r*  —  ft^c*  =—  —  a'6*,  oder,  wenn 
man  fttr  c  und  r'  wieder  substituirt :  a'(x'  +y*)  —  6'«*  =»  —  a*6",  als 
Gleichung  des  durch  Umdrehung  erzeugten  Hyper- 
boloids  mit  zwei  Flächen-Asten  (hyperbolisches 
Conoid). 

6.  Nimmt  man  die  zweite  oder  conjugirte  Axe  zur  Umdrehungsaxe,  so  er- 
hält man  b*  (jjb* -\- y*)  —  a'«'  =  a*6'far  die  Gleichung  des  durch 
Umdrehung  erzeugten  Hyperboloides  mit  eine« 
Flächen- Ast 

7.  Sei  endlich  noch  die  erzeugende  Linie  eine  in  der  Ebene  der  xz  lie- 
gende  Farabel,  deren  Axe  mit  der  Umdrehungsaxe  z  und  Scheitel 
mit  dem  Ursprung  zusammenfälU;    so    sind    die  Gleichungen   dieser  er- 


sengendea  Linie  ({§.  478,  561)  (1)  [x*  =  p»,  ^»0],  welche  mit  deo 
obigen  (2')  yerbanden,  sofort  r"=/jc,  und,  wenn  man  wieder  ftr  r" 
und  e  dieWerthe  aus  (2')  setzt:  x'-j-y'^^jos,  als  Gleichung  des 
durch  Umdrehung  ersengten  Faraboloides  (parabo- 
lischen Conoids). 

Flächen  der  zweiten   Ordnung* 

§.617.  Die  allgemeinste  Gleichung  des  2.  Grades  zwi- 
schen 3  variabeln  Grossen  a,  y^  z^  nämlich  die  allgemeine 
Gleichung  der  Flächen  zweiter  Ordnung  ist 

(1)  Aa^  +  By^-^Cz^  +  Datz  +  Eaz 

'^Fyz+Ga  +  ffy  +  Iz  +  K=0. 

Anmerk.  Legt  man  einer  dieser  3  Variabeln,  z.  B.  jener  z  bestimmte 
Werthe  bei,  setzt  also  etwa  2  =  -^^)  so  gehOrt  die  ans  (1)  ent- 
stehende Gleichung  Ax*  +  By*  +  Dxy  -{-  Lx-\-  My  -f  iV  =  0  dem 
Schnitte  einer  mit  der  coordinirten  Ebene  der  ry  im  Abstände  7 
parallelen  Ebene  mit  der  krummen  Fl&che  an,  welcher  sofort  eine 
Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  sein  wird,  je  nachdem  (§.499) 
/>3  —  AAB  negatir,  positiv  oder  Null  ist. 

Da  sich  femer  ftr  die  Schnitte  dieser  Fläche  mit  Ebenen,  wel- 
che den  beiden  flbrigen  coordinirten  Ebenen  parallel  sind ,  ganz 
Ahnliches  sagen  lasst,  so  folgt,  dass  alle  mit  irgend  einer  der  drei 
coordinirten  Ebenen  parallel  gefUirten  Schnitte  lauter  gleichnamige 
Linien  der  2.  Ordnung,  nftmlich  entweder  lauter  Ellipsen,  oder  Hy- 
perbeln oder  Parabeln  erzeugen. 

§.  618,  Die  vorige  Gleichung  (1)  kann  auf  eine  ganz 
ähnliche  Weise,  wie  diess  im  §•  490  mit  der  allgemeinen 
Gleichung  der  Linien  zweiter  Ordnung  der  Fall  war,  durch 
passende  Transformationen  des  Coordinatensystemes,  wobei 
man  von  rechtwinkeligen  Achsen  wieder  auf  rechtwinkelige 
Achsen  übergeht,  dabei  aber  sowohl  den  Ursprung  als  die 
Lage  derselben  ändert,  vereinfacht  werden.  Man  erhält 
nämlich,  wenn  man  die  Coordinaten  des  neuen  Ursprunges 
durch  a,  J,  ö  und  die  3  Winkel,  wodurch  die  neue  Lage 
oder  Richtung  der  Coordinatenachsen  gegen  die  ursprüng- 
liche durch  9,  (J>,  S  bezeichnet  werden,  eine  Gleichung  ge- 
nau von  derselben  Form,  nämlich: 

(2)     A'x^  +  ffy^  +  Cz'^  +  I/x'y'  +  irx'z' 
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wobei  jedoch  die  Coeffizienten  die  6  willkürlichen  oder  un- 
bestimmten Grössen  o,  b,  e,  ^,  ^,  0  enthalten*). 

§.  619.  Da  man  nun  über  die  erwähnten  6  Stflcke  frei 
disponiren  kann,  so  kann  man  auch  eben  so  viele  CoeiB- 
zienten  der  vorigen  Gleichung  (2)  Null  setzen  und  dadurch 
im  Allgemeinen  6  Glieder  aus  der  genannten  transformirten 
Gleichung  eliminiren*  Schafft  man  fürs  Erste  jene  Glieder 
weg,  welche  die  Producte  a^f/\  x' z\  y'sf  enthalten  (was 
immer  möglich  ist,  II,  §»  195),  so  erhält  man  für  die  Flä- 
chen der  zweiten  Ordnung  die  einfachere  Gleichung: 

(3)  Mx^  -\-  ATy^  +  M'^z""  -\-  Nx  -^  N'y-^  N"z  ^^  D  =  0. 

*)  Bezeichnet  nimüch  nnter  der  obigen  VorauMeUung  0  den  Neigiuigs« 
Winkel,  welchen  die  neue  Achse  der  z  mit  der  uriprftnglichen  bildet, 
und  sind  9  und  4«  die  Winkel,  welche  besiehnngsweise  die  alte  und 
neue  Achse  der  x  mit .  der  Durchschnittslinie  der  beiden  (der  alten 
und  neuen)  coordinirten  Ebenen  der  xy  einschliessen ;  so  findet  man 
(II.  §.  172  ff.),  wenn  die  neuen  Coordinaten  zum  Unterschiede  mit 
Accenten  bezeichnet  werden,  erstlich  bei  der  Aenderang  des  Ur- 
sprunges der  Coordinaten  ohne  ihre  Lage  zu  yerftndem : 
(l)..x  =  a  +  r',  y=6+y,  z  =  c  +  z 
und  dann,  wenn  nur  die  Richtung  ge&ndert  wird  nnd  der  Ursprung 
derselbe  bleibt: 

X  =  Ä^x  H-  B^y  +  C^x  \ 
y  =  ^x'  +  Ä,y'4-C,«   [(2) 
z  =  A^x  +  B^'  +C^z] 
wobei  Äi^=^cos  ^coB^  —  ain^  sin  ^caä  Q 
^  =  nn  9  00«  vf/  -|-  cos  tf  sin  ^^cosS 
A^zzz  —  sin  ^  sin  G 

£^  Mi  —  cos  9  «m  ^  •—' sin  ff  eos  ^  eos  G 
jB^o-  —  sin  tf  sin  ^ -{•  COS  'f  cos  ^eosB 
JB,  =  —  CO»  4»  »t»  ö 
und  Oj «—  — -  sin  ff  sin  S,     C^^^  cos  ff  sin  0^    Ca  ■*  co»  9  ist. 

Es  können  noch  zwischen  den  in  (2)  vorkommenden  Coefficienten  die 

nachstehenden  interessanten  Relationen  nachgewiesen  werden : 

A\+B\  +  C\  =  \        ^.^  +  B.B, +C.C,  =  0 

A\+B\^C\  —  l        ^,^-|-B,B,  +  C,C,  =  0 

Ä\  +  Bl  +  Cl  =  \        iMt  +  ^A  +  C.C,  =  0 

A\+Ä\+Äl  =  \  AB,4-^5,  +  ^^=0 
B\+B\  +  n\  =  \  a.c.  +  ^,C,  +  ^C.  -  0 
C?  +  CH-C|  =  I        B.C.  +  P.C.  +  B.C.  - 0. 
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§.  620.  Aus  dieser  Gleichung  folgt  (genau  so  wie  in 
§.  617  Anmerk,)»  dass  die  betreffende  krumme  Fläche  von 
Ebenen,  die  mit  der  coordinirten  Ebene  der  ay  parallel 
sind,  entweder  nach  lauter  Ellipsen,  oder  Hyperbeln 
oder  Parabeln  geschnitten  wird,  je  nachdem  das  Product 
MM'  positiv,  negativ  oder  Null  ist;  dasselbe  gilt 
auch  von  den  Schnitten  parallel  mit  der  coordinirten  Ebene 
der  az  und  yr,  wenn  man  statt  dem  Torigen  Producte  MM' 
beziehungsweise  jene  MM'^  und  M'M"  setzt. 

Hieraus  folgt  femer,  dass  wenn  von  diesen  drei  Reihen 
Schnitten  zwei  Iteihen  durchgehends  Ellipsen  oder  Hyper- 
behi  sind,  sofort  die  dritte  Reihe  nur  Ellipsen  sein  können. 
Denn  ist  z.  B.  MM'  und  auch  M'M"  positiv,  so  sind 
die  Coeffizienten  Jf,  JIT,  M"  entweder  alle  zugleich  positiv 
oder  zugleich  negativ,  folglich  ist  dann  auch  das  Product 
MM"  positiv.     Sind   dagegen    die    Producte   MM'  und 

M'M"  negativ,   so  ist  =  ---^  positiv   und   daher 

M.  Ja.  JA 

das  Product  MM'  ebenfalls  positiv,  wodurch  die  be- 
hauptete Eigenschaft  sofort  erwiesen  ist. 

Man  nennt  aber,  wenn  alle  drei  Reihen  dieser  Schnitte 
Ellipsen  sind,  die  betreffende  krumme  Fläche  oder  auch 
den  von  derselben  begrenzten  Körper  einEllipsoid;  sind 
dagegen  zwei  Reihen  dieser  Schnitte  Hyperbeln  (also  die 
dritte  Reihe  Ellipsen),  so  heisst  die  Fläche  oder  der  Kör- 
per Hyperboloid* 

Ist  endlich  einer  der  drei  Coeffizienten  M,  M'^  M" 
z.  B.  Jf  =  0,  so  sind  zwei  , Reihen  dieser  Schnitte  (näm- 
lich jene,  welche  durch  mit  den  coordinirten  Ebenen  der 
xz  und  yz  parallele  Ebenen  entstehen)  durchaus  Parabeln, 
während  die  Schnitte  der  dritten  Reihe  ebenfalls  Parabeln 
oder  Eillipsen  oder  Hyperbeln  sind,  je  nachdem  noch  ein 
zweiter  dieser  CoefBcienten  z,  B.  Jl!r  =  0  oder  (bei  dieser 
Annahme)  MM'  positiv  oder  negativ  ist ;  eine  solche  Fläche 
oder  ein  solcher  Körper  wird  gewöhnlich  ein  Paraboloid 
genannt. 

§•  621.  Da  sich  unter  gewissen  Bedingungen  aus  der 
»igen   Gleichung  (2)  nicht  bloss  die   Glieder  in  xy^  xz 
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und  yzy  sondern  in  der  That  auch  noch  jene  3  in  4?,  y,  z 
eliniiniren  lassen;  so  erhält  man  dann  die  noch  einfachere 
Gleichung : 

(4)    Mx^'\'My'\-M"z^^P=0, 

welche  immer  noch  dem  vorhin  erwähnten  Ellipsoide  und 
Hyperboloide,  keines weges  aber  mehr  dem  Paraboloide  an- 
gehört, weil  wenn  einer  der  drei  Coefficienten  (wie  es  für 
das  Paraboloid  erfordert  wird)  My  M\  M^'  Null  werden 
sollte  y  sofort  die  ursprüngliche  Transformation  nicht  mög- 
lich wäre  (indem  wogen  P=  Ma*  +  M'b^  -f  M"e^  -\-Na  + 
N'b  -^  N^'c-^-  Dy  M'enn  z.  B.  Jf=0  sein  sollte,  sofort  die 
Ordinate  Unendlich  würde). 

§•  MS.  Sind  in  der  vorigen  Gleichung  (3)  die  Coeffi- 
cienten My  M\  M"  alle  drei  positiv,  so  entspricht  dieselbe 
(nach  den  vorigen  Untersuchungen)  dem  Ellipsoide; 
sind  nur  2  davon  positiv  und  ist  der  3.  negativ,  dem  Hj- 
perboloide.  In  beiden  Fällen  wird  die  Fläche  (oder 
auch  der  Körper)  durch  die  drei  wechselseitig  auf  einander 
senkrecht  stehenden  coordinirten  Ebenen  in  acht  concruente 
Theile  getheilt,  indem  je  zwei  Puncte,  deren  Coordinaten 
-f-  ^1 ,  +  yi ,  -|-  z^  und  —  ^j ,  —  y^ ,  —  z^  sind,  in  einer  Ge- 
raden liegen,  die  durch  den  Ursprung  der  Coordinaten  geht 
und  in  diesem  Puncte  halbirt  wird ;  dieser  Punct  heisst  zu- 
gleich der  Mittelpunct  dieser  betreffenden  Flächen  oder 
Körper.  Es  besitzen  sonach  alle  Flächen  zweiter  Ordnung, 
welche  durch  diese  Gleichung  (4)  repräsentirt  werden,  näm- 
lich die  Ellipsoide  und  Hyperboloide  einen  Mit- 
telpunct. 

Anmerk.  Sind,  wie  vorhin  erw&hnt,  die  Coefficienten  If,  JT,  3/" 
positiv,  80  dass  also  die  vorige  Gleichung  (4)  alle  Ellipsoide 
enth&lt,  bei  welchen  der  Urspmng  der  rechtwinkeligen  Coordinaten 
im  Mittelpunct  derselben  liegt,  so  sind,  wie  leicht  so  sehen 

beziehungsweise  die  Entfernungen  der  sechs  Durchschnittspuncte  der 
Coordinatenachsen  mit  der  krummen  Oberfläche,  von  diesem  Mit. 
telpunct  Man  nennt  dabei  diese  Durchschnittspuncte  Scheiteln 
des    Ellipioides,    während    diese    Entfernungen    selbst    die    halben 


4U 

Hauptachsen   büdeo.    Bezeichnet  man  diese  in  der  angeflüirten 

1?       "*'       Jtf' 


Ordnung  dnrch  a,  6,  c,  so  geht,  wegen   — i7*"«'>   —rr  ■"  ^'  '*'>^ 


— P 

— — ^  a.  c*  die  vorige  Gleichung  (4)  über  in  die  folgende : 

Auf  ganz  gleiche  Weise  lassen  sich  die  Hyperboloide  durch  die 
Gleichung 

darstellen,  wobei,  Je  nachdem  Ton  den  doppelten  Zeichen  das  obere 
oder  untere  genommen  wird,  das  Hyperboloid  mit  einem  Mantel 
oder  mit  zwei  MAnteln  reprftsentirt  wird ;  im  erstem  Falle  sind 
2  a  und  26  zwei  reelle  und  2  c  eine  imagin&re,  im  letztern  ist  nur 
2  c  eine  reelle  Hauptachse. 

Sind  in  der  erstem  Gleichung  (a)  zwei  tou  den  3  Grössen  a, 
6,  c  einander  gleich,  so  geht  das  Ellipsoid  in  eine  Ilotations- 
f lache  über;  ist  z.  B.  6  »*  a,  so  yerwandelt  sich  die  genannte  Glei- 

x"         y"         a" 

chung  in  jene  — r  +  -—  H — r  «*  1    und  wenn   man  der   Ordinate 

a'        ö*        c' 

z  constante  Werthe  beilegt,   welche  kleiner  als  c  sind;   so  entsteht 

zwischen  x  und  y  eine  Gleichung  des  Kreises ,   d.  h.  alle  Schnitte 

mit  Ebenen,  welche  jener  der  xy  parallel  sind,  sind  Kreise. 

Werden  dagegen  alle  drei  dieser  genannten  Grössen  einander 
gleich,  z.  B.  c  =  6~ia,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  {£)  in 
die  folgende: 

x>  +  y"-{-Ä"  — a",  d,  i.  in  jene  einer  KugeL 

Auf  ähnliche  Weise  entspricht  die  Gleichung  (^},  wenn  a^^b 
wird,  dem  durch  Umdrehung  erzeugten  Hyperboloide  und  zwar 
dem  ein-  oder  zweimanteligen,  je  nachdem  man  von  den  dop- 
pelten Zeichen  das  obere  oder  untere  gelten  Iftsst. 

§.  d28.  Da  nach  der  obigen  Bemerkung  die  Parabo- 
loide  nicht  durch  die  vorige  Gleichung  (4)  dargestellt  wer- 
den können  9  so  kann  man  auch  in  diesem  Falle  (in  wel- 
chem nämlich  einer  der  drei  Coefficienten  My  M\  M"  Null 
wird)  aus  der  obigen  Gleichung  (2)  nicht  die  Glieder  in 
*>  y>  -sr  wegschaffen^  dagegen  ist  es  aber  möglich ,  wenn 
z.  B.  bei  der  ersten  Elimination  der  Glieder  in  xy^  xz  und 
yz  der  Coefficient  M  Null  geworden  ist,  diese  Gleichung 
auf  die  Form 

(5)  ify  +  if"^*+iv^=o 
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EU  bringen,  welcher  den  sogenannten  elliptischen  and 
hyperbolischen  Paraboloide  angehört ,  je  nachdem 
das  Product  M'M"  positiv  oder  negativ  ist,  und  wel- 
che Flächen  sofort  keinen  Mittelpunct  besitzen. 

Ist  im  erstem  Falle  W  =  M'\  so  wird  das  Paraboloid 
durch  Umdrehung  und  zwar  durch  Rotation  einer  Pa- 
rabel um  ihre  Hauptaze  erzeugt. 

An  merk.  Ausser  dea  hier  genannten  Flftchen,  nämücfa  dem  Ellip* 
soid  (mit  dem  durch  Rotation  erzeugten  und  der  Kugel),  dem 
Hyperboloide  mit  einem  Mantel  oder  Flftchenaste  (mit  dem 
durch  Rotation  erzengten),  dem  Hyperboloide  mit  sewei 
Mftnteln  oder  getrennten  Flftchenfisten  (and  dem  durch  Rota- 
tion ereengten),  dem  elliptischen  Paraboloid  (mit  dem  durch 
Rotation  erzeugten)  und  dem  hyperbolischen  Paraboloid 
entspricht  die  allgemeine  Gleichung  (1)  (§.  617)  des  S.  Grades  zwi- 
schen drei  rariabeln  Grössen  noch  als  besondere  Fälle  (II.  §.  S07) 
drei  Arten  yon  Cylindern  (dem  elliptischen,  hyperboli- 
schen und  parabolischen^,  einem  Kegel  (ron  elliptischer 
oder  kreisförmiger  Basis),  zwei  sich  schneidenden  Ebenen, 
zwei  parallelen  Ebenen,  einer  Ebene,  einer  Geraden  und 
einem  Pancte. 

Folgerungen   für    Curven   von   doppelter 

Krümmung. 

§.  ^4.  Nach  §.  601  ist  eine  Cunre  im  Baume  durch 
ein  System  eweier  krummen  Flächen ,  deren  Gleichungen 
F{<Xy  y,  ä;)  =  0 ,  F'  (ä?,  y,  jzr)  =  0  sind ,  oder  noch  einfacher, 
durch  das  System  zweier  Cylinderflächen :  («•)  (/(«,  ;af)  =0, 
jT  (y,  z)  =  0]  ,  von  denen  die  eine  auf  der  coordin.  Ebene 
der  sz,  die  andere  auf  jener  der  t/z  perpendikulär  steht, 
und  aus  deren  Durchschnitt  sofort  diese  Curve  im  Baume 
erscheint  y  bestimmt  Denkt  man  sich  die  krumme  Linie 
im  Baume  auf  die  beiden  coordinirten  Ebenen  xy  und  xz 
projicirty  so  ist  diese  Curve  auch  durch  die  beiden  Gld- 
chungen  y=f(x)  und  z=^f  (x)  gegeben,  und  es  versteht 
sich  von  selbst,  dass  wenn  man  aus  diesen  beiden  Gleich* 
X  eliminirt,  sofort  eine  Gleichung  in  yz  als  Projection  dieser 
Curve  auf  die  Ebene  der  yz  entsteht. 

Es  lassen  sich  indess  solche  Curven  von  doppelter 
ExQmmung   oft  auch    durch  eine  einzige  Gleichung  zwi- 
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sehen  zwei  Coordhiaten  darstellen  ^  nur  muss  d&nn  wenig- 
stens eine  dieser  Coordinaten  selbst  eine  krumme  Linie  sein, 
wie  wir  in  dem  nachstehenden  Beispiele  sehen  werden. 

Die    Schraubenlinie. 

§.  ^5.  Erklärung.  Die  Schraubenlinie  entsteht,  wenn 
auf  einem  Cylinder  von  kreisförmiger  Basis  ein  Faden  AMmm 
(Fig.  77)  so  aufgewunden  wird ,  dass  die  senkrechte  Entfer-  «»•  ^• 
nuDg  MP  eines  jeden  Punct^s  M  desselben   von  der  Basis, 
fortwährend  dem  entsprechenden  Kreisbogen  AP  des  Um- 
fanges  der  Basis  proportional  bleibt. 

§.  626.  Setzt  man  nun  den  Halbmesser  der  Basis 
Ci4=CP=r,  die  Ordinate  PM=^Zy  den  veränderlichen 
Winkel  ACP^==v\  so  hat  man  der  angeführten  Erzeugung 
gemäss,  wenn  a  eine  constante  Grösse  bezeichnet ,  für  die 
Windung  des  Fadens  oder  die  Schraubenlinie  die  Gleichung : 

—  =a  oder  (1)  z^=rav. 

Zusatz.    Soll  hingegen  der  Fnnct  P  selbst  erst  durch  die  rechtw. 

Coordinaten  CQ»>x  und  QP^^y  ausgedrückt  oder  festgesetzt  werden; 

X  y 

so  hat  man  x=rainV.  y  =  rcosv^  also  v  ^  arc  sin — *  arc  cos  -^-  ; 

r  r 

daher  nach  der  Gleichung  (1) : 

X 

X  '^ra  arc  sin , 

r 

als  Gleichung  der  Projection  unserer  Curve  in  der  coordin.  Ebene  derxz^ 

und  auch  z'^ra  arc  cos  — ,   als  Gleichung  der  Projection  derselben  in 

r 

der  coordin.  Ebene   der  yz.    Eliminirt  man   endlich   aus    diesen    beiden 
Gleichungen  z,  so  erh&lt  man  noch 

-^  =  arc  sin  1 Y  r*-^y^  1 

(§.  19),  daher — « V  r'^y*  oder  r"  +  y'  =  r*,     als    Gleichung 

der  Projection  der  Schraubenlinie  in  der  Ebene  der  xy, 

Anmerk.  L&sst  man  die  Achse  des  senkrechten  Cylinders  mit  der 
Achse  der  z  zusaomienfallen ,  bezeichnet  die  trigon.  Tangente  des 
Constanten  Winkels,  welchen  jedes  Element  der  Curve  mit  der  Ebene 
der  xy  bildet,  durch  a,  so  wie  den  Winkel,  welchen  jener  Halb- 
messer des  Cjlinders ,   der  durch  den  Punct  x,  y,  *  der  Schrauben- 


arc  stn =  arc  cos 

r 


linie  geht,  mit  der  Ebene  der  jr«  einwchtiewt,  durch  9;  so  hat  man 
ebenlklls  zufolge  der  fintstehungsart  dieser  Cnnre,  wenn  sie  in  der 
Achse  der  y  ihren  Anfang  nimmt,  die  drei  Gleichungen: 

ans  welchen  sofort  unmittelbar  die  drei  obigen: 


folgen. 


x*  +  w*  =  r*,   z=:ra aresin und  z  =s r a arc cot -^ 

■  r  r 


Sechster  Abschnitt 


Die     Differentialrechnung. 


Bvrf't  Coinpendiam  d.  hfth.  Miith.  27 


Erstes  Capitel. 


Vom  Differentiiren  der  Functionen   einer  Variablen. 


Einleitung. 

§.  Ö2T.  Aus  dem  6^" ,  9*~  und  10*"  Capitel  des  zwei- 
ten  Abschnittes  erhellet,  dass  alle  bisher  bekannten  Func- 
tionen in  Reihen  von  der  Form  A  -f-  Ba  +  Ca:^  +  •  •  •  auf- 
gelöst werden  können.  Setzen  wir  jedoch  noch  allgemeiner 
für  jede  algebraische  oder  transcendente  Function /(Är)  =  yl;F» 
-\-  BxC^  -\-  Cx^  -!-••♦>  sö  folgt  daraus ,  wenn  ^dx  eine  be- 
liebige Zunahme  oder  überhaupt  Änderung  von  x  bedeutet : 
f{x  +  ^x)=^A{x'\-JxY  +  B{x  +  Jx)ß-^C{x  +  Jx)i-^.., 

=  A'  +  B'^x-hC^x^+..., 
wenn  man  nämlich  entwickelt  und  die  Coefficienten  von  ^x^^ 
^x\  z/^*,  .  ♦  .    durch  A\  B ^  C  u.  s.  w.   bezeichnet.     Da 
aber,  wie  aus  dieser  Entwickelung  hervorgeht, 

A  =  Ax^+Bxß  +  CxtJ^.  ..=f(x) 
ist ;  so  hat  man  auch :  {w)f(x  +  /Ix)  :=f{x)  -{-p^dx  +  q/ix^ 
+ . . . ,  wobei  jp,  f ,  •  .  .  gewisse  Functionen  von  x  sind. 

An  merk.  Setxt'man,  dass,  wenn  x  in  x  +  t  übergebt, /(x)  in  A-^'pi 
-^  qi*  "{' . . ,  au^elöst  werden  kOnne,  wobei  die  Möglichkeit  einer 
solchen  Entwickelang  noch  gar  nicht  im  Voraus  erwiesen  za  wer- 
den braacht;  so  hat  man  sogleich  (wenn  man  t  =  0  setzt)  ^  ==/'(x), 

also  (1)  f{x  -f-  0  =/{'")  ~|"P»~I~  9«^~1"  •  •  •  j  wo  P»  y»  •  •  •  kein  i 
mehr  enthalten  sollen,  also  nur  noch  gewisse  Functionen  von  x  sind. 
lAsst  man  die  ganz  willktlrliche  Grösse  i  in  i-^-k  übergehen,  so 
erhalt  man  aus  (1) : 

/(x 4- i  +  fc)=/W  +  p(i  +  fc) +  ?('■+ *:)•+.  .  ., 
oder,    wenn   man  nach  dem  Binomialtheorem  überall  die  beiden  er- 
sten Glieder,  die  hier  hinreichen,  entwickelt: 

27» 
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L&88t  man  dagegen  in  (1)  x  in  ir  -f*  ^  übergehen ,  und  bemerkt, 
dass,  so  wie,  wenn  x  in  ar-|-  »  übergeht, /(x)  [wenn  man/»  — y  (r) 
setzt]  in/(x)-[-/' (x).  i-|-  ♦..  übergeht,  auch  eben  so  bei  dem 
Übergange  yon  x  in  x  +  k,  sofort  /(x)  in  /(x)  +/*  (x).k+  . . ., 
p  als  Function  von  x,  in  p  -^-p'k  + .  • .,  q  in  q  +  q'k  u.  s.  f.  über- 
gehen; so  hat  man  auch : 

/(x+Ä:  +  0=/(r)+/(r).i+    .    .    .    +  (pi+p'ik+    .    .    .) 

Da  aber  diese  Entwickelung  der  yorigen  (2)  Air  alle  WerÖie  yon  t 
und  k  gleich  sein  muss ,  so  erhftlt  man  durch  Vergleichung  der  sn 
einerlei  Verbindung  yon  i  und  k  gehörenden  Coefficienten:  p  «—/'(•), 
2  9  =»/>',  Sr '^  q*  u.  s.  w.  Heisst  nun,  nach  Lagrange,  /*  (x) 
die  erste  abgeleitete  oder  deriyirte  Function  yon ^(x),  so 
folgt  aus  dem  Gange  dieser  Entwickelung,  dass  auch  p'  die  erste 
abgeleitete  Function  yon  p,  q'  jene  yon  q  u.  s.  w.  ist.  Bezeichnet 
man  dann  noch  mit  ihm ,  die  erste  abgeleitete  Function  yon  y  (x) 
durch  y*'  (x),  jene  yon  /"  (x)  durch  /*"  (x)  n.  s.  w.;  so  hat  man  aas 
den  letzten  Relationen  ganz  einfach: 

p  =/  W,  9*^-^ P'^T^'  (*)»*""  "i"^'  ""  in-^"^*^ n.«.w., 

so,  dass  man  durch  Substituirung  dieser  Werthc  in  der  angenommenen 
Reihe  (1^,  wodurch  nun  auch  {a  posterion)  ihre  Zulftssigkeit  con- 
statirt  ist,  erhält: 

(«)    /(*  +  0- 

/(x)+/(x).y-+rw.i-72+-^''^'^^-T7?:8"  +  -'-  ^ '^' 

eher  Reihe  man  nun  auch,  um  die  obige  (m)  zu  erhalten,  Jx  statt 
i  setzen  kann, 

Erklärungen. 

§.  628.  1)  Die  Differenz  /{a:  +  Jx)  —}  {x) ,  wobei  ^x 
eine  ganz  willkürliche  Änderung  oder  Differenz  von  x  dar- 
stellt, heisst  Differenz  der  Function /(a?)  und  wird  durch 
z//(ir)  bezeichnet.  Es  folgt  also  aus  (m)  des  vorigen  §. : 
(?;)  ^f{x)  "^fix  +  Ax)  — f{x)  =p^x  -f-  q^x^  +  •  •  • ,  wo- 
beiy  so  lange  x  seine  allgemeine  Bedeutung  behält  ^  p,  9, . . . 
gewisse  endliche  Functionen  von  x  sind. 

§.  620.  2)  Lässt  man  .dx  unendlich  abnehmen ,  was 
kurz  dadurch  angedeutet  wird,   dass  man  statt  dem  Difie* 
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renzzeichen  A  das  J)ifFerenzialzeichen  df,  also  statt  z:/^  (Dif- 
ferenz ac)  sofort  dx  (Di£ferentiale  ac)  setzt;  so  nimmt  auch, 
wie  aus  der  vorigen  Gleichung  (ü)  erhellet,  -i^/(^)  unend- 
lich ab^  und  man  schreibt  auch  hier  df{a)  statt  ^f{x)  und 
nennt  es  dann  Differential  der  Function /(^).  Man  hat 
demnach  aus  (v) : 

(1)   df(x)=f(x'^  dx)  — f{x)=pda-^qda^'\-..  •, 

und  daraus  folgt,   dass  sich  bei  der  unendlichen  Abnahme 

von  da  der  Quotient  -^^^=p-\- dx(q  -^rdx-^- .  .  .)  ohne 

Ende  der  Grösse  p  [==/'  (a?)  oder  ersten  abgeleiteten  Func- 
tion von  /*(a?),    §.  627]  als  Grenze  nähert,  oder 

dx  ^  X  * 

ist.   Geht  man  auf  diese  Grenze  selbst  über  und  nimmt  dx 

als  unendlich  klein,   so  wird  (§.  142):  (2)    "^     ■  =  p    oder 

auch  (3)  df{x)  =:pdx,  wobei  p  =f  {x)  im  Allgemeinen  wie- 
der eine  Function  von  x  ist« 

§.  OSO.  3)  Aus  den  Relationen  (1)  und  (3)  folgt,  dass 
man  das  Differentiale  einer  Function /(ät),  d.  i.  df{x)y  er- 
hält, indem  man  in  /(^),  x-\-  dx  statt  x  schreibt,  f{x-]^dx) 
bis  zum  zweiten  Gliede,  nämlich  bis  zur  ersten  Potenz  von 
dx  entwickelt,  und  dieses  zweite  Glied  nimmt  [oder  von 
beiden  Gliedern  f{x)  abzieht].  —  Der  Quotient  (2)  wird 
Differential -Quotient,  oder,  da  er  den  Coefficienten 
p,  welcher  in  (3)  mit  dx  multiplicirt  ist ,  darstellt ,  auch 
Differential- Co  efficient  der  Function /(^)  genannt. 

§.  631.  Zusatz.  Eine  Function  f/=f(^x)  differen- 
tiiren  heisst  also  nichts  anderes,  als  die  unendlich  kleine 
Änderung  dy  zu  bestimmen,  welche  sie  erleidet,  wenn  die 
absolute  oder  unabhängige  Variable  x  um  ihr  Differentiale  da 
zuninmit.  Nach  dem  eben  Gesagten  besteht  diess  sofort  in  der 

Aufstellung  des  Verhältnisses  ^  =  /(^  +  ^^)  -/(^)       ^^d 

ö  JJX  •  ^x 

der  Bestimmuncc  seiner   Grenze  ■j^^^lim.-r  ^^  verschwin- 

°  a  X  ax 
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dende  W^the  von  jJa;   denn  man  hat  sodann  für  das  ge- 
suchte Dififerentiale :   {4=)  di/=-j^da 

A  n  m  e  r  k.  Um  die  Bedeutiing  dieses  DiffereQtial-Qnotienten  -~ —  oder 

dv 

--—-  aach  in  geometrischer  Beziebang  kennen  zu  lemem,  nehme 

dx 

Fiff.  7&  man  irgend   eine  ebene   Curve  EMF  (Fig.  78}    nnd  bezeichne  die 

'  rechtwinkeligen  Coordinaten  eines  beliebigen  Punctes  M  derselben 
durch  ÄP==x  und  PM^^y^  so,  dass  also  die  Natur  dieser  Ciirre 
durch  die  Gleichung  y=/(r),  wobei /(x)  als  eine  gegebene  Func- 
tion von  X  betrachtet  wird,  gegeben  oder  bestimmt  ist. 

Lässt  man  nun  die  absolut  yarinble  Abscisse  x  um  eine  beliebige 
Grösse  PP'  =  Jx  zunehmen ,  zieht  durdi  P'  die  Ordinate  P^Af^ 
und  durch  M  mit  der  Abscissenaxe  ÄJC  die  Parallele  MN\  so  be- 
zeichnet M'N  die  der  Zunahme  ^x  der  Abscisse  entsprechende 
Zunahme  der  Ordinate  y,  oder  es  ist 

MN^Jy  =  ^/(x)    und    i>if'=/(x+^r)=/(x)  +  ^/(x)=r 
ff  +  Jy^  also  auch  /iy  =/(x  -^  ^x)  — f(x), 

Jy       AfN 

Femer  bezeichnet  der  Quotient  oder  das  Verhältniss  -p  =  -tttt 

sofort  die  trigon.  Tangente  des  Neigungswinkels  (M'MN) ,   welchen 

die    durch    die   beiden  Puncte  M  und  M'  der  Curve  gezogene  Se- 

cante  mit  der  Achse  der  x  bildet. 

Lftsst  man  nun  /Jx  continuirlich   bis  Null  abnehmen,    so    nimmt 

auch  /^y  ohne  Ende  und  bis  Null  ab,    und  es  nähert  sich  dabei  die 

8ecanke  MM'  ohne  Ende  der  im  Puncte  M  an  die  Gurre  gesogenen 

Tangente  Jf  T  als  ihre  Grenze ,   so ,  dass  also ,  wenn  man  den  W. 

2'MNj  welchen  diese  Tangente  mit  der  Abscissenaxe  bildet,    dorch 

a  bezeichnet,  sofort: 

dy        ,.     dy 

-f^  =  Um.  -7^  *-  lang  tu  \%U 

dx  Jx  ^ 

dy 
Dieser  Differential-Quotient  -7^  charakterisirtdie  betreffende  Curve 

dx 

zugleich  auf  eine  solche  Weise,  dass  man  aus  dem  gegebenen  Werthe 
desselben,  welcher  im  Allgemeinen  irgend  eine  Function  Ton  x,  näm- 
lich y*  (x)  ist  (wie  in  der  Integralrechnung  gezeigt  wird) ,  die  Glei- 
chung der  Curve  und  damit  auch  im  Allgemeinen  ihre  Haupteigen. 
Schäften  ableiten  und  bestimmen  kann.  Analytisch  genommen,  bil- 
det dieser  Differential-Quodent,  welchen  Newton  die  Fluxion  der 
Ordiuaten  nannte,  das  Mass  fbr  die  Scbnelligkeit,  mit  welcher  si<^ 
die  Function  f(x)  bei  irgend  einem  Werthe  von  x  ändert,  wenn  man 
X  zu-  oder  abnehmen  lässt. 

Endlich  folgt  aus  der  angezogenen  Figur: 

Jy=^  NM'  =  NR  +  RM\ 


oder  wegen 


NR  =  MN  tanoA^Jx^, 

dx 


npd.  wenn   man  RM'  ^»v  Jx  setzt ,   wobei   der  Factor  v   sogleich 
nftlier  bestimmt  werden  wird,  auch : 


oder 


-^y— I  j^  +  r  jiiar  .  .  .  (/i) 


/ix        dx 


Ans  dieser  letztem  Gleichung  folgt  nnmittelbar,  dase,  so  lange 
die  Z anahmen  /ix  und  /iy  yon  Null  verschieden ,  flbn'gcns  aber 
noch  so  klein  sind ,  auch  v  einen  von  Null  verschiedenen  Werth 
besitzt,  dass  aber,  sobald  /ix  verschwindet,   auch  v^*0  sein  innss. 


weil  zufolge  der  Relation  ^rr^^^Km.—  der  Quotient  ^  daA&rin 

dx  Jx  dx 


„_    JL^Km.—^  der  Onotient  ^ 

-f-  abergeht. 
dx 

Unter  dieser  Voraussetzung  folgt  aber  ans  der  vorigen  Gleichttng 
(n) ,  in  weicher  man  bloss  dx  und  dy  fXix  Jx  und  z/jr  schreiben 
darf: 

nach  welcher  Ansdmcksweise ,   die   sofort  mit  der   obigen  Relation 
(4)  übereinstimmt,  das  Differentiale  einer  Function  y  gleich  ist,  dem 

Prodnct«  ans  der  Grenze  '-f-  des  Verhältnisses  -^  in  das  Dififeren- 

dx  /ix 

tiale  dx  der  unabhängig  Variablen  x. 

Differentiale  der  vorzüglichsten  einfachen  und 
zusammengesetzten    Functionen  einer 

Variablen. 

§.  6S2.  Für  die  zunächst  folgenden  Entwickelungen 
wollen  wir  fhr  beliebige  Functionen  /(«),  Fix)^  y  {x)  .  .  . 
Kürze  halber,  f{x)  =  t/  imd  f{x  +  dx)—y\  F{a)=^i/,j 
und  F(x  +  da)  =y/,  9  (x)  =  y„  und  f  (^  +  dx)  =  y%,  u.  s. 
w.  setzen ,  wodurch  zufolge  der  obigen  Gleichung  (1) 
(§.  629)  dy^=^if — y,  dy,  =  y',  ■— y,  u.  s.  w. ,  oder  auch 
y  =.y-\-dyy  y\^=y,  -\- dy,  ti.  s.  w.  wird,  Diees  vorausge- 
setzt, sei  zuerst  dAy y  wo  A  ein  cons tanter  Factor  ist, 
zu  bestimmen.  Nach  der  Regel  des  vorigen  §.  ist  aber 
dAy^Ay  —Ay=^A{y'  -y)  =  Ady,  d.  u: 


^ 
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welche  Regel  leicht  in  Worten  gegeben  werden  kann. 

§.  nS.     Es  ist  femer  d(i4+y+y,  —  yff'\'  •  .  •) 
=  (^+y'+y',  — y'„+  .  .  .)  —  (^ -fy +yf  — y##  +  •  •  •) 

=  (y'  —  y)  +  (yr— y/)  — (/rf~y,f)+  .  •  .,  d.  i* 

rf(^+y+y,  — y,,+  .  .  .)  =  ^y +  dy#  — ^y##  +  •  ••» 
was  wieder  eine  besondere  Regel  begrOndet. 

§.  6S4.    Eben  so  ist 

^yyi  =  y'y'f  —yyf  =  iy  +  ^y)  iyi  +  ^y#)  — yy#  * 

d.  i.  (da  dydy,  als  unendlich  klein  der  zweiten  Ordnung 
wegzulassen  ist):  <2yy/=y<^yf -f-yr^y«  —  Setzt  man,  um 
die  Regel  ftlr  drei  Factoren  zu  finden,  in  dieser  letztem 
Gleichung  i/,y„  statt  y,;  so  erhalt  man  die  in  dieser  Glei- 
chuDg  enthaltene  Regel  gleich  angewendet:  dt/j/,y„=zyd{tf,jfff) 
+  yt  y//  <iy  =  y{y,  dy„  +  y,,  dy,)  +  y,  y,,  dy,   d.  L 

dyyty,9  =yyfdyn  +  yyt,dyf  +yfy„dy; 

und  so  lässt  sich  diese  Regel  leicht  auf  jede  Anzahl  von 
yeiünderlichen  Factoren  ausdehnen. 

Zusatz.    Nach   der   Regel  diesea  Paragraphen  ist   dAy=:Adjf 
+  ydÄf   oder   wegen  (J.  633)  cf^  — 0,  wieder  wie  oben  (|.  63S): 

dAymmAdy. 

§.  035.    Weiter  ist 

^  X  =  _£ JL  =  y+^y SL  =:  y>  (y + ^y)  —y  (y>  +  <^j^0 

d.  i.  d  i^  =  i^^äLri^^ 

Z  a  8  a  t  X.    Wegen  dA  »  0  hat  man  daians  d  -~-  =  — j/-  =  —^ 

JL  A  xk. 

vi  A  Adm 

(tlbereinstiinmend    mit     §.  632,    da   -~=  ~-^y)  und  rf — —  -  ■      4  , 

§.  636.    Man  hat  femer  d{y^)  oder  einfacher,  geschrie- 
ben d.y^  =  y'*—y^z=(f,  +  dyy  —  y\  d.  l  (§.  631): 

d.y'^^^ny^'^^dy. 


1     -.       .  .     "ST      1 
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Zusatz.     Für  »  =  —   folgt  daraus  (/.y"*— — y""       </y,  d.  L 
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o.Ky— »   und  daraus  wieder,    ali  noch  «peciellem  Fall,  ftr 

§.  OST.    Femer  ist 
i.ar===ar'--ar===ar+<*'— ar=ar(a*^--l)==ar/arfy  (§§.  631, 
292):  also  d.€^  =  c^lady. 

Znsftts.     Wegen  /«=1  ({.  S85)  ist  d.^ ^Jf  dy. 

§.6S8.  Man  hat  weiters  d.  logy  =  logy  —  hgy^^hg  ~ 

=  W(*^^  =  %(i+^)  =  if^  (§.  290):  also 

d.  logy^=^M—^. 

Zasati.    Fflr  natflrliche  Logarithmen,   die  in  der  Differential- 
rechnnng,  wenn  nichts  weiter  bemerkt  wird,  immer  verstanden  werden, 

folgt,  wegen  ({.  S91)  if—  1,  sofort  d.ly^—^, 

§•  680.  Es  ist  d.  8iny^=9my^  —  wn  y  =  «n  (y  +  dy) 
—  riny  ^=  sin y  cos  dy -{-  oosysin  dy  — siny  (§.  20),  oder  wenn 
man  nach  §.  306  für  sin  dy  und  cos  dy  die  Reihen  bis  (§.  630) 
zum  zweiten  Gliede  setzt: 

=  siny  y\  — ^^  +  cosy  («'y— ^)  —  w»y, 
abo,  wenn  man  reducirt:  d.siny=icosydy. 

§•  640.     Setzt  man  in  der  vorigen  Formel  ^^r  —  y  statt 
y,  so  erhält  man,  wegen  svn{^i:  —  y)=^c06y;  femer  wegen 

cos  (i  w  —  y)  =  **^  y  uiid  ^  (i  ^ — y)  =  —  <^y* 

sofort:  d*eosy  =  —  sinydy. 
§.  641*    Es  ist  femer 

dtangy  =  d^^  =  ^y^^'^yf  ^ ^^o^y  /§.  635) 
^  «^  co*jr  cosy  ^'  ^ 

=  ^""^y^'^  dy  (§§.  639,  640),  also  end- 
lich (§.  15) : 


§.  642.     Aus  dieser  Gleichung  folgt,  wenn  man  wieder 
i ^  —  y   ßt^t^  y  setzt :  dcoti/'=^  T    ,. 

§.  eis.    Es  ist 

d8ecy=d         = — ^-f-  =  ' . —^  dy 

^  costf  cos  y^  cosy      cosy     «^ 

(§.  635),  d.  1.  dsec  y'=-  sec  y  lang  y  dy. 

§.  6W.    Daraus  folgt  wieder,  ^tt — y  statt  y  gesetzt: 
d  cosec  y  =  —  co«ec  y  cot  y  dy. 

§•  645.     Man  hat  ferner 

d  sinv  y  =zd{l  —  coe  y )  =  —  d  cos  y 
(§.  633),  also  (§.  640)  d  sinv  yz^siny  dy, 

§.  646.     Aus   dieser  Formel   folgt  wieder  unmittelbar, 

wenn  man  ^it  —  y  statt  y  schreibt : 

d  cosinv  y  =  —  cos  y  dy» 

§.  641.     Es  sei  femer  y  =  sin  t*,  also  (§.  19) 

u  =  arc  sin  y ; 
eo  folgt,   wenn  man   die  erste  Gleichung  differenziirt  (sind 
nämlich  zwei  Functionen   einander  gleich,    so  sind  es  auch 
ihre  Differentiale),  dy  =  cos  udu^  und  daraus 

du=  — ^  =  ,A,        .    =Y,  d.  i.  d  arc  siny  :=  ./,  . 


cos  u 


§.  648.    Für  y  =  tang  u  folgt  u  =  arc  tangy  und  (§.  641) 
dy= ,  also  daraus: 
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du  =  dy  cosu*=^ — ; f§.  18),  mithin: 

^y 

darciangy  =  ^^^^. 

§.  649.    Eben  so  ist  für  y  =  «ec  n,  sofort 
u  =  arcsecy  und  (§.  643)  dy  =  sec  u  tätig  u  du, 

woraus  also  du  = oder  (§.  15) 

sec  u  taug  u 

du  = ,  d.  i.  darcsecy  = ^ —    folsTt. 
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§.  050.     Setzt  man  ferner  y  =  ainv  u ,  eo  folgt 

u  =  arc  «tnv  y , 
und  aus   der   ersten   Gleichung  (§.  645)  di/  =  idn  u  du  oder 

du  =  Jl^=  ^^  (§.  18),  d.  L 


d  arc  sinv  y  = 


Y2tf  ^ ya 


§.  651.     Da  ferner  allgemein 

arc  co.firj)  =  ^  w  —  arc  f{y) , 

also  darcco.f{y)  =  —  darc/{y)  ist;    so  folgt  ganz  einiuch 
aus  den  4  letzten  Paragraphen: 

^—dy^  -^  dy 

d arc  009  y  =  ■  , izr»     «  «»"c  cot  y  :^=  — ; — ;, 

^      l/i-y>'  ^      i+y** 

d  arc  cosec  y  =  — j===  9     d  arc  cannv  y  = 


§.  652.  Aus  der  Formel  im  Zusätze  von  §.  638  folgt: 
dy=ydly;  eine  für  die  Differenziirung  aller  jener  Func- 
tionen y  sehr  brauchbare  Regel  ^  welche  sich  logarithmiscb 
auflösen  oder  behandeln  lassen.     [So  ist  z.  B.  darnach 

=yyi(—  +  ~^)=yf^y+ydy,f  wie  in  §.634]. 

Nach  dieser  Kegel  erhält  man  noch: 

(w)      rf./,  =y'fdly',  z=:y^,dyly,=y\  (y-^  +  hf^y) 

(§§.  634,  638),  eine  Formel,  welche  in  jene  von  §.  636 
oder  637  übergeht,  je  nachdem  man  y.oder  y,  als  constant 
annimmt. 

§.  653.  Uebungsbeispiele  für  das  Differentiiren 
der  Functionen  einer  Variablen. 

1.     Nach    §.636    ist    rf.l2  +  3x«  + -^  —  2x"*|   =- 3P»<fP,    wenn 
das    Polynom ,    Kürze    halber ,    durch    P   bezeichnet    wird ;    dabei 
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Ut    (§.    688)    dP~Sd.x'+4d.^  —  id.x~^  =  9.ixdx- 
'  ^     rfj-^a.^fx    ^rfqc  (§§.  636,  635),  oder  endKch 

8  x' 

2.     Um  d.Yjf   ftr  y=:9a' ; —  zu  entwickeln,   hat   man   xwret 


stn  X 


(S.  636,  Zusats)  d.y^jf  =  —^  nnd  (§§.  638,  637 . . .) 

31/y» 

dy^Sd.a^  —  d—. —  ^iSa^la : — = Idx. 

«tfIX         \  «III  x'  / 

3.     Für   y- ä^ZTi (-«»',    |.    306)    folgt    (§§.    637, 

Zusatz,  640,  Zna.)  dy  *- -j ^ 


= L^ (— CMX,  §.  306). 

* 

4.  Nach  §|.  688,  Zusatz  nnd  689  ist 

j,    .  dsinx      cos  X  dx  . 

aiMinx  ^^  — : — « — : =zcotx  dx, 

stn  X  8tnx 

5.  Eben  so  ist  (f.  641) : 

.,  dtangx  dx  dx  2dw 

dl  tang  x  = ^—  = ;  —  -: «■    .    ^  . 

tang  x        tang  x  cos  x'       stn  x  cos  x       stn  2x 

6.  Nach  §§.  636  nnd  689  erhftlt  man 

d .  sin  (x»)*  —  3Wn  (x*)»  d sin  (x«) , 
oder  wegen  d  sin  (x*)  =  cos  (x*)  (/.  x'  «»  2  x  cm  (x*)  (ix   auch 

=  6x  sin  (x*)*  CO«  (x*)  rfx. 

7.  Nach  §§.  640  nnd  638,  Zusatz,  ist: 

dx 
dcoslx  =  ^-*sinlx  dlx  =^  — sin  Ix. 

X 

8.  Nach  ff.  641  nnd  637  hat  man: 

z'  ir\^    rf.o'*    _(^ladlx ^a^ladx 
dtang{a  )  — ^^^^j,_  cos  {af^y  ^  xcos{alr)r 

9.  Nach  der  Begel  (m),  f.  652,  folgt 

d .  [orc  m  (x*)]'«  —  [orc  #tn  (x«)]'«  dl  [arc  sin  (x^)]'«, 
dabei  ist 

dl  [arc  sin  (x*)]'*  >^dlxl  arc  sin  (x*)  =  Ix  dl  arc  sin  (.c*) 

+  Zarc«n(x*)rf/«=  (§.  647)  /x    fjll^L  +  —  f  orc  «tu  (x^^ 

V  1  —  X*         ' 
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10.      Nach    §.    648    ist    daretang( l^^JZ^" '\  ^-    ^/'   ,,    wenn 

man    nämlich    Kflrze    halher    den   Bmch    unterm    Logarithmenzei. 

dz 
chen   dorch  z   beseichntt    Non  ist  ferner   dlz  =  —   und   dabei 

z 

(|.  635) 

rf«  =  [CVl— a:»  +  x)rf(yi-ar»  — x) 

-  (Vl-x»  -  x)  rf  (yi-x«  +  X)]  :  (Vl-.x»  +  x)\ 
oder  wegen  (§§.  633  und  636,  Zus.) 

—  xrfx 


rf(Vl— «•  — x)  =  —: ^--dx    nnd 


—  X  cfx 


rf(Vl -**  +  *)- :^^=  +  rfx. 


nach  einer  einfachen  Bednction : 


j^ [(x+Vi-r«)«  +  (x--rr=:?)Trfx 

(x  4-1/1  -xVl^i—^r* 

—  arfx 


(ar  +  Vi  — x")>VTir?' 


also   dlx   oder   = 


—  2(£x 


(1— 2x*)yi  —X* 

dlx  dx 

11.  Nach    §.   638,    Znsats,    ist    dllx=:—^ — «» — ; — ,    Eben    so    ist 

Ix  xlx 

.,,,         dllx  dx 

dlllx  =  -r^ — T—r-, n.    8«    W. 

llx  xlxllx 

12.  Nach  §f.  636  nnd  638  erh&lt  man  endlich: 

d.af^*  —  a^^lad,^»  =  a«^'/ae»*»*CMx  rfx. 

§.  654.   Ist  z  =  F(y)  eine  Function  von  y  und  y=/(a?) 
eine  Function  von  a^  so  hat  man 

und  wegen  dr/  =  df(af) ^   auch:    dz  =  — — d/(a). 

8o  ist  z.  B.  fdr  x^=ly  und  y  ^^'sinx,   sofort 

,         €?/y  ,    .  rf»  ,         cos  X  ,         cos  X 

dz  —  — ,  -  a  «in  X  =  — f-  co*  *  ox  «■ ax  «*  — : —  o  x 

dy  ydy  y  nnx 

sscotxdx  (yergU  vorig.  §.,  Beisp.  4.) 


A  n  m  e  r  k.  Indem  man  bei  Bestimmnng  des  Differentiales  der  Fnnc. 
tion  Zf  welche  bei  der  gemachten  Voraussetzung  von  z  ^^  F  (y)  and 
y  — /(x)  die  Function  einer  Function  genannt  wird;  nichti 
anderes  als  die  unendlich  kleine  Aendemng  sucht,  welche  z  erlei- 
det, wenn  die  unabhängig  Variable  x  um  ihr  Differentiale  dx  zu- 
nimmt; so  kann  man  dz  auch  nach  der  im  §.  631  gemachten  Be- 
merkung bestimmen. 

Nimmt  nftmlich  die  Function  y  um  dy  zu,  wenn  r  vm  dx 
w&chst,   so  ist  zl«  =r/(y -J- ^y)  —  f(y),  oder  wenn  man  beiderseite 

mit  dxl=  — r—  dy  I  dividirt,  auch 

Jz  ^     Ky  +  dy)-f(iy)     Jy 
^T  dy  *   dx' 

Kfthert  sich  nun  dx  ohne  Ende  der  Null,   so  wird 

dx       dx  dy  dy  dx       dx 

folglidi  ist  nach  der  vorigen  Relation: 

dz         dz      dy        ,        ,.v    ,  dz      dy    . 

-=—  —  -3- .  -r-    oder    (1)  c/«  =  --=-.  -3^  dx. 
dx        dy     dx  ^  dy     dx 

dz 
Man  erh&lt  alfo  den  gesuchten  Dinerentialquotienten  -7 — ,    indem 

^.„„.„.^,.^„_:... 

die  nnabh&ngig^  variable  Grösse  w&re,  mit  dem  Differentialqnotien. 
ten  -p-  der  Function  y  in  Beziehung  auf  die  unabh&ngig  Variable 
X  multiplicirt 

Auf  ganz  gleiche  Weise  findet  man,  wenn  z  »»  Fiy')^  ^  °~  ?  (<*^) 
and  (d=/(x),  also  x  die  unabhängig  Variable  ist,  ftr  das  Diffe- 
rentiale Ton  z  den  Ausdruck: 

^  dy     dw     dx 

n.  i.  w. 

So  ist   Ar  das   vorige  Beispiel  von  z  =  ly  und  y  «:  sin  r  nach 

der  Relation  (l),  wegen  -7—  —  —  und  -r-  *^co8  x,  sofort : 

dy        y  dx 

.  cos  X   ,  cos  X   .  ,  . 

dz  »« dx  *=  —. —  dx  =  cot  X  dx ,  wie  zuvor. 

y  8tn  X 

Für  z  ^»  ly  y   y  u=  loi  und  «  -=  /.r  ist  nach  Relation  (2),   wegen 

dz         \        dy         1  ,     doi         l       ,      *  ,1 

-7    =  — ,   -T^  =  —   und   — ; —  =:  —   ebenfalls 
dy         y       ata        w  dx         x 

,  dx  dx 

dz  = =  — ,    ,,     , 

y  i<i  r  rlrllx 
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was  in  der  Tbat  mit  dem  Besaltate  in  {.  653  (Beispiel  II)  ftber- 
einstimmt,  indem  eigentlich  z^^.lllx  ist 

Die  höhern  Differentiale. 

§•  töS.  Da  der  Differentialcoefficieiit  p  in  df(x)=^pdx 
(§§•  629  —  658)  im  Allgemeinen  wieder  eine  Function  von 
X  oder  p=f(jB)  ist,  also  abermals  nach  denselben  Regeln 
differentiirt  werden  kann ;  so  sei  dp  =  qda^  wobei  eben  so 

d  ^^ 
9=-r— =  — 2 =  ~  j  s      (mdem,   wenn  x  die  unab- 
hängige Variable 9  dx  immer  constant  ist)  irgend  eine 
Function  von  x  sein  wird ;    also  wieder  dq  =  rdx  gesetzt 

werden  kann,  wobei  abermals  r  =  —  =        ,     eine  gewisse 

Function  von  x  ist,  u«  s.  w. 

Die  Functionen  p,  y,  r,  .  ,  .  heissen  beziehungsweise 
DiflFerentialquotienten  der  1*",  2*~,  8*",  •  •  .  Ordnung  von 
/(a)  [nach  Lagrange,  welcher  sie  durch /'(ä),  /"(a)... 
(s,  §.  627)  bezeichnet,  die  l'**,  2**, . . .  derivirte  Function 
von  der  primitiven  /(x)],  und  da  die  vorigen  Relationen 
geben:  df{x)=pdx,  d^f{x):=^qdx\  d*f{x)  =  rdx*VL,e.w.f 
80  folgt,  dass  diese  Quotienten  der  Reihe  nach  erhalten 
werden,  indem  man  das  erste,  zweite,  .  dritte,  •  •  . 
Differential  von  f(x)  beziehungsweise  durch  dx,  dx\ 
dx^  u.  8.  w«  dividirt.  Diese  auf  einander  folgenden  oder 
hohem  Differentiale  aber  werden  gebildet,  indem  man  je- 
des vorhergehende  nach  den  ursprünglichen  f&r  df{x)  ab^ 
geleiteten  Regeln  abermals  differentiirt  und  dabei  dx  als 
eine  constante  Grösse  behandelt. 

Z  n  8  a  t  z.    Da,  wenn  man  /((r)  say  setzt,  sofort 

endliche  Grössen  (nftmlich  gewisse  Functionen  von  x)  sind ;  so  folgt, 
dass  rfy,  rf'y,  d*y,  .,.  beziehungsweise  mit  dx,  dx*,  dx*,  .  . .  von  einer- 
lei Ordnung  sind. 

§.  6&6.    Beispiele  über  die  höhern  Differentiale. 

1.    Für/(r)=jB«  folgt  nach  der  Begel  des  vorigen  §. : 
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2=n(ii  — l)(ii-*a)x«»-»rf3r«,  .  .  • 

«^.««»«(n  —  1)  .  .  .  8.S.l<fjc«, 
dabei  ist,  wenn  n  eine  ganze,  positiYe  7M1  bezeichnet,   dieses  letalere 
I>ifferential  eine  conatante  GrOsse,  so,  dass  alle  folgenden  Olfferentiale 
von  a"  Null  sind.      Hier  ist  psszn  x«— 1 ,    ^  -«  n  (a  —  1)  a«»— *  n.  s.  w., 
also  in  der  That,  jeder  dieser  Quotienten,  wieder  eine  Fonction  too  x. 

a.   Pur  I«  —  ^x*  +  Btß  +  CxK -f-  ...  hat  man  eben  so : 

dii-(il«x»-l+B^x^— l  +  ...)rfx, 

d«ii  =  [-4x(a— l)x*--«4-5ßO-l)xß-2+.  ..]rfx« 
n.  s.  w.  — Ist  a  =  0,  ß«-l,  7  —  2...  alsoi«  =  -fl  +  jBx-j-Cx*+...; 
so  flUlt    nach  einer  jeden  folgenden  Differentiation  eine  der  oonstanteo 
Glossen  ^,  ^,  C,  •  •  .  in  derselben  Ordnung  heraus. 

S.   Für  /(x)  »  a«  erh&lt  man: 

d.aß^aßladx^  d*,a^=ladxd,a^=alfla*dx*t 

d*,aß^aßla*dx^ 
n.  s.  w. ;  hier  ist  also  p'^a^  la,  q^^a^la*  etc. 

4.  Für/(x)  =  Zx  folgt  dix-^,dWx==dxrf-i-===-:i-L^ 

^,  l.Srfr*      ..  _  —  l.a.Srfx* 

<P|x  = i ,  tf*Zx  = T 

x'  Ä* 

n.  8.  w.;  hier  sind  also  die  Differential-Quotienten: 

1  1  1.2 

/>  — — ,  qz=z^  —  ,   r  =  -j^  etc. 

5.  Ist  /(x)  =>  «m  X,  so  findet  man  dsinx  =  eo8  x  dx^  d^sinx '^  dxdeoBT 
=  —  *inxdx',  rf*#tiix-^  — «Mxrfx'u.  s.f.,  also/issrcosx,  7^= — »tax, 
r  =?  —  00«  X  n.  s.  w. 

6.  Eben  so  erhftlt  man  dcos  X'^-^sinxd  x, 

d^eosxss  —  dxdsinx'^'^co»xdx\  d^coaX'^sinxdx* 
u.  s.  w. ;  hier  ist  also  p  —  —  #wix,  ^•-  —  omx,  r  —  «tax  u.  s.  1 

rfx 

7.  Es  sei  endlich  /(x)  im  arc  »in  x,  so  folgt  d aresin  x 


rf'  arc #111 X  —  =,  <r  arc #m  X  —  ^  .  ■ n.  s.  w. ; 

V(l-.xr  V(l~xy 

hier  ist  also  p  *-  ,  o  —  -7====  etc. 

]/l— x>^      1/(1— xV 

§.  657.  Ist  a  nicht  die  unabhängige  Variable ,  sondeni 
von  einer  andern  Grösse  o  abhängig ,  also  y^=f(^a)  und 
^=i^(oo);  so  ist  auch  dx  noch  veränderlich,  und  man  hat, 
mit  Beibehaltung  der  Bezeichnung  in  §.  655,  womach  d^  =  jmü«, 
dp  =  qdaf  dq=irda  u.  s.  f  gesetzt  wird,  sofort: 
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dy  =  df{x)=pdx, 

cPy  =  dxdp-^-pd^a ^: dxqdx  -{-pd^a^^qdx*  -^pd^x, 

d^j/=^dx^dq'\-q.  2dxd^x  '\- d^xdp-^pd^x  =  rdx* 

-{-Zqdxd^x -\-pd^x  u.  8.  w. 

Zusatz.     Ans  diesen  Relationen  folgen  der  Reihe  nach: 

_   dy      d}y  —  pd}x dx  d'^y—^dy  d*x 

'^ ""  d^'  ^ "~         dp  ""  TP  ' 

d*y  —  3qdxd*x  «—  pd^x 

'■"  dx' 

dx*d*y  —  3dx  d*  X  d^y  '\-  Bdy  d*  X*  —  dxdyd^x 

dx^ 

§.  658.  Wäre  in  den  vorigen  Ausdrücken  oder  Quo- 
tienten X  die  unabhängige  Variable,  also  dx  coastant, 
so  erhielte  man  daraus  für  die  auf  einander  folgenden  Dif- 
ferential-Quotienten,  wie  in  §.  655: 

dy  d^y  d*y 

Hat  man  daher  bei  irgend  einer  analytischen  Entwicke- 
lung  in  y=/(A')'  ^*  ^^  ^^^  unabhängig  veränderliche 
Grösse,  also  dx  als  constant  angenommen  und  behandelt, 
und  soll  hierauf  (wie  z,  B.  in  §§.  733,  736  und  743,  Anm.), 
von  einem  andern  Gesichtspuncte  ausgehend,  x  als  von  ir- 
gend einer  beliebigen  variablen  Grösse,  z.  B.  von  «>  ab- 
häng i  g,  also  d X  selbst  als  veränderlich  angesehen  wer- 
den; so  muss  man  (um  die  ganze  Entwickelung  nicht  von 
vorne  machen  zu  dürfen)  in  die^im  erstem  Sinne  gefunde- 
nen DifFerentialausdrücke ,    statt  der  einfachen  Diöerential- 

Quotienten  p=  ^^,  y  =  j-i   u.    s«   w.    der  Reihe   nach   die 

obigen  (vorig.  §.,  Zusatz): 

dy       dxd}y  —  dyd^x 


p  =  in'9= 


dx'^  d 


X 


s 


u.  s.  w.  setzen;  dabei  sind  dann  sowohl  dy,  d!^j^,  •  •  .  so 
wie  auch  dxy  d^a:,  .  .  .  Functionen  dieser  unabhängig  Va- 
riablen a. 

Für  y=:lx  z.  B,  ist,  d x  als  constant  angenommen: 

dy         1         ,  f/%  1 

dx         X  dx'  X 

Barg'i  Coinp«ndiam  d.  höh.  Math.  28 
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Dagegen  erhält  man,    wenn   x  als  von  einer  andern  Variablen  Bh* 

hängig  gedacht  oder  angenommen  wird,    also  dx  selbst  noch  yariabel 

j         ^x      ,t          ,dx       xd^x  —  dx* 
ist:    rfy=_,  rf«y— d-— « -i ,  also 

X  X        i  X 

d^y       J_rfVr 1_ 

dx*  ^    X    dx*        X*' 
Dasselbe  Resultat   entsteht  aber  auch  in  der  That  ans  dem  im  erstem 


d*y  1 

genannten  Werth 


Sinne  gefundenen  Quotienten  -r-4  «-  o  — =- ,    wenn   man   1)&r  g  den 

dx  X 


dxd'y  —  dyd*x 

dl^      ~ 

setzt ;  denn  dadurch  wird  T^m     *** r»  ^nd  daraus  folgt 

d  X  X* 

rf^^rf^cPx L  — -l.^^JL/'  ^^—\    — 

^*         dx^^  dx  dx*        x*~^    X    dx^        x*  ^^®^"  rfx  ""    x    '' 
Eben  so  findet  man  auch  aus  dem  im  ersten  Sinne  gebildeten  Qnotien- 

ten    -5— 5  =»  r  «•  — =-  durch  die  erw&hnte  Substitution  (von  r  ans  vor.  (, 
d  X  X 

Znsatz)  fär  diesen  Quotienten  im  letztem  Sinne : 

dx^^   X*  '^     dx^\dx*        dx  rfx'f  "^  dx  dx*' 
Anmerk.    Diese  im  letztem  Sinne  genommenen  Differential  -  Quotien- 
ten -r-?-»    -7-T-»  •  •  •  wnd  natarlich  so  lange  unbestimmt,  bis 
dx'       d  X* 

die  Abhängigkeit  der  Grösse  x  von  der  unabhängigen  Variablen  o», 
oder  in  X  =^  F  (ta)   die  Natur   der  Function  F  bekannt   ist ,   indem 

d*x      d'i 
nur  dadurch  erst  die  dabei  vorkommenden  Quotienten  -7 — = ,    -j—g, .  • 

d  X        ax 

bestimmt  werden  können. 
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Zweites  Capitel. 

Das  Tay/or'sche  und  Atdctaurm'schß  Theorem» 

Das    Taylor'eche  Theorem» 

§•  66».  Setat  man  in  df(x)  =f\x)  dx  [§•  629,  (3.)] 
x-\-y  statt  x;  eo  erhält  man  d/(a: +y)=/'(a+y)  X 
d  (x  -\-  y).  Sieht  man  nun  dabei  y  ale  constant  an,  eo  wird 

wegen  d{x'\-y)^=^dXi  sofort  »■  ■^■"T"^ ■  =s/' (A*+y)» L&aat 
man  aber  y  als  variabel  und  x  als  constant  gelten,  so  er- 
hält man,  wegen  d  {x  +y ) = dy,  eben  eo      j  ^  =/  (^'  -|-y)  > 

also  iet  im)  ^-^^'-^^^  =  <^Il±J!)      dabei  die  Differentiation 

cf/(a'  -\-y)  einmal  nach  «,  das  andere  Mal  nach  y  ausge- 
führt, d%  h.  man  gelangt  zu  demselben  Resultate,  man  mag 
die  Function  /  (j?  +  y)  nach  x  oder  nach  y  differentiiren, 

Anmcrk,  Aaf  gleiche  Weis«  würde  man  auch  ^'J'^'f^'^  „ ^YS^^y^ 

dx*  dy' 

and  llgemc.«  '»/(^+»),<>'/('  +  y)  erhalten. 

§.  MO.  Diess  vorausgeschickt,  wollen  wir/(a-+y)  ganz 
allgemein  in  eine  nach  Potenzen  von  y  fortlaufende  Reihe 
entwickeln.  Dazu  setze  man,  da  das  erste  Glied  der  Reihe 
=/(.7)  sein  muss  [indem  /(«  +  y)  ^^  y  =  0  in  dieses 
erste  Glied  übergeht]: 

/(x+y)=/(Ä•)^-^y*  +  ^y/2+Cy7+  .  .  .,  wobei   diö 

von  y  unabhängigen  Coefficlenten  Ay  B,  C,  .  •  .  oflenbar 
gewisse  Functionen  von  x  sind,  welche  wir  sofort,  sammt 
den  unbestimmt  angenommenen  Exponenten  a ,  J3 ,  ^ ,  .  .  . 
zu  bestimmen  haben.  —  Differentiirt  man  beide  Theile  die- 
ser Gleichung  nach  x,  d,  h,  sieht  man  dabei  y  als  constant 
an;  so  erhält  man,  wenn  gleich  durchaus  mit  dx  dividirt 
wird: 

dx  —      dx      ^  dx^     ^dxif^^  dx^^^  •   '   ' 

28« 
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Sieht  man  hingegen  x  als  constant  an ,    so  erhält  mnitf 
Wenn^ gleich  mit  dy  diyidirt  wird: 

Zufolge  der  Rehitiou  (?w)  im  vorigen  Paragraphe  be- 
steht aber  die  Gleichung: 

und  damit  die  beiden  Functionsreihen  in  Bezng  auf  die 
ganz  unabhängige  Variable  y  von  einerlei  Form  erscheinen, 
darf  man  nur  setzen:  a  —  1=0,  ß — l=a,  y — l=ß 
u.  8.  w.,  woraus  a  =  l,  P  =  2,  y  =  3  u.  s.  w.  folgt.  Su!>- 
stituirt  man  also  diese  Werthe  in  der  vorigen  Gleichung", 
so  hat  man  nach  dem  Satze  der  unbestinimtou  Coeffieienten : 

M:i  =  ^^=2JS,  ^  =  3C,    ^  =  4i>  etc.,  und  daraus: 

dx  '    tfx  '    dx  ^     dx  ' 

^=  ^,  5  =  .^,  C= /{<4  u.  «.  w. 

cxx  2a  r-'  2.  Zdx 

Werden  daher  endlich  diese  ftir  die  Coeffieienten  und 
Exponenten  gefundenen  Werthe  in  der  oben  angenommenen 
Heihe  substituirt,  so  erhält  man  nachstehend^,  nach  ihi-eni 
Erfinder  Taylor  benannte  Reihe: 

(I)/(a+y)  = 

fW^ — TTir^  rfx»  1.2+  rf.T-  1.2.3  +  --- 
welche  in  der  ganzen  hohem  Analysis  von  der  gröbsten 
Wichtigkeit  ist,  und  überhaupt  die  in  der  Function  fix) 
entstehende  Änderung  angibt,  wenn  die  Variable  .r  um  die 
willkürliche  Grösse  y  vermehrt  oder  (in  welchem  Falle  in 
dieser  Reihe  nur  —  y  statt  y  zu  setzen  ist)  vermindert 
wird. 

An  merk.  Dfese,  auch  anter  dem  Kamen  des  Taylor'schen  Lohr- 
Satzes  bekannte  Reihe  wird  häufig  auch  (nach  Lagrange,  $.  627) 
in  der  Form  geschrieben : 

/(x  +  A)  -/(.r)  +hf{x)+  ^r  (x)  +  i^/"'  (r)  + .  .  . 

Da  diese  Reihe  im  Allgemeinen  eine  unendliche  ist ,    so    gilt  toh 

derselben  Alles  das,  was  von  solchen  Reihen  (§.  274  iF.)  überhaupt 

bemerkt  worden,    d.  h.   sie  kann   nur  dann  den  wahren  Werth  toh 

/(r4~A)i  und  zwar  so  genau  als  man  will,  geben,  wenn  sie  con- 

Y  e  r  g  e  n  t  ist. 
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l'brigeni  Iftsst  gich  der  Reit  dieser  Reihe,  wenn  man  diese  bei 
wa«  immer  filr  eineiA  Gliede  abbricht,  jederzeit  bestinimea,  und  da 
man  daf^r,  oder  fttr  das  letzte  Glied  der  Reihe  nach  Lagrange 
^n  Ausdruck 


2  .  3  .  4  . «  fi  dx^ 

findet,  wobei  O  eine  unbestimmte,  jedoch  swischen  0  und  l  liegende 
Zahl  bezeichnet ;  so  folgt,  dass  die  Tay  loP sehe  Reihe  eonvergent  ist, 
oder/(.r4-Ä)  zur  Summe  hat,  wenn  der  Werth  dieses  ergänzenden 
Gliedes  kleiner,  als  jede  gegebene  OrAsse  wird,  sobald  man  fx  ohne 
Ende  wachsen  Iftsst. 

Einen  andern,  bestimmteren  Ausdruck  für  diesen  Rest  erhält  man 
mit  Hilfe  der  bestimmten  Integrale  (J.  87SI,  Anmerk.  2). 

§.  661.     Zusatz.    Setzt  man 

y  (a)  =  w,  f(x  -f-  ^^)  =  w'  und  y  =  dx; 
80  Iiat  man  nach  dieser  Reihe: 

,  du     .    d*  u     .         d*  u        , 

"-«=—  + r72  + Tm- +  ••  ♦ 

A  n  m  e  r  k.  Die  Ableitung  dieser  Reihe  (I)  zeigt,  dass  die  ttae  die  Coef- 
ficienten  -1,  B,  C,  .  .  .  gefundenen  Werthe  wesentlich  von  der  Vor- 
aussetzung abhängen,  dass  sc-»  1,  ji  =^2  u.  s.  w.  sei;  in  allen  jenen 
y&llen  also,  in  welchen  es  nicht  mOglich  ist/(T-)-y)  nach  steigen- 
den, ganzen,  positiven  Potenzen  von  y  zu  entwickeln  (was übri- 
gens niemals  für  allgemeine,  sondern  nur  für  besondere  Werthe 
von  X  eintreten  kann) ,  werden  sich  auch  diese  Cocfficienten  nicht 
so  darstellen  oder  bestimmen  lassen;  sie  erscheinen  in  diesem  Falle 
immer  als  unendliche  GrCssen ,  und  weisen  eben  dadurch  auf  die 
Unmöglichkeit  einer  solchen  Entwickelung  (mit  ganzen ,  positiven 
£xpouenten  von  y)  hin.  [Fernere  Ableit  dieser  Reihe,  so  wie  Be- 
merkungen in  jenen  Fallen,  in  welchen  sie  nicht  abbricht,  III.,  27,  ff.]. 

§•  662.     Beispiele  über  diese  Reihe. 

1.    Um  zu  finden,  was  aus /(x)  =  2x^—3  x  wird,    wenn   man  darin  x  in 
X  -f-  a  übergehen  lässt ,    hat   man    nach    der  obigen  Reihe  (I) ,    wegen 


-^^-^  — 4x  — 3    und— f-V^  =  4 
dx  d  X 


(alle  folgenden  Differential-Quotienten 


sind  Null),   sofort: 

f(x  +  a)  —  (2 r»  —  8 t)  -|- (4x  —  8)  a  +  2a«. 
Daraus  erh&lt  man  auch  als  Änderung  der  Function,  d.  i. 
/(r  +  a)  -/(t)  -  (4x  —  3)  a  +  2a*; 
was  man  auch  Alles  auf  gewöhnliche  Art  bestätigt  findet. 
2.    TTm  femer  auch  wenigstens  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  wie  man  die 
Taylor 'sehe  Reihe  zur  Ent^vickelung  der  Functionen  einer  Variablen 
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in   BeiheD  benutzen  kann ,   sei  /(x)  *^  a^ ,   also  f{r  -\-y)  =  o«4-r;  m 
folgt  ans  (I),  wegen 

ax  ox"  ax' 

n.  8.  w.,  sofort: 

*  1^*         1.2'^*  1.2.8^' 

und  daraus  fftr  xeaO  (oder  anch  unmittelbar,  wenn  man  durch  a^  ab. 
kürzt)  die  (§.  292)  bekannte  Reihe: 

at=l+_y+    _y.+  __y.+    ... 

;   ,    [Weitere  Beispiele,  III.,  29  —  32.] 

§«  MS.  Obechon  sich,  so  lange  x  seine  aUgemeine  Be- 
deutung behält, /(a* -t~y)>  oder  wenn  man,  yne  es  üblicher 
ist,  h  statt  jf  schreibt,  /(a-f-A)  immer  in  eine  Keihe  nach 
ganzen,  positiven  Potenzen  von  h  entwickeln  lässt 
(§§•627,  Anmerk. ,  661);  so  ist  dieses  gleichwohl  nicht  im- 
mer der  Fall,  .wenn    der  Variablen  a:  bestimmte  Werthe 

beigelegt  werden.  Wäre  2.  B./(.t)  =  }/x^  —  a^und  fix  4"  A) 
für  x  =  a  (wofür  die  ursprüngliche  Wurzelgrösse  verschwin- 
det) zu  entwickeln,  so  hätte  man 

f{a  +  h)=\/ia  +  hy—a^  =  \/2ah  +  h^ 

=  Ai(2a  +  Ä)i=(2a)*Ä*  +  i(2a)-*A*  +  .  •  • 
also  eine Entwickelung,  die  nur  nach  gebrochenen  Ex- 
ponenten  von  h  möglich  ist.      Wäre  femer  / (j)  =  -■     , 

und  wieder /(a* -f-Ä)  ^^  x  =  a  (wofür  der  Nenner  der  ge- 
gebenen Bruchfunction  verschwindet)  zu  entwickeln ;  so  hätte 
man,  wenn  JC  (wie  man  immer  voraussetzen  kann)  den  Fac- 
tor x — a  nicht  weiter  mehr  enthält,  und  für  a"  =  a+A  in 
eine  Eeihe  Von  der  Form  A-\- Bh-\-  Ch^-\-  .♦.  entwickelt 
werden  kann: 

f{a+h)=(A+Bh+Ch*  +  .  .  .):  A" 

also  eine  Reihe,  welche  für  positive  Werthe  von  n,  wenig- 
stens in  den  ersten  Gliedern,  negative  Potenzen  von  h 
besitzt.  Wäre  endlich  /(a )  =  l(x  —  a)  und  ebenfalls  f(x  +  A) 
für  den  bestimmten  Werth  von  a*  =  a  (wofür  dieOrusse  un- 


term  Logarithmonzeichen  verschwindet)  zu  entwickeln;  so 
hätte  man /(a  + 70  =  iA,  eine  Function,  die  sich  bekannt- 
lich (§.  290)  in  keine  Reihe  nach  Potenzen  von  k  (sondern 
nach  h  —  1)  auflosen  lässt. 

LAsst  man  x  noch  stehen,  so  hat  man: 
/(x+ä)  =  ;(t  +  ä  — a)«/[(x-a)  +  Ä]:-/(T  — a) 

\         »-^aj  ^      X  —  a       2(ar  — o)'      * 

eine  Reihe,  deren  s&mmtliche  Glieder  f&r  x  -»  a  Unendlich  werden. 

§.  OM.  In  allen  diesen  hier  angefahrten  Fällen  nun^ 
werden  in  Folge  der  Regeln  (§§.  636 ,  635 ,  638)  für  das 
DifiFerentiiren  einer  Wurzelgrösse ,  eines  Bruches  und  einer 
logarithmischen  Fiuiction  die  CoefBcienten  der  Taylor ^ 
sehen  Reihe  (welche  eben  ganze,  positive  Exponenten 
von  h  voraussetzt) ,  wenigstens  von  einem  gewissen  Gliede 
an,  Unendlich*);  man  muss  also  dabei  auf  die  Bequem- 
lichkeit dieser  Reihe  oder  dieses  Satzes  verzichten,  und 
/(a-f"  A),  wie  es  in  den  drei  angeführten  Beispielen  gesche- 
hen, auf  gewöhnliche  Art  entwickeln*    [HI.,  34  —  37.] 

Die   Maclaurin'B che   Reihe. 

§.  665.  Setzt  man  in  der  Tat/ lorachen  Formel  (I) 
(§.  660)  a*  =  0,  und  bezeichnet  das ,  was  aus  der  Function 
f{x)  und  ihren  auf  einander  folgenden  Differential-Quotien- 
ten bei  diesem  Werthe  von  x  wird,  kurz  durch 


u.  s.  w. ; 

so  erhält  man,    wenn  man  auch  gleich  statt  der  ganz  will- 
kürlichen Grösse  y,  jene  x  schreibt: 

(X  +  Ä\ 
^  I  nur  bis  zu  h^  nach  ganzen,  positiven  Potenzen 

von  A  entwickeln,  und  werden  von  da  an  die  Exponenten  von  h  gf- 

brochen  I  n  H >  •  •  •  I  i    *<>   werden   die  n  ersten  Coefficienten  der 

Taylor'schen  R.  fftr  x  »=  a  endliche,    die  folgenden  aber  unendliche 

GrCssen;   man  kann  also  in  diesem  Falle /l  ^  1  mittelst  der  Tay- 

lor*schen  R.  nur  bis  (einschliesslich)    znm  n  +  1"**"  Glied  entwickeln. 


4M 

Ol)    /(x)  = 

eine  Formel  (welche,  obschon  sie  von  Stirling  herrühren 
BoU,  ge wohnlich  dem  Schottländer  Colin  Maelaurin  zu- 
geschrieben wird),  um  eine  jede  Function  f(jt\  welche  dazu 
geeignet  ist,  in  eine  nach  ganzen,  positiven  Potenzen  vuu  x 
fortlaufende  Reihe  zu  entwickeln. 

Anmerk.  Aus  dem  fl&r  die  Tay/or'sche  Reihe  (§.  660,  Anmerk.) 
angestellten  Beste,  folgt  nun  Yon  selbst  Ar  die  vorliegende  Reibe 
als  letztes  Glied  der  Ausdmck: 


§.  666.     Beispiele  über  diese  FormeL 

1.  Um  fix)  »■  o'  in  eine  Reihe  zn  entwickeln,  hat  man  mit  Rücksicht 
auf  die  in  §.  656,  3.  entwickelten  Differentialqootienten  von  a',  wenn 
man  überall  x  =  0  setzt : 

,ri-a.-,  '•^(")-"'  ''^(•)_»-- 

~dx^  1.2.S    "•    ••    ^-^ 

folglich  nach  der  vorigen  Formel  (II) ; 

(Vergl.  §.  892.) 

2.  Fftr/(x)  =  /*,    wftre  /l  p  l  =  /0  — —  <xj,    — Jl-Z.  „  j  ==  <« 

u.  s.  w. ;    Bum   Beweis,    dass   /x   in  keine  solche  Reihe  nach  x  ent- 
wickelt werden   kann.   —    Nimmt   man    dagegen    /  (1  4~ ')    ^  /(^c)« 

so  erhält  man  fÄr  den   1.,  2.,  8,,  .  .  .  Differentialquotienten:  —— — , 

1  -t-x 

1  12  -^1  2  3 

—-—-7,    .,  '      .,,    ..     '   'v>  ü.  s.  w.;  folglich,  wenn  ftberall  x  =  0 

(l+.r)*        (1-fj^)  (1+^) 

gesetzt  wird,  wodurch 
wird ,  nach  (II) : 
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r*       X*       r* 


(Vcrgl.  §.  291.) 

3.    Es  sei   endlich   noch  /(x)  —  arc  »in  x ,    so  ist  mit    Rücksicht   anf  die 
auf  einander  folgenden  DiiTercntialquotienten  ron  arc  sin  x  (§.  656,  7.) 

/{  •  I  —  arc  «n  0  =  0 ,    — -^ — ^  =  1  ,     2.  Qnotient   =  0  ,    8.  Quo- 

1  9 

ticnt  =-— -,  4.  Quotient  =0,  5.  Qnotient  «•- — -— - — - — -  u.  s.  w.; 
8*3  1«2.3«4*5 

mithin  nach  (II) : 

,    1.x*  .    1  .3x»  .    1.8.5z'   . 
arc««x-x+-^-^  +  j-^^  +  ^-^-^+... 

(Vergl.  §.  308,  •).     [Mehrere  Beispiele  hierfiber,  III.,  39-— 40.] 

§.  MX  Hat  man  es  bei  den  auf  einander  folgenden 
Differentialquotienten,  wie  im  letztern  Beispiele,  mit  gebro- 
chenen oder  irrationalen  Functionen  zu  thun;  so  werden 
die  spätem  Quotienten  immer  verwickelter,  und  man  kann 
«ich  in  solchen  Fällen  zur  Auflösung  der  Function  /(«) 
in  eine  Seihe,  bequemer  der  folgenden,  durch  einige  Bei- 
spiele erläuterten  Methode  bedienen. 

§•  068.    Beispiele. 

1.  Um  eine  nach  einfachen  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihe  fElr 
arc  sin  x  zu  finden,  setze  man,  da  kein  Glied  ohne  x  vorkommen  kann, 
(indem  Ar  x  «  0  auch  arc  sin  x  «»  0  ist) : 

arc  sin  x  ■-■  A{X  -f-  -^i*'  +  ^ar*  -f-  •  •  • 

•\-  Aux'^  +  A^^X  x2«H-l  +  . . . 

*)  Eine  allgemeinere  Form  erh&lt  die  Bcihe  (II),  wenn  man  in  jener 
(I)  (§.  660)  X  =  a  und  y  =  x  —  a  setzt ;  denn  dadurch  erh&lt  man 
(wegen  x  -f  y  —  x)  : 

f(x\  -/[o  +  (X - a)]  =/y  ;  )  +  -A-i  (X  _  „) 

Wählt  man  nun  in  dieser  Reihe  [welche  in  die  obige  (II)  über- 
geht, wenn  man  a=0  setzt]  die  willkürliche  Grösse  a  jcdesmnl  80, 
dtisB  T  —  n  sehr  klein  aasf&llt ;  so  kann  man  ihr  in  manchen  y&ilen 
eine  beshcre  Cunvergenz  vcrschuflen,  als  jene  (II)  besitzt. 
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Beide  Theile  dieser  Gleichung  differentiirt   und  durch  dx  abgekflret. 
erhält  man: 

=  Ä^  +  2A^x  +  SA^x* . . . 


Vi  — x'- 

+  ünAsnx^^-^  4-  (2n  +  1)  Au+l x»»  + . .  • 
oder,  wegen  ' 

Vi  — X*  2.4 

,    1.8.6...(2ä— 1)    ^   . 
^2.4.6...    .   2»  ^ 

wenn  man  diese  Reihe  substituirt,   nach  dem  Satze  der  unbestimmten 

1    S 

Coefficienten :  Ä^  =  lj    2-4,  —  0,   3-4,  —  ^,  4A^  =  0 ,   5-4,  =  — ^ . . . 

2n-49»=0   und    (2n  +  1)  -4aw+l  ^  o    a    tt  "o^     »    *^"*    -4^  —  1» 

il,  =  0,     -4,— ^-j,     ^«0,     ^3==^--^...     ^te^O     und 

1    3        f2n  —  11 

^n+1  =»  —^ — '-^-^ — : r — r »   ui^d  damit  endlich  ans  der  hier  ange- 

2.4...2«C2n+ 1)' 

nommenen^  die  vorige  Beihe  (§.  666,  3.). 

2.  Setst  man  eben  so  ^  da  auch  arc  tang  0  *■  0  ist  (also  kein  Glied  ohne 
X  vorkommen  kann), 

arc  tang  x  «»  ^^x  -|-  -  l,x*  +  A^x'  -f"  •  •  • » 
differentiirt  beiderseits  und   kürzt  die  Gleichung  durch  (ir  ab;   so  er- 
hält man :  -— t — r  *«  -4,  -f-  2-4,x  +  8-4,x'  +  AA^x*  +  /. .,   oder  wegen 

1  -j-  X 

— i— -=(l+x*)-l  — 1  — x'  +  x«  — ...,    sofort  l_3c»4-x*  — X« 

1 4"  * 

+  ...  «».44  +  2-4,x  +  8-4,x*+ ^-^i^A **+••• »  li'id  *M  dieser  Glei- 
chung: il^  —  l,  4,-0,  A^^  —  ^f  -4^  —  0,  A^ma^  u.  s.  w,,  so 
wie  endlich  mit  diesen  Werthen :  arc  tang ««-x  —  Jx*4"i**  — 
|x'  +  ...     (Vergl.  §.  308). 

3.  Um   endlich  noch   (tj  -f- 1,  x  4*  t. ''  +  •  •  *)*  ^^  ^^^^  Beihe  nach  Po- 
tenzen  von  x  zu  entwickeln,  setze  man 

(*i  +  *.*i- *.'"  +  •••)*  =  2:» +  S,x  +  3:8X>, .. ; 

so  ist  auch,  wenn  man  beiderseits  natürliche  Logarithmen  nimmt  und 
hierauf  differentiirt : 

w(ta  +  2t,x4-3t^x»4-...)        a:,-|-2X,x4-33:4X»-f... 
ti  +  t,x  +  t3X«  +  ...        ""     Z,  +  Z^x  +  X^x*  +  ... 

oder  nach  Hinwegschaffung  der  Brüche: 

nZ,t^  +  (2n2:,t,  4-  nX,t,)  x  -|-  (3/.X,t,  +  2nX,t,  -|-  «X,t,)  x*  4-  . . . 

-JA  H-(23:,t,  4- 3:A)x4-(33:A  +  aX.*,  +  iA) '"+.... 

aus   welcher  Gleichung  man  nach  dem  oft  genannten  Satze  der  nnbe-* 
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Btimmteii    Coefficienten,    wenn   man   früher   uns    der    angenommenen 

Reihe  (indem  man  wieder  x  «>  o  setast)  X|  «»  ff   hestimmt   hat ,    sofort 
fii,t,  =  Xat,,    2n2:jt3  +  «t,t-=2i,t,4-X,t,  u.  8.  w.,  also 

Z,  =  nfrh,,  X3^»tr^t3+''^"'~'Vt?  u.  s.  w. 

1  •  • 

und  damit  endlich   die  gesuchte,   schon  in  §.  120  entwickelte  Beibe, 
d.  i.  den  polynomischen  Lehrsatz  erhält 


Drittes  Capitel. 

Das   Taylor  sehe  Theorem  auf  Functionen  zweier  Va- 
riablen ausgedehnt    Die  Differentiation  der  Functio- 
nen mehrerer  Variablen.    Die  partiellen   Differentiale. 
EuUrs  Lehrsatz  der  homogenen  Functionen. 

Da»  erweiterte    Taylor  sehe  Theorem. 

§.  669»  Es  sei  u=f(x9y)  eine  Function  der  beiden 
von  einander  unabhängigen  Variablen  x  und  y,  und  es  gehe 
u  in  u'  über,  wenn  man  darin  y  als  constant  ansieht  und 
a  in  X  -{-h  verändert ;  femer  gehe  u'  in  u"  über,  wenn  man 
in  w'  a  als  constant  ansieht  und  y  in  y  +  i  übergehen  lässt, 
so ,  dass  also  u  =f(a  +  A,  y)  und  u'  =/(a?  +  A,  y  +  k) 
ist,  wobei  h  und  k  zwei  ganz  beliebige  Incremente  be- 
zeichnen.    Schliesst  man  femer  die  Differential -Quotienten 

-7*.  --—;,...,  um  anzudeuten,  dass  in  u  nur  a  als  variabel 

dx      dx 

genommen ,  oder  bloss  nach  a  differentürt  worden ,  in  Pa- 
renthesen ein,  und  thut  dasselbe  hinsichtlich  der  Quotien- 
ten -— -,   — — ,...,   in  welchen   u  bloss   nach  y  diflferentiirt 

dy        d\ß 

ist;  so  erhält  man  nach  der  Formel  L,  §.  660: 

«w  +  (fj-)*+(^-)^+(^)i+... 


Kun  ist  aber  nach  dem  angedeuteten  Sinne ,  wenn  man  für 
u*  den  Werth  aus  der  vorigen  Keihe  setzt: 


m = m + (#) « + (-P)i^ 


1    •  •  •  > 


wobei  das  1.  Glied  (-j-)  den  Quotienten  bezeichnet ,  wel- 
cher entsteht,  indem  man  u  bloss  in  Bezug  auf  y  differen- 
tiirt  und  durch  dy  dividirt;  das  2.  Glied  den  Quotienten 
bedeutet,  welcher  entsteht,  wenn  man  die  bereits  einmal 
nach  X  differentiirte  und  durch  dx  dividirte  Function  u 
noch   einmal,    und  zwar  nach  y  diffcrentiirt  und  durch  dy 

dividirt,    welche  zweimalige   Operation  kurz  durch  1^ — ^1 

angedeutet  wird ;  das  3.  Glied  jene  dreifache  Differentiation 

bezeichnet,  die  analog  durch  ■  ,    "  1  angezeigt  und  zufolge 

des  eben  Gesagten  leicht  verstanden  wird,  u.  s.  w.  Man 
hat  also  jetzt,  mit  Anwendung  dieser  einfachem  Bezeich- 
nung: 

Werden  sowohl  diese,  so  wie  auch  der  Werth  von  u  in 
der  vorigen  Gleichung  von  w"  substituirt ;  so  erhält  man : 

+(w)"'"+($H+- 

An  merk.  Hier  ist  das  Gesetz  des  Fortganges  ftr  sich  klar,  und  kann 
auch  leicht  für  Functionen  von  3  und  mehreren  Variablen  erweitert 
werden.  [Anwend.  dieser  Formel,  um  Fanctionon  ron  S  Variablen 
in  unendliche  Reihen  za  verwandeln,  III.,  67.] 
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§.  6T0.  Zusatz.  Kehrt  man  die  Ordnung  um ,  und 
läset  zuerst  x  ungeändert  und  y  um  k  zunehmen,  dann  y 
ungciindert  und  x  um  h,  zunehmen;  so  erhält  man  genau 
eben  so : 

""="+[(^)*+a*i 
+n($)'-+(^)"*+(&)*'i+-' 

und  da  diese  Entwickelung  mit  der  vorigen  {A)  identisch 
sein  mussy  femer  h,  und  h  ganz  willkürliche  unabhängige 
Grössen  sind;  so  hat  man  durch  Vergleichung  der  gleich- 
namigen Coefficienten  : 

und  allgemein: 

dt^  dy«)         Vy«  dx"*}  * 

d.  h.  man  erhält  immer  dasselbe  ßesultat,  man  mag  die 
Function  u  =:f(^Xy  y)  zuerst  m  Mal  nach  x  und  hierauf 
n  Mal  nach  y,  oder  umgekehrt ,  zuerst  n  Mal  nach  y  und 
dann  erst  m  Mal  nach  x  difiFerentiiren. 

Für  u  =  x^9iny  s.  B.  ist 

Kehrt    man    die    Ordnung    um ,     so    erhalt    man :    I  -z-  I  =»  x'  cos  y, 

/    </*«    \  ,  /    d^u    \ 

Torbin. 

Total-   und  Partial-Differentiale. 

§.  OTl.  Analog  mit  der  in  §.  630  gegebenen  Erklä- 
rung ist,  immer  in  der  Voraussetzung,  dass  in  u^=f(x,y) 
die  beiden  Variablen  x  und  y  von  einander  unabhängig 
sind,  sofort  rfw  =/(^  +  rf^,  y  +  cfy) — /(^,  y)  das  Difl'eren- 
tial  von  «•  Setzt  man  daher  in  der  Formel  (A)  des  zweit 
vorhergehenden  Paragraphes  h  =  dx  und  k  =  dy^  so  erhält 
man,  da  wieder  die  Glieder  der  hohem  Ordnungen  wegge- 
lassen werden  müssen  :  (1)  du  =  l-j- 1  dx  +  y^)  dy* 
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In  diesem  Ausdrucke  heissen  zum  Unterschiede  vom 
Total-  oder  vollständigen  Differential  du,  die  beiden 
Glieder 

beziehungsweise  die  partiellen  Differentiale  von  u  nach  x 
und  nach  y^  so,  dass  also  das  Total-Differential  aus  der 
Summe  der  partiellen  Differentiale  besteht;  welcher  Satz 
sich  überhaupt  auf  Functionen  von  jeder  beliebigen  Anzahl 
von  Variablen  ausdehnen  und  erweisen  lässt,  so,  dass  z.  B. 
für  tt=/(x*,  y,  z)  sofort  dw  =  dw-)-<ftt-|-du  oder  nach  der 

g  f/  B 

gewöhnlichen  Bezeichnungsart  (wobei  jedoch  auch  Öfter  die 
Klammem  ausgelassen  werden)  : 

ist,  u.  s,  w.  Hieraus  folgt  zugleich,  dass  die  Differentiation 
der  Functionen  mehrerer  von  einander  unabhängiger  Ya* 
riablen  (indem  nach  und  nach  nur  immer  Eine  als  variabel 
angesehen  wird)  auf  jener  der  Functionen  Einer  Variablen 
beruht,  oder  auf  diese  zurückgeführt  werden  kann. 

§.  672.     Beispiele    hierüber. 

1)     Für  M  =«  ry  ist  j^^ — I  ^x  «:»j^  dx  und  l—l  ciy^x  </j^,al0O nach 
(1)  des  vorigen  §.  «f« ««  yrfx-f-xrfy. 

.     ,          dx        rdy       y  d  r  -^^  x  dy 
nach  «ftt— ;^=  ^ ; ^. 

y       r  y 

S)  Für  ti  a»  ry^  sin  z  folgt 

(57)  *'''"'^' '*"''''•  (-^)<^y=**'y«»«^y 

nnd  I  -T-  \dz  *^  xy^  coszdz^ 

mithin  ist  nach  Relation  (1  )  des  vorigen  Paragraphen: 

du  ii^  y* sin  «  cf  x  -f-  2  xy  sin  z  dy-\-  x  y* cos z  d z. 

A  n  m  e  r  k.  Man  sieht,  dass  die  im  ersten  Oapitel  fhx  das  DifFercntiiren 
der  Fanctionen  Einer  Variablen  abgeleiteten  Regeln  aach  Ar 
Functionen  zweier  und  mehrerer  Variablen  gelten ;  denn  man 
hat  z.  B.,  ohne  auf  partielle  Differentiale  überzugchen,  nach  der  Ar 
(§.  634)  dXX'  abgeleiteten  Regel  unmittelbar:  dxy^xdy  +  ydx, 


441 

wie  vorhin  im  ersten  Beispiele.     Dasselbe  gilt  aach  von  allen  übri« 
gen  Beispielen. 

§.  678.  Die  höhern  Differentiale  von  u^f{x^  y)  fin- 
det man  wieder  durch  wiederholtes  Differentiiren  der  obigen 

Gleichung  (1)  (§.  671) ,  in  welcher  ^\  und  ^\  im  AU- 

gemeinen  wieder  neue  Functionen  von  m  und  y,  hingegen 
dsß  und  dy  constant  sind.     Man  hat   nämlich  aus   der  gc- 

nannten    Gleichung   (1):      d*M=d«d(4f) -f  dyd(ij). 

oder  [indem  man  wieder  nach  der  nämlichen  in  der  Glei- 
chung « 1)  ausgesprochenen  Regel  differentürt,  und  dabei  das 
in  §.  669  über  die  einfache  Bezeichnung  der  Differential- 
Quotienten  Gesagte  berücksichtiget]  wegen 

femer  mit  Rücksicht  auf  die  erste  Relation  (m)  in  §.  670, 
wenn  man  sogleich  die  gleichen  Glieder  zusammennimmt: 

(2)  ^u  =  (^)  d.«  +  2  (^)  ä.äy^  (£l)  ciy«. 

'  §.  674.  Genau  auf  dieselbe  Weise  findet  man  auch,  da 
die  Quotienten  .(-j-r)»  I^^J  )  etc.  im  Allgemeinen  wieder 
Functionen  von  x  und  y  sind: 

B.  8.  w.  Auch  würde  man  auf  ähnliche  Art  durch  wieder- 
holtes Differentiiren  der  obigen  Gleichung  (1')  (§.  671)  die 
hohem  Differentiale  von  /(j?,  y,  z)  finden,  u.  s.  w. 

Anmerk.  Diese  Ansdrttcke  (1)  (§.  671),  (2),  (8),  .  .  (des  gegenwär- 
tigen §.)  verglichen  mit  den  Gliedern  derBeihe  (^1),  §.  669,  geben, 
wenn  man  dort 

A  —  (£  JT,  jb  —  dy  und  /(x  -^  dx^  y  +  ^V)  =*  « 
setzt,  wieder  die  bereits  in  §.  661   (Znsatz)   ftr  Functionen  einer 
VAriablen  gefundene  Beihe: 

du     ,   d*  u   ,       d*u  ' 

»-«  =  -r+v.8+T:»TT+-- 
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5.  W5.  Es  iBt  für  tt  =f{x,  y)  [§.  671,  Gleichung  (1)] 
du  =  Pdx  +  Qdy,  und  dabei  P=  1  .—  I ,  Q  =^  1-^  I ;  mit- 
hin, wenn  man  abermals  partiell  differentiirt: 

also  [§.  670,  Relation  (m)]  (1)  ^^)  =  ^^j;   eine  Bedin- 

gungsgleichung,  welche  immer  besteht,  wemi  Pdx-\-  Qdy 
das  wahre  und  vollständige  Differential  einer  Function 
zweier  Variablen  a  und  y  ist. 

§.  OT6.  Für  u=^f{x^  y,  z)^  wofür  also  du^=Pdx 
"I"  Qdy  -\-  Rdz  ist,  findet  man  eben  so,  oder  kurzer,  indem 
man  in  dieser  Gleichung  nach  und  nach  ^,  y,  x  als  con- 
stant  ansieht  (wofür  beziehungsweise  die  Glieder  mit  dz,  dy, 
dx  herausfallen)  und  auf  die  jedes  Mal  stehen  bleibenden 
beiden  Glieder  die  vorige  Bedingungsgleichung  (1)  anwen- 
det, die  drei  nachstehenden  Bedingungsgleichungen: 

welche  sofort  bestehen  müssen,  wenn  das  vorige  Differentiale 
du  ein  wahres  und  vollständiges  Differential  einer  Function 
u  von  drei  veränderlichen  Grössen  sein  soll.  —  Zug^leich 
ist  hier  der  Weg  angegeben,  um  die  ähnlichen  Bedingungs- 
gleichungen für  Functionen  von  noch  mehreren  Variablen 
aufzufinden. 

Euler  8  Lehrsatz  über   die  homogenen  Functionen. 

§.  677.  Nach  §.  106  geht  die  gleichartige  oder  homo- 
gene Function  u=f{xy  y>  ^>  •  •)  der  m**°  Ordnung,  wenn 
man  statt  x^  y^  z^  .  .  beziehungsweise  tx^  ^y>  •  •  schreibt, 
wo  t  eine  neue,  von  ^,  y,  z,  .  .  ganz  unabhängige  Gi-ö^se 
ist,  in  w  <*"  ,  also  auch,  wenn  man  <  =  1  +  a  setzt,  wodurch 
sich  X  m  X  -^  ux  y  y  in  y  +  ay  u.  s.  w.  verwandelt ,  in 
tt  (1  +  d)^  über.  Nach  der  erweiterten  TbyZor'schen  Formel 
(§.  669,  Anmerk.)  findet  man  aber,  wenn  in  der  ursprüng- 
lichen Function  w,  ^  in  ^  +  a^,  y  in  y  4"  *y  u.  s.  w.  über- 
geht, für  die  neue  Function  den  Ausdruck: 
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«  (1  +  a)«  =  «  +  [(-^)  ax  +  (-^)  ay 

+  (■57)«^  +  ' •]  +  «*<'• 
Da  aber  auch  von  der  andern  Seite 

ist,  so  hat  man  durch  Gleichsetzung  der  gleichnamigen  Coef- 
ficienten  der  unabhängigen  Grösse  a: 

indem  diese  zweite  Gleichung  für  unsern  Zweck  schon  hin- 
reicht.    Setzt  man  daher  Kflrze  halber 

80  ist  das  Differential  unserer  homogenen  Function  u  des 
m*"  Grades  (§.  671):  {p)  du=Pdx  +  Qdy  -\~Rdz'\-  .  ., 
und  zufolge  der  vorigen  zweiten  Gleichung: 

{q)    Px  +  Qy  +  -Ä^  +  •  .  =  WM, 
welche  Relation    sofort   den  £ti/6r*schen   Satz  bildet;    dabei 
sind,   wie  man  sieht,   die  Coefficienten  P,  Q,  »  .  homogene 
Functionen   von   ^,  y ,    .  •    der  (w — 1)**"  Ordnung.     [Bei- 
spiele m.,  85.] 


Borgr*«  Compendinm  d.  höh.  Madi.  29 
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Viertes  Capitel. 

Von  der  DiflTerentiation  der  unefitwickelten  Functio- 
nen oder  Gleichungen  mit  zwei  und  mehreren  ver- 
änderlichen Grössen. 

§.  678.  Bisher  haben  wir  immer  entwickelte  Func- 
tianen  von  der  Form  j/ =/(«),  w=/(ä,  y)  u.  g.  w.  be- 
trachtet; nun  soll  gezeigt  werden,  wie  in  unentwickelten 
Functionen  y  wie  z.  B.  mf(x^  y)  =  0,  die  Differentiation 
ausgeführt ,  und  wenn  y  die  Function  von  a  sein  soll,  dar- 
aus die  Quotienten  -^ ,  j-i  u.  s.  w.  bestimmt  werden. 

§.  OT9.  Es  sei  u  =^f{BSf  y)  =  0  die  gegebene  Gleichung, 
X  die  unabhängige  Variable  und  y  die  davon  abhängige  oder 
y  =:  y  (a).  Da  also  y  iTi  y  -\-  dy  übergeht,  wenn  sich  x  in 
X'\-dx  verändert  (§♦  629)-,  so  besteht  auch  die  Gleichung: 
f{x  +  dxy  y  +  dy)  =  0,  und  wenn  man  davon  die  gegebene 
abzieht,  auch  jene:  f{x  +  da;,  y  +  dy)  —/{x,  y)  =  0,  oder 
nach  der  Formel  {Ä),  §.  669 ,   wenn   man  dort  A  ==  dx  und 

k  =  dy  setzt:    {l)  (^^ dx  +  {^)  dy  =  0 ,    d.    i.    [§.  671, 

Gl.  (1)]  d/(^, y)  =  0,  so  angesehen,  als  ob  y  von  x  unab- 
hängig wäre,  um  also  aus  der  Gleichung /(a-,y)  =0,  wo 
y  =  y  (a?)  ist ,  den  ersten  Differential  -  Quotienten  zu  finden, 
wird  man/(a*,  y)  nach  §.671  so  differentiiren,  als  ob  x  und 
y  von  einander  unabhängig  wären,  dieses  Differential 
gleich  Null  setzen ,   und    aus   der  so  gebildeten  Gleichung 

-T^  bestimmen ;  es  folgt  nämlich  auf  diese  Weise : 


Ist  s.  B.  ti  a*a2y*-}- 6  e«0  und  y  eine  Function  Ton  x,   so   bftt 
man  nach  dieser  Begeh  <i  (a  x  y*  +  6)  —  0,  d.  i.  o  y'  d  x  -f-  2a  xy  i/y  «•  0, 

nnd  daraas    --£-  i-»  —  -r-*    [Oder  wenn  man  partiell  differentiirt : 


dx  Sx 
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aach  nach  Belation  (r) :  — r^  = r— .     Und    in  der  That ,    entwickelt 

man  (waA  hier  möglich  ist)  die  Function  y  aus  der  gegebenen  Glcicbnng, 

80  erbILlt  man:    y  «->  IX  ZI.,  und  daraus  nach  §.  636: 

P^       ax 

rf  y  6  by y  , b 

TJ-  ax*.2y*   2ax»y*    "  "27  '  '''^^''''  3/   -  ~  „^ • 


§.  680.  Wiederholt  man  die  SchJüsse  des  vorigen  Pa- 
ragraphes ,  nach  welchen  .  wir  gefunden  haben ,  dass  ffir 
w=y(a;,y)  =  0  [obgleich  dabei  y=^(^)  Ui]  auch  du  =  0 
ist;    so  findet  man  eben  so:  ^*m  =  0,    d^u  =  0  u.  s,  w.  — 

Nun  war,  Gl.  (Q,  ^^'^  (-^1^'=«?  +  l^^l  ^J/;     difFerentiirt 

man  daher  abermals  und  bemerkt,  dass  dx  constant,  da- 
gegen wegen  y  =  ?  (a),  dy  variabl  ist ;  so  erhält  man  nach 
derselben  Regel  (/)  des  vo^rigen  Paragraphen: 

(«>   d*u  =  (-g)  d^  +  (-~^)  dy  dx  +,  (^^)  dx  dy 

und  aus  dieser  GHeichiing,  mit  Eii^ksicht  &uf  iie  erste  Re- 
lation (w),  §.  670,  wodurch  sich  die  beiden  Glieder  in  dx  dy 
zusammenziehen  lassen: 


Ist  z.  B.  M=-/(r,y)=x2-f  y'  — r*==0,  so  folgt  '  ' 


folglich  wegen  (§,  679  ,  Relation  r)  -J^  =«  —  ?f  =  ^  -^,.  nach  dieser 

ax  2y  y      . 

letzten  Belation: 


x^ 


2-U2  -■    ■ 

d*y  _  _       ^     y'      ^  _  x'  +  y'  =:=  _  ZL» 
Jx»  2y  "■  y*      "~        y' 

Bs  iat  in  der  That,  wenn  man  di«  gegebene  Gl  cieh.  zwei  Mal  diffev^ntiirt : 

%x  dx  -f"  2y  <fy  •*»  0, 
micl  C^eil  X  die  unabhängig  Variable,  also  dx  ooostalit  sein. soll) 

2rfx*4-2rfy*+2yd2y-=o, 
woraus  sofort  folgt: 

29* 
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dx*      "^         y  "^  y         "^  y*     ' 

wie  zuTor. 

Auf  dieselbe  Art  lassen  sich  auch,  durch  wiederholtes  Differeaüirm 
der  vorigen  Gleichung  (n),  die  folgenden  Differentaal-Quotieiiten  bestim- 
men.    [Weitere  Ausfthmng  sammt  Beisp.  III.,  75  —  77.] 

§.  681.  Ist  M=/(x,  y,  2:)  =  0  und  z  eine  Function  der 
beiden  unabhängigen  Variablen  x,  y\  so  kann  z  verändert 
werden,  indem  sich  bloss  x  oder  y ,  oder  auch ,  indem  sich 
beide  diese  Grössen  gleichzeitig  ändern.  Sieht  man  nun  y 
als  constant  an ,   so  hat  man  zufolge  der  obigen  Gleichung 

(0  (§.  679)  die  Relation:  (^^dx^i^dz  =  0   (nämlich 

dz   bloss   nach    x   genommen).      Sieht   man   dagegen  x  als 
constant  an,  so  hat  man  eben  so: 


(^)'^y+(lf)f=o. 


also  durch  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  und  der  Be- 
rücksichtigung, dass  (§.  671)  dz  -{-dz  =  dz  (das  Totaldiffe- 

rential)  ist :  l-j--)  d«  +  I  "j~"l  dy  +  ("J^  i  ^^  ^=  ^>  ^'  *■  ^^~ 

der  [als  ob  x,  y,  z  von  einander  unabhängig  waren,  §.  671, 
(1')]  du  =  0.  —  Eben  so  könnte  man  auch  wieder  die  hö- 
hern Differentiale  von  u  ableiten,  und  diese  Entwickelungen 
überhaupt  auf  Functionen  von  jeder  beliebigen  Anzahl  von 
Variablen  ausdehnen.      * 

A  n  m  e  r  k.  Hinsichtlich  der  in  solchen  Gleichungen  vorkommenden  con- 
stanten  GrOssen  gilt  wieder ,  dass  sie  durchs  Differentiiren  hinaa»- 
failen;  so  ist  z.  B.  die  ans  der  Gleichung  y^*^  ax-\^  b  abgeleitete 
Differentialgleichung  2y  dy  ^^  adx  von  der  Constanten  6  unab- 
hängig und  entspricht  sonach  allen  besondern  Gleichnngen, 
welche  aus  der  gegebenen  entstehen,  indem  man  der  GrOsse  b  nach 
und  nach  alle  mCglichen  Werthe  beilegt.  —  Die  constante  GrOssc 
a  betreffend,  so  kann  diese  zwar  nicht  durch  unmittelbares  Differen- 
tiiren herausfallen ,  immer  aber  lisst  sich  aach  eine  von  a  unaV 
h&ng^ge  Gleichung  anfstellen ,  indem  man  diese  Grösse  aus  der  ge- 
gebenen und  ihrer  Differentialgleicfaii&g  eliminirt;  es  ist  nftmlich  aus 
der  vorigen  Differentialgleichung  a^2ydy:dx,  und  wenn  man 
diesen  Werth  f&r  a  in  der  ursprünglich   gegebenen   snbstitoirt ,    die 


erwähnte  Gleich oDg :  y*dx  ^2xydy+  bdx^  eine  Gleicbang,  welche 
zwischen  y,  x  und  dem  Differential-Quotienten  -r^  fAr  jeden  Werth 
▼on  a  besteht.  [III.,  79.] 


Fünftes  Capitel. 

Anwendung  und   Gebrauch  der  DiflFerentialrechnung 

in  der  Analt/sis. 


L 

Bestimmung  der  unter  der  Form  %  erscheinen- 
den Bruchfunctionen. 

§.  062.  Einleitung.  Es  gibt  gebrochene  Functionen, 
welche  für  gewisse  Werthe  der  veränderlichen  Grosse  die 
unbestimmte  Form  %  annehmen ,  und  nichts  desto  weniger 
einen   bestimmten ,    angebbaren  Werth   besitzen.     Ist  z.  B. 

y  =  — 5 i,  so  wird  für  x  ■»  a,  y  ='§.  Berücksichtiget  man 

aber,  dass  a^ — a*  =  (^  —  a)(x*  +  aa:  + a*)  und  a^  —  d* 
=  (a?  —  a)(X'\'a)  ist,  und  kürzt  diesen  Bruch  durch  den 
gemeinschaftlichen    (Nullmachenden)    Factor  j;  —  a   ab;    so 

wird  noch  immer  ganz  allgemein  y  =  '-  ^^  "^  ^  ,  und  so- 
nach   für  x  =  a  sofort  y  =  -5 —  =  ^a.     Eben    so  geht  die 


Bruchfunction  y  =  — ^,J^|"     für  x  =:  1  in  8  über.    Macht 

— (x  — 1) 
man  jedoch  den  Zähler  rational,  wodurch  y  = ^^ — ,/  . 

wird;  so  entdeckt  sich  sogleich  der  gemeinschaftliche  (Null* 
machende)  Factor  x  —  1  im  Zähler  und  Nenner,  so ,  dass 
wenn  man  mit  diesem  früher  abkürzt,  noch  immer  allgemein 


^»4 

V  = ^-    ,        rr,  und  daher  flir  x  =  1  sofort  y  = —  Vi 

wird.  —   Ist  daher  allgemein  y  =--;^,  und  enthalten  beide 

Functionen ,  d.  i.  Zähler  und  Nenner  von  y,  den  gemein- 
schaftlichen Factor  x  —  a,  so,  dasfi  der  Form  nach 

F(x)  =  {x  —  a)«  P  und  f{x)  =  (a*  —  a)»  Q 

ist ;  so  wird  offenbar  für  .r  =  a,  bevor  man  mit  diesem  Null- 
machenden Factor  x  —  a  abgekürzt  hat ,  y  =  J  ,  während 
doch,  je  nachdem  n=^7n,  yKZm  oder  n^rriy   beziehungs- 

weise  der  wahre  Werth   von  y  für  x  =  a  sofort-^,  0,  oder 

CXD  ist. 

§.  683.     Es  sei  nun  a  jener  Werth  von  a*,  für  welchen 

sowohl  F{i)  =  0,  als  auch /(.7)  =  0,   folglich  in  y  =  -jj-r^ 

y  =  ^  wird.  Lässt  man  x  um  die  willkürliche  GrrösBe  h  xu- 
nehmen,  und  entwickelt  F(x^h)  und/(x'  +  ^)  nach  der 
Tay  forschen  Formel  (§.  660);  so  erhält  man: 

F{x+h) ^  /-i^;-h     ^^    "^   dx*     2  ^  '  • 

und  wenn  man  jÄzt  a  ==  a  setzt,  wodurch  nach  der  Voraus- 
setzling ^(^\  und//^'k  verschwinden,    und   auch    gleich 

mit  h  abkürzt: 

dF/x\        d*F/x\ 

Setzt  man  endlich  in  diesem  Ausdrucke  die  Hilfsgrosee 
A3=>0,  so  findet  man,  wenn  auch  noch  durch  da  abgekürzt 

wird :  77-^-  =  .^  ;  ;. ,  diesen  DiflFerentialquotienten  so  ver- 
standen,   dass  nach  der  Differentiation  a?=a  gesetzt  wird. 


§.  Ö84.  Würden  aber  bei  diesem  Werthe  von  a=^a 
auch  noch  dF(x)  und  d/(j?)  =  0,  so  hätte  man  aus  (^), 
wenn  man  durch  ^A  abkürzt  und  dann  wieder  ä  =  0  setzt 
(auch  dx^  im  Zähler  und  Nenner  weglässt): 

§.  685.     Verschwinden   überhaupt   bei   diesem  Werthe 

von  ar  =  a  hinter  einander  F{x)y   dF(x)y...  d^^F(a)  und 

/(ä),   <Z/(4?), ...  d^^f{x)\   so  ist  der  gesuchte  Werth  von 

^  ;    \  =  j„^^    X  >  nämlich  nach  vollendeter  Differentiation 

(•)       (•) 

wieder  ^  =  a  gesetzt. 

§.  686.     Beispiele  hierüber. 

1)  Für  das  oben  gew&hlto  Beispiel  (§.  682)  y  «• j 7--  ,   in 

X   —  I 

welchem  fftr  ^r«  1,  y=:(  wird,  hat  man  nach  dieser  eben  entwickelten 

Regel : 

dFjx')       (f  (3  —  1/7+1)  ^         —1 

^/W°*      rf(^*-i)      ""4x1/7+1' 
also  wenn  r  »  1  gesetzt  wird »  »  — '  ^  als  wahren  Werth  f&r  y.   (Ver- 
gleiche §.  682.) 


«m  X 


2)  Um  die  Fanction  y  = f&r  jc  =  0 ,  wofür  y  die  Form  J  er- 


X 


d  SM  X 

hält,    zu  bestimmen,    hat  man  — ; —  =  co8X,    also   für   *  =  0   sofort 

et  X 

y  =:co*0  =  1.    Hieraus  folgt  also,  dass  sich  der  Quotient  bei  der 

unendlichen  Abnahme  von  x  ohne  £nde  der  Einheit  n&hert  [diess  folgt 
anch  aus  der  Reihe  (3),  §.  306]. 

3)  Es  sei  noch  y  = -^===—  rar  or  —  a, 

X*  ■—  3ax  +  a*  +  aV2ax  —  a* 

wofür  y  =  i  wird,  su  bestimmen.    Hier  ist 

dF(x)       3a:'— 'a'>-(6o*x  — 4aa?')(2ax'— x*)""^ 

^'/W  2x  —  3a  +  a'  (2ax  —  a»)^* 

welcher  Quotient  für  x  =  a  abermals  in  $  Übergeht    Differentiirt  man 
demnach  noch  ein  Mal ,  so  erhält  man : 


6a4-  2a 
woraus   fftr   x==a,    als  gesuchter  Werth  Ton  y   sofort  ————=8« 

hervorgeht.     [Weitere  Beispiele  III.,  85  —  86]. 

§.  Ö8T.  Da  wir  zur  Ableitung  der  hier  angewendeten 
Regel  (§.  685)  von  der  Tby/or'schen  Reihe  Gebrauch  ge- 
macht haben ,  so  wird  diese  Regel  überall  dort  nicht  an- 
wendbar sein,   wo  sich  diese  Reihe  selbst  nicht  anwenden 

Yx a 

lässt  (§.  663).    Ist  z.  B.  y=  3  -,   welcher  Bruch   für 

Vx«-a» 

^  =  a  in  ^  (übergeht ;  so  erhält  man,  man  mag  auch  Zähler 
und  Nenner  noch  so  ofl  dififerentiiren ,  für  x  =  a  immer 
wieder  §.  Hier  tritt  aber  auch  in  der  That  einer  der  in 
§.  663  erwähnten  Fälle  ein  (nämlich  der  erste),  in  welchen 
fiir  den  speciellen  Werth  von  a=^a  weder  F(a  -\-h)  noch 
fix-\-h)  in  eine  nach  ganzen ,  positiven  Potenzen  von  h 
fortlaufende  Reihe  entwickelt  werden  kann. 

§.  688.  In  einem  solchen  Falle  wird  man  auf  den 
Gebrauch  der  Differentialrechnung  verzichten  (oder  durch 
Herstellung    gleicher    Wurzelexponenten   y   auf    die    Form 


V 


— —    bringen ,     nach    der    obigen    Regel    den    Werth 


/ 


(0 


=:A  bestimmen,    und   sofort  ebenfalls  den  gesuchten 


Werth  y  =  yA  erhalten) ,  und  sich  der  gewöhnlichen ,  in 
allen  Fällen  anwendbaren  (obschon  nicht  immer  bequemen) 
Methode  bedienen,  welche  darin  besteht,  in  jP{a)  und  /(j*), 

a=  a-\-  h  zu  substituiren ,   hierauf  den  Bruch  v  = so 

.      y  .  .  .  -^^'^ 

weit  wie  möglich  zu  reduciren,  und  dann  wieder  A=:0  zu 

setzen. 
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So  ist  Ar  das   hier  (Torigen  §.}  angefEÜirte   Beispiel   nmch   dieser 
Methode : 

Ya  +  h-^a  Vh  Ä* 

y  =  -3 =  -5 =  1 ' 


and  wenn  man  jetzt  h  =  0  setzt ,    der  gesochte  Werth  &iT  x  =  a  sofort 

y  =  o. 

Anmerk.  Manchmal  kann  dieses  Verfahren  selbst  dort,  wo  sich  die 
in  §.  685  angegebene  Regel  zwar  anwenden  lässt,  jedoch  mehrere 
und  complicirte  Differentiationen  nothwendig  sind,  vorzaziehen  sein. 
So  ist  tSa  das  dritte  Beispiel  in  §.  686  nach  dieser  Methode : 

^""  — a>  — aÄ  +  Ä»  +  aVa"+2aÄ 

den  Ausdruck  so  verstanden,   dass  man  nach  allen  möglichen   Be- 
ductionen  A »»  0  setzt.  —  Nun  ist 

Vo"  — A*«a  — ia-U* und 

l^a=»  +  2aÄ  —  a  +  Ä  —  ^a- 1  Ä»  +  ^a-« A3  —  ... , 
also   wenn  man   diese  Werthe  substituirt  und  die  sich  ergebenden 

Reductionen    vornimmt ,    v—  ,   ,        ,  .T"    oder    ä«»0   gesetzt: 

"       l-|-a— *Ä-|-. . 

y  =  8  a ,  wie  oben. 

§.  Ö8B.    Werden  in  y  =  — ^  liir  «  =  a  beide  Func- 
tionen Unendlich«   erhält  also  dafür  y  die  Form  — :  so 

darf  man  nur  y  unter  der  Form  v  ==  ttt  •  tttt  darstellen, 

um  ftü:  y  wieder  ^  zu   bekommen  und  daftbr  den  wahren 
Werth  nach  den  vorigen  Regeln  zu  finden. 

Soll  s.  B.  der   Werth   der   Function   v  — "  ^  x«— 4ic   be- 

^       ton^  X  ' 

stimmt   werden,    wofür   v   die   Form  —  annimmt;   so  hat  man  auch 

^  CO 

y  =  ■: : = ,    eine  Function ,    die  jetat  bei  dem  genannten 

tangx    secx       cosx 

Werth  von  x  ^  90^  in   {  übergeht.    Nach  der  oben  abgeleiteten  Regel 

ist  aber 

deotx  —1  1 

dcotx       —  «in  X*  sin  x      sin  x^ ' 

folglich y  wenn  man  x^^it  setzt:  y  =  |«-  1,  als  gesuchter  Werth. 
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§.  (WO.  Auch  das  Product  y  =  F{x)f{x) ,  welches  bei 
einem  gewiesen  Werth  .2?  =  a  die  Form  0  00  erhält ,  Vk^si 
sich  auf  diese  Form  g  zul-ückfiihren,  wenn  man  die  unend- 
lich werdende  Function  f(x)  auf  die  Form  — ,—, ,  wo  also 
f&r  x  =  a,  f  (.r)  =^  0  wird,  bringen  kann. 

SoU  z.  B.  y  =  (a  —  Jr)«ecl  —  »i«)    für   ar  =*  o    bestimmt    werdeo, 

wofftr  w  =  0  00  wird :  so  setze  man  ^ec  I  —  .  i  n  I  = —    wodnrcfa 

l«         /  ^^     1    V 

CO*  I  —  .  f  w  ■ 

y  = ^  (Ar  X  —  a  in  8  übergeht,  welcher  Brueh  aber  nach  Obi- 

§.  Ö91.  Werden  endlich  in  y  =  F{x)  — f{x)  Ihr  x  =  a 
wieder  beide  Functionen  Unendlich,  so  sei,  wenn  diese  Um- 
wandlung auöffthrbar, 

so  werden  bei  diesem  Werthe  von  x  =  a  die  Function  F'{x) 
und  fXx)  Null,   und  man  hat  wieder  y  = --^ y^^, . ^. '' =  g. 

So    erhalt   z.    B.    die    Differenz    1/  = 7 '^•7^   ß""    x  *- 1    die 

^        X  —  1        l» 

Form    cc  —  (x» ;    da  aber   hier    F'(x)  =  x  —  1     und   J\x)  «»  Ix  ,     also 

«^=— L—- —  igt     und   dieser  Bruch  ftlr  x  =  1    in  g  übergeht,   so 

^  (x  — l)/x 

erhält  man  nach  der  obigen  Begcl  (und  nach  der  2.  Differentiation)  so- 
fort y  =  — --^:|~5  +  --j,  x=l  gesetzt,  d.  i.  y  =  ^^^  —  —  i  ab 
gesuchten  Werth  der  gegebenen  Differenz  ftlr  x=l. 
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II. 


Bestimmung  der  grössten  und  kleinsten  Werthe 

der  Functionen. 

A)  Ffir  Functionen  einer  Variablen. 

§.4102.  Erklärungen.  1)  Ist  y^ss^f{x)  eine  Function 
von  Xy  femer  fttr  die  ganz  willkürliche  Grösse  ä,  /{x-^-htf^^y 
und  f{x  —  h)  =  i/";  so  sagt  man  y  werde  fllr  den  Werth 
von  a:=a  ein  Maximum  oder  Minimum ,  wenn  dafür 
yss:fia\  im  ersten  Falle  grOsser,   und  im  zweiten  kleiner 

ausfallt,  als  die  unmittelbar  vorausgehenden  und  nachfol- 
genden ,    das   ist    die   Nachbarwerthe :   y"  =f(^  —  A\    und 

y'=ry/a?-|^Ä\.     Es  ist  nämlich  für  x=^ay  y  ein  Maximum 

oder  ein  Grösstes,  wenn  für  die  kleinsten  Werthe  von 
h  (y,  y  und  y'  so  verstanden ,  dass  darin  a  =  a  gesetzt 
wird)  y^y  und  zugleich  y  >  y\  dagegen  ein  Minimum 
oder  ein  K 1  e  i  n  8 1  e  89  wenn  y<iy  und  zugleich  auch  y  <iy' 
Statt  findet. 

So  ist  z.  B.  anter  den  unzähligen  Werthen ,  welche  y  in  y  =  (^  .*— 
(a  —  x)',  je  nach  den  verschiedenen  Werthen  von  z,  annehmen  kann, 
jener  Ar  x»-a  am  grössten;  denn  es  ist  dafür  y»*6';  während,  wenn 
man  x  =  a  :i:  Ä  setzt,  die  Nachbarwerthe  y'  «  y  =  6* ,—  Ä*,  selbst  für 
die  kleinsten  Werthe  von  A,  gleichzeitig  kleiner  ausfallen. 

Dagegen  erhält  die  Function  y ««  6* -|- (« —  x)'  für  x  =  a  ihren 
kleinsten  Werth,  indem  dafür  y=  6*,  die  benachbarten  Werthe  aber 
(Ar  X  *MB  a  -£  A)  y  *»  y"  m  6> ^  A«,  wenn  auch  A  noch  so  klein  gedacht 
wird,  gleichzeitig  grösser  sind. 

Die  Function  y »—  ax  endlich  hat  weder  einen  grössten  noch  klein- 
sten Werth,  weil  y  mit  x  ohne  Ende  zu-  oder  abninmit,  je  nachdem  x 
positiv  oder  negativ  ist. 

§.  OM.  2)  Aus  dem  Gesagten  folgt  endlich  von  selbst, 
dass  y,  je  nach  Beschaffenheit  dieser  Function ,  mehrere 
Maxima  oder  Minima,  oder  auch  beides  zugleich  haben, 
und  dass  man  daher  unter  diesen  relativen,  das  abso- 
lute Maximum  oder  Minimum  unterscheiden  könne. 


Ist  z.  B.  y=r/(x)  die  Gleichung  der  ebenen  Cunre  MBCDE 
Fiff.  79.  FGQ  (Fig.  79),  wobei  ^X  die  Abscissenaze  und  A  den  Anfangspanct 
der  rechtwinkeligen  Coordinaten  bezeichnet ;  so  erhält  die  Ordinate  5 
offenbar  unter  den  positiven  Ordinaten  in  den  Puncten  B  und  i>, 
d.  i.  für  x  =  Ab  und  x  =  Ad  grOsste,  in  C  aber,  oder  f)lr  z  ^»  Ae 
einen  kleinsten  Werth;  unter  den  negativen  Ordinaten  aber  erreicht 
y  in  den  Puncten  E  und  G,  nämlich  für  x  =  Ae  und  x  =  Ag  grösste, 
und  in  ^  JGOr  x  =  Af  einen  kleinsten  Werth,  welche  letztem  jedoch, 
auf  positive  Werthe  bezogen,  beziehungsweise  kleinste  und  einen 
grÖBSten  Werth  dan teilen,  so  dass  also  diese  Function  5r«>s/(x)  ei- 
gentlich 3  Maxima  nnd  3  Minima  besitzt ,  von  denen  ^  *«  dD  Stkr 
x  =^Ad  das  absolute  Maximum,  und  yt^gG  für  x  a*  Ag  das  abso- 
lute Minimum  vorstellt. 

§•  OM.  Um  nun  ein  bequemes  Verfahren  aufzufin- 
den, nach  welchem  man  bestimmen  kann,  ob  die  Function 
y=/(a?)  grösste  oder  kleinste  Werthe,  und  zwar  für  wel- 
che Werthe  von  Xy  besitze,  sei  d?  =  a  ein  solcher  Werth 
der  Variablen,  fQr  welchen,  wenn  es  überhaupt  möglich, 
y  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  so,  dass  also  (§.  692) 

y=fi^^  +  h\     und    y"=fU^h\ 

die  Nachbarwerthe  dieses  grössten  oder  kleinsten  Werthes 
y=zfix\  sind.   Nun  hat  man  nach  dem  Taylor^ achen  Satze^ 

wenn  gleich  y  beiderseits  abgezogen  wird: 

(1)   y -y=  +  ^Ä  +  — -4^— ^-^+..., 

(2)      y    -y  =  ^—h  +  —--  —  ^^+..., 

wobei  in  den  sämmtlichen  Differentialquotienten  ^  =  a  zu 
setzen  ist.  Diese  beiden  Differenzen  (1)  und  (2)  mfiAsen 
aber  (§.  692)  bei  den  kleinsten  Werthen  von  h  gleichzeitig 
negativ  oder  positiv,  also  immer  von  einerlei  Zeichen 
sein,  je  nachdem  für  diesen  Werth  von  j?  =  a,  y  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  ist.  Da  nun  aber  (§.  151)  bei  diesen 
kleinsten  Werthen  von  h  in  beiden  Reihen  das  .erste  Glied 
grösser  als  die  Summe  aller  nachfolgenden   wird,    also  die 

Zeichen  dieser  Reihen  mit  jenem  dieses  ersten  Gliedes  ^Ä 

übereinstimmen;   so  erhalten  diese  Differenzen ,   wenn  nicht 


4m 

etwa  für  a  =  a  der  Quotient  -~  =  0  wird,  verschiedene 

dx 

Zeichen,  und  y  kann  daher  bei  diesem  Werthe  von  a  we« 
der  ein  Maximom   noch   ein   Minimum   sein.     Ist   dagegen 

bei  diesem  Werthe  der  Quotient  —  =  0,  also 

dx 
d*u    A«     ,     d3y      A"       , 

^  ^  dx*    2      '     c/x"    2.3     '   ■ 

y  ^~  rfx«    2  rfx»    2.3    "^•••* 

80  Wird  für  .i?  =  a,  y  ein  Maximum  oder  Minimum,  je  nach- 
dem  bei    diesem   Werthe  der  Quotient  ---r-  negativ  oder 

dx 

positiv  ausfällt,  weil  bei  den  kleinsten  Werthen  von  h 
dieses  zugleich  auch  die  Zeichen  der  genannten  Differenzen 
(1)  und  (2)  selbst  sind. 

d*y 

Sollte  aber  für  diesen  Werth  von  a  =  a  auch  — r4-=0, 

dx 

1         /  c/3y      A3       ,  ,      „  d^y      A3       ,    . 

also  y  — y=-rT \-  *  •  und  y   —  y  = -JL.^.^-^,  . 

^  "^  rfr"2.8'  ^  -^  c?x3    2.3' 

werden;  so  würde  vom  dritten  Quotienten  -r-y  genau  das 
gelten,    was    vom   ersten  Quotienten  ~—  bemerkt   worden, 

dx 

d.  h.  es  würde  bei  diesem  Werthe  von  x  die  Function  y 
weder  ein  Maximum  noch  Minimum  sein,  wenn  nicht  für 
d?  =  a  dieser  dritte  Differentialquotient  ebenfalls  gleich  Null 
wäre.     Wird  er   aber  Null,    so    findet    ein    Maximum   oder 

Minimum  Statt,  je  nachdem  der  folgende  Quotient  -— -  (wie 

es  beim  zweiten  der  Fall  war)  negativ  oder  positiv  ausfallt, 
u.  s.  w- 

§.  695.  £s  folgt  also,  diese  Schlüsse  gehörig  fortge- 
setzt» allgemein,  dass  die  Function  y  für  a  =  a  weder  einen 
grössten  noch  kleinsten  Werth  besitzt  (mit  der  seltenen, 
im  zweitfolgenden  §.  zu  bemerkenden  Ausnahme),  wenn  bei 
diesem  Werthe  eine  gerade  Anzahl  der  auf  einander  fol- 

genden   Differentialquotienten  -~-,   -^t»**   "TIT  verschwin- 


Aet,  also  der  erste  nicht  Null  werdende  Quotient  von  un- 
gerader Ordnung  ist;  dass  hingegen ,  wenn  diese  Quo- 
tienten in  ungerader  Anzahl  verschwinden,  also  der  erste 
nicht  Null  werdende  Quotient  von  gerader  Ordnung  ist, 
sofort  t/  fbr  x  =  a  ein  Maximum  oder  Minimum  wird ,  je 
nachdem  dieser  letztgenannte  Quotient  für  diesen  Werth  von 
a  =  a  negativ  oder  positiv  ausfällt. 

§•  606.  Hieraus  folgt  nun  weiters  von  selbst,  dass  man, 
um  jene  Werthe  von  a  aufzufinden ,  für  welche  y  =y  (a?)  dn 
Maximum  oder  Minimum  wird,  diese  Gleichung  [oder  wenn 
die  Function  eine   unentwickelte  ist,  jene  i'^(ar,y)=0, 

§•  679]  differentiiren,  daraus  den  Quotienten  -^—  bestinomaen 

und  gleich  Null  setzen  müsse;  findet  man  dann  aus  dieser 
Bedingungsgleichung  für  die  Variable  «  die  Werthe  a,  a\ 
. . . ,  so  wird  man  diese  in  den  durch  weiteres  Differentiiren 

erhaltenen   zweiten  Quotienten  -— -  der  Seihe  nach  substi- 

tuiren,  und  auf  die  Zeichen  der  Resultate  sehen;  für  jene 
Werthe  nämlich,  für  welche  dieser  Quotient  negativ  oder 
positiv  ausfällt,  wird  ^  beziehungsweise  ein  Maximum 
oder  Minimum ;  für  jene  Werthe  hingegen ,  für  welche  die- 
ser zweite  Quotient  verschwindet,  muss  man  auf  den  drit- 
ten und  vierten  Differentialquotienten  übergehen,  und  dafür 
dasselbe  berücksichtigen,  was  beziehungsweise  vom  ersten 
und  zweiten  Quotienten  bemerkt  wurde,  u.  s.  w- 

§.607.  Zusatz.  Da  es  keineswegs  unmöglich  ist, 
dass  sich  bei  dem  bestimmten  Werth  von  x  =  a  (§.663) 
die  benachbarten  Werthe  y'=//'+*V  y"=//^'"*'^^  nicht 

wie  doch  hier  (§.  694)  bei  Anwendung  der  Tay/or'schen 
Formel  vorausgesetzt  worden,  in  Keihen  nach  ganzen,  posi- 
tiven Potenzen  von  h  entwickeln  lassen,  in  welchem  Falle 
aber  (§.  664)  die  genannten  Differential-Quotienten  bei  die- 
sem Werthe  von  a;  =  a  Unendlich  werden;    so   muss   man 

der  nöthigen  Vollständigkeit  wegen  (wenn  nämlich  -j^  als 
gebrochene  Function  erscheint)  auch : 


—i^  =  oo  oder  -7^  =  0 

dx  dy 

setzen  und  nachsehen,  ob  sich  aus  dieser  Gleichung  Werthe 
für  X  ergeben  *).  Hat  man  daraus  z.  B.  a*  =  a  gefunden, 
so  muss  man'zurBeurtheilung,  ob  dieser  "Werth  einem  Max. 
oder  Min.  von  y  entspricht ,  da  man  nun  aus  dem  zweiten 
(unendlich  werdenden)  Quotienten  nichts  schliessen  kann. 
in  y=/(.i)  sofort  a'=  ad=  A  setzen  und  sehen,  ob  die  Nach- 
bar wert  he  y'  =//^  +  A\    und   y"  =//^  —  ä\     gleichzeitig 

kleiner  oder  grösser  als  der  Werth  y=y/Ä?\  ausfallen, 

woraus  man  dann  hezieliungsweise  fQr  a=a  .ein  Max.  oder 
Min.  hätte. 

§.  698.  Beispiele  über  das  Max.  und  Min.  der  Func- 
tionen. 

1)  Um   za  untersuchen  ,    ftir   welchen  "Werth   von  x  die  Function 

y  =  I2af  —  3x'  ein  Max.  oder  Min.  wird,  hat  man:  -~=12  —  6  x,  also 

(§.  696)  die  Bedingungsgleichnng  12  —  6jc  »  0,   und  daraus  i:  =»  2.    Da 

ferner  -r-4-  =*^— 6  negativ  ist.  «o  wird  fllr  r  =  2  die  Function  y  ein 
dx* 

Max.     Und  in  der  That,  imin  hat  f&r  x  =^2  sofort  y  »  12,  wahrend  fflr 

X  =»  2  :£  A  die  Kachbarwerthe  y'  **y"  ■-*  12  —  Sk*  gleichzeitig  kleiner 

sind. 

2)  Für  y»^x^  +  4x-\-2  folgt  die  Bedingungsgleichnng  fürs  Max. 

dy  d^y 

oder  Min. :    -^^  ««  2x  +  ^  **  0,  und  daraus  x  =»  —  2 ;  da  ferner  ^-^  ^=  2, 
dx  dx 

also  positiv  ausfällt,  so  ist  y  bei  diesem  Werth  von  x  ein  Min.     Es 

ist  in  der  That  für  x  «  —  2  sofort  y  ==  — 2,  wahrend  für  x  «  -^  2±  A, 

y  3^y'  SS  —  2  4*  A',  also  grosser  ausfallen. 

X 

3)  Um  zu  finden,  ftlr  welche  Werthe  von  x  die  Function  y  =  7-7- — 5 
ein  Max.  oder  Min.  wird,  hat  man: 

*)  Grand  hiezu  kann  jedoch  nur  bei  entwickelten  Irrational-  und 
unentwickelten  Functionen ,  keineswegs  aber  auch  bei  ent- 
wickelten rationalen  Functionen   vorhanden  sein;  weil   diese  für   die 

nämlichen  Werthe  von  x ,  woAkr  -7^  » cw  wird ,  el^nfalls  Unendlich 

dx 

werden,   indem   dnrchs  Differentür6n  keine   neuen  Fact<Hrea  in   den 

Nenner  der  ursprünglichen  ration.  Function  kommen  kOnnen. 


e   «iB 
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dy  1  — i»  rf«y       2i»  — 6j 

■51 "  (1  +  X«)«   "■*'  "rf?  ■  (1  +  x«)«- 

Ans   der  Bedingungsgleichimg  j^  «-*t)  folgt  x  «  i  * ;  da  nun  ^-^   ftr 

x»-f  1  negativ  (— —  |)  und  ftr  x«»— 1  poBitir,  (— -}-J)  aasfiült, 
80  wird  fftr  z  —  +  1,  sofort  y  (—  i)  ein  Maximum ,  nnd  ftlr  x  —  —  1, 
y(a  —  \)  ein  Minimum. 

4)  Für  y  -=  —  folgt 

IT — ;7-«°d— p , 

femer  ans  --£^«0  sofort  /x  »  1,  d.  i.  (§.  S91)  x  «»«,  nnd  damit  wird 

dx 

S( ■?•)  »«««tiv;  e.  «t  .1.0  y(~a„6a8..)  "^  ' 

Max.     (Daher  anch  umgekehrt  —  dafür  ein  Min.) 

Anmerk.   Erh&lt,  wie  in  diesen  letztem  Beispielen,  der  Quotient  -^ 

ax 

die  Brnchform ,  nnd  ist  -r^  =-=   t?  »    so  ist  rar  jene  Werthe  von  r, 

dx         N 

wofür  dieser  Quotient   verschwindet ,    anch  Z  ^^  0 ,    nnd  daher  fttr 

..       «r     u     .             ^^       NdZ-^ZdN,  d*y        dZ      , 
diese  Werthe  (wegen  «-Tr** »11 )  "T"^  **  "äT»  ■*■<* 

Durch  diese  Bemerkung  wird  die  Ermittelung  des  Zeichens  dieses 
Eweiten  Quotienten  hedentend  erleichtert  80  ist  Ar  das  lettte  Bei- 
spiel -~-  -■ — ,  also  für  /x  —  1,  oder  x  —  «  (wegen  Z  ■- 1  —  /x, 

dx  X* 

«'-ZT      —  1       ,  ^^        ,,       ^       </'y  1  1 

-7-— nnd  iV=-x')   sofort  -n -■ -* -,  — -^ -i    negatiT. 

dx         X        •  ax"  x"  «•         • 

5)  Um   SU  untersuchen  ,    ob   die  Function  y  »b  a  +  Y(x  —  6)*   ein 

Max.  oder  Min.  haben  kann ,  hat  man 

dy  2  (x  —  6)  2 

d*  *"        a  '**       3  ^ 

8y(x  — 6)'        »Kx-6 

dv 
so,  dass  also  ans  der  gewöhnlichen  Bedingnngsgleichnng  -^  mmO    sofort 

ClX 

2  -■  0  würde ,    was   absnrd  ist.    Bevor  man  aber  aus  diesem  Umstand« 

auf  das  Nichtvorhandensein  eines  Max.  oder  Min.  schliessen  darf,   maes 

dx  3> 

man  anch  (§.  697)  -r—  »fV  x  —  6»«0  setzen ,    woraus   man   in  der 

dy 

That  X  <->  6  nnd  dafür  y  «*  a,  dagegen  für  x  mmb^h  die Kachbarwerthe 

3 3 

y  — a-H  V(±h)\  d.  i.  y' — y" -.a  + V'Ä*,    sonaofa  also  findet,   dass 

yi^^a)  Ar  x  »•  fr  ein  Min«  wird. 
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6)  Fttr  y  —  c  J:  —  Va^  —  x*    (Gleichung  der  Ellipse  ,   in    welcher 

a 

die  Absciflsenaxe  mit  der  grossen  Axe  in  dem  nach  abwärts   gezählten 

Abstand  «»c  parallel  l&nft  nnd  die  Ordinatenaxe  durch  den  Miltelpnnct 

der  Curve  geht,  §.  461)  erhält  man 

dy 6  X 


dx  a  Ya}^ 


X' 


dy 
Ans  3^  ""  0  ><^lgt  also  x  »  0 ,  nud  mit  diesem  Werthe  [Anmerk.  zu  4)] 

<f  V      --6  6 

-r4 ""  -r  — ,  =*  T  — r ;  es  ist  daher  ftr  diesen  Werth  von  x  «  0 

dx*  a  y^s yi  a* 

(die  Ordinate)   y   für  das  obere  Zeichen  der  gegebenen  Gleichung   (f)lr 
den  obem  Ast)  ein  Max.,  und  fftr  das  untere  ein  Min.  Ferner  folgt  ans 

-r2.  mm  <x>  auch  noch   (wegen  V  a*  —  x'  —  0)  x  «  i;  a ;  setst  man  also, 
ox 

am  hiesn  die  Nachbarwerthe  an  entwickeln,  x  » :i:  a  Jb  ^ ;  «o  wird 

y  «  c  zfc  —  KiSaÄ— Ä», 
a 

oder  ftr  die  kleinsten  Werthe  von  h  sofort  y  ^='C::Jiz^  K  i4laÄ :    wor- 

o 

ans  sonach  folgt,  dass  y  aus  dem  Beeilen  in's  Imaginäre  ftbergeht,    also 

fUr  X  aa  :£  a  weder  ein  Max.,  noch  Min.  sein  kann. 

Anmerk.  Solche  Werthe  von  x,  wie  diese  letztem,  wofhr  also  die 
Function  y  aus  dem  reellen  in  den  imaginären  Znstand  ftbergeht, 
heisscn  Grenzwerthe  (hier  sind  es  die  den  Scheiteln  der  Ellipse 
entsprechenden  Abscissen). 

7)   Um   zu   untersuchen ,   für   welche  Werthe   von  x  die  Function 

y  — »  (Sax  —  x')^  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  hat  man: 

rfy  4(«  — t)      , 

dx^  3  * 

3V2ax  —  x* 

dy 
wird  dieser  Quotient  --^=0  gesetzt,  so  erhält  mnn  x  — a,   und  damit 

ä*  JL 

wird  [Anmerkung  zu  4)]  ^—  -_^^__  «  .11 —  negativ,  also 

y  fOr  X  -■  a  ein  Maximum. 

Setzt  man  dagegen  (Note. zu  §.  697)  -^~  co  ,  so  erhält  man  auch 

dx 

2ax  — ^ X*  =  0 ,    und    daraus    x  =*  0    und    x  =  Sa.   Für   x  =  0  ist  auch 

^  M«  0,   und   die  Nachbarwerthe   hiesu  sind  (r  -»  0  ^  A  gesetzt)  y'  =y" 

=  (db2aÄ  —  h*)^f   oder   ftkr  die  kleinsten  Werthe  von  h  sofort  y=y' 

=  (i2a*)    =V4a*Ä»,  also  beide  grösser,  als  y  =  0,   folglich  ist  y 
fttr  X  =«  0    ein   Minimum.   —    Für    x  »  2  a    ist   wieder  y  «  0  ,    und  da 
Borg*«  CoiDp«ii<limn  d.  höh.  Math.  30 
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( X  «-»  2  a  db  Ä   gesetzt)     die    Nachbarwerthe    y  =  y"  —  K  4a*  A*    wieder 

gleichzeitig  grösser  ausfallen,  so  ist  anch  dafür  y  ein  Kleinstes. 

dy 
8)    Da  man  endlich  Ar  die  Function  yi^ax,  ^^=a  erhftlt,    also 

dx 

ov  dx 

weder  -r^,  noch  -=—  »  0  sein  kann:  so  folgt,  dass  diese  Function  flir  gar 
dx  dy 

keinen  Werth   von  x  weder  ein  Maximum ,    noch   ein  Minimum  werden 

kannl  (Vergl.  §.  694  am  Schlüsse.)   [Weitere  Beispiele  III.,  100^109.] 

Aufgaben. 

§.  690.  Aufgabe.  Von  zwei  in  einer  bestimmten  Ent- 
fernung von  einander  stehenden  Lichtern  leuchtet  das  eine 
nMal  so  stark,  als  das  andere.  In  der  Voraussetzung  nun, 
dass  die  Beleuchtung  eines  Körpers  gerade  der  Intensität 
und  umgekehrt  dem  Quadrat  der  Entfernung  des  Lichtes 
proportional  ist,  soll  in  der  Verbindungslinie  der  beiden 
Lichter  derPunctder  schwächsten  Beleuchtung  bestimmt 
werden.    • 

Auflösung.  Bezeichnet  man  die  Intensitäten  beider 
Lichter  durch  1  und  n,  ihre  gegenseitige  Entfernung  durch 
1,  den  Abstand  des  gesuchten  Punctes  vom  letztem  Lichte 
durch  a  j  und  endlich  die  Grrösse  der  in  diesem  Puncto 
Statt  findenden  Beleuchtung  durch  y;  so  hat  man  nach  der 

M  1 

Voraussetzung:  y  =  -p-  -|-  v^^^  xa  »  und  da  y  ein  Minimum 
werden  soll :  x^  = r  +  Tt rr =0,  worau8Ä= — ^-4- 

ax  X  [^i—^xj  I    I    -■/'^ 

folgt.  Da  femer  mit  diesem  Werthe  der  zweite  Differential- 
Quotient  I  =  — ^  -|-  (i^j,>^4  )  positiv  ausfällt,  so  wird  da- 
für y  in  der  That  ein  Kleinstes. 

Für  »  — 1  oder  bei  gleichen  Licbtem  wird  x  =  i,  d.h.  derPunct 
der  schwächsten  Beleuchtung  liegt  in  diesem  Falle  in  der  Mitte  zwischen 
beiden  Lichtem. 

§.  TOD.  Aufgabe.  Einen  senkrechten  Cylinder  von 
kreisförmiger  Basis  zu  construiren,  welcher  bei  gegebenem 
Inhalte  die  kleinste  Oberfläche  besitzt,  und  zwar  wenn  nebst 
der  Mantelfläche  a)  beide  Kreisflächen  und  b)  nur  eine  die- 
ser Flächen  hinzugerechnet  werden. 
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Auflösung,  a)  Seien  a^  der  Inhalt,  a  der  Halbmes- 
0er  der  Grundfläche,  und  z  die  Höhe  des  Cylinders;  so  ist 
dessen   Oberfläche   im    erstem    Sinne ;    y  =  2i:az  -{-2 nx\ 

a*  Sa* 

oder ,  da  aus  a^  =  x^izzy  (a)  z  =  —j folgt,  auch  y = 1-2«^*- 

Da  nun  y  ein  Minimuna  werden  soll,  so  hat  man : 


und  daraus  a  =  ,  "     =  -2-- — ^ ,   wofür  auch  in  der  That 

der  zweite  Differential-Quotient  I  =  -4 — h^^lp^^i^iv  aus- 

lallt.  Es  besitzt  also,  da  bei  diesem  Werthe  von  d?[wie  aus 
(a)  folgt]  2:  =  2«  wird,  der  gleichseitige  Cylinder  bei 
gegebenem  Inhalt  die  kleinste  Oberfläche  (oder  bei  gegebe- 
ner Oberfläche  den  grössten  Inhalt). 

l)  Die  Oberfläche  im  letztem  Sinne  genommen,   gibt 
y  =  2w^2r  +  ^^*»  ö^®^  'ür  ^  wieder  den  Werth  aus  (a)  sub- 

Btituirt:  y  = \-i:x^i    es  folgt  daher  aus 

dx  x'      ' 

Bofort  «  =  -5^  =  ,  für  welchen  Werth  jg?  =  a?  (also  die 

Vit 

Hohe  gleich  dem  Halbmesser)  und  der  zweite  Quotient  -wie- 
der positiv  wird. 

A  n  m  e  r  k.  In  den  meisten  Fällen  kann  die  Entwickelang  des  sweiten 
Differential-Quotienten  erspart  werden ,  indem  man  gewöhnlich  ans 
der  Natur  der  Sache  schon  entscheiden  kann,  ob  im  betrefifenden 
Falle  ein  Maximum,  oder  ob  ein  Minimum  möglich  ist.  80  folgt 
K.  B.  gleich  hier  in  dieser  letzten  Aufgabe,  dass  die  Oberfläche  wohl 
ein  Minimum,  aber  kein  Maximum  werden  könne,  indem  diese  swei 
Mal,  und  zwar  ftür  x  =-  0  (wof&r  2  «  cc)  und  x  =  co  (woflür «  «^  0) 
Unendlich  wird,  also  zwischen  diesen  beiden  Worthen  nothwendig 
ein  Werth  von  x  liegen  müsse,  f)ir  welchen  die  Oberfläche  am  klein- 
sten wird ,  und  von  da  zu  beiden  Seiten  hin  bis  ins  Unendliche 
wächst.  [Noch  sehr  viele  andere  hieher  gehörige  Aufgaben:  III., 
109  —  180.] 

30* 
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B)    Für   Functionen   ziceier   vcränderlicheD 

Grössen. 

§.  TOI.  Um  die  Wertlie  für  x  und  y  zu  finden,  für 
welche  die  Function  z:=f(xj  y)  der  beiden  von  einander 
unabhängigen  Variablen  a  und  y  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum wird ,  lasse  man  a?  in  ^  +  *  und  y  in  y  +  ifc  überge- 
hen ;  so  erhält  man,  f{x  +  '*>  y  -\-k)  =  Z  gesetzt  (§.  669): 

(1)  z-.=[(^)A  +  (ii)*]  +  .... 

wo  zuerst,  da  es  sich  wieder  nur,  wie  in  §•  694,  um  das 
Zeichen  dieser  Differenz  handelt^  das  erste  Glied  der  Reihe, 
welches  bei  den  kleinsten  Werthen  von  A  und  k  hierüber 
entscheidet,  hinreicht. 

Soll  nun  ;?  für  ^  =  a  und  y  =  b  ein  Maximum  oder 
Minimum  werden,  so  müssen  wieder  die  benachbarten  Werthe, 
deren  es  hier  vier  gibt  und  dadurch  entstehen,  dass  man  h 
und  k  positiv  und  negativ  nimmt,  und  combinirt,  im  ersten 
Falle  gleichzeitig  kleiner,  im  letztem  aber  grosser  als  z  sein, 
oder  es  müssen,  wenn  man  für  diese  Werthe  von  x  und  y, 

■  ^j=2>  und  l-~-l  =p'  setzt,  die  vier  Differenzen: 

Z — z=ph-\-p'k9  Z'  —  j8?  =  pA — f'kj 
Z"—z  =  —ph'\-p'k  und  Z"'  —  z  =  —  ph—pk 

gleichzeitig  negativ  oder  positiv  sein.  Es  ist  aber 
wieder  leicht  zu  sehen,  dass  dieses  unmöglich  ist,  wenn  bd 
diesen  Werthen  von  ^  =  a  und  j/  =  i  die  partiellen  Quo- 
tienten p  und  p^  nicht  Null  werden.  Verschwinden  sie  aber 
wirklich,    so  folgt  ferner  aus  (1),    wenn  man  noch  filr  die 

nämlichen  Werthe  von  a;  und  y  die  Quotienten  yj^At  1^    ',  \ 

\j^  durch  P,  Q  und  R  bezeichnet: 

(2)  Z—z  =  ^{Ph^  +  2Qhk  +  Rk^)^..., 

und  es  wird  z  ein  Maximum  oder  Minimum  sein,  je  nach- 
dem dieses  erste  Glied  der  Reihe  (also  auch  Z — z)  für  die 
kleinsten  positiven  und  negativen  Werthe  von  h  und  k  ne- 
gativ oder  positiv  ausfällt.  Um  aber  sogleich  den  Einfiuss, 
welchen  der  Zeichenwechsel  von  h  und  k  sonst  hervorbringt. 
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zu  beseitigen,  stellen  wir  diese  Differenz  (2)  unter  folgender 
Form    (indem  wir  -j^  addiren  und  subtrahiren)  dar : 

(3)  z-z=^iP{h^  py-^ik*{^^^), 

woraus  auch  noch,  wenn  man  P  und  iZ,  dann  h  und  k  [wo- 
durch, wie  man  sieht,  die  Relation  (2)  ungeändert  bleibt] 
mit  einander  vertauscht,  der  Ausdruck  folgt: 

(4)  Z-z  =  iE(k-\-  -I-a)'  +  iA»(£^^^. 

Ist  nun  P  negativ  und  — p       Null  oder  auch  negativ,  d.  i. 

(weil  der  Nenner  P  negativ)  PR  —  Q*  Null  oder  positiv ; 

femer  auch  R  negativ  und  -^ —  Null  oder  negativ,  d.  i. 

wieder  PR —  Q^  Null  oder  positiv;  so  ist  Z — z  [sowohl 
in  (3)  als  in  (4)]  negativ  und  daher  z  ein  Maximum.  Sind 
dagegen  bei  derselben  Voraussetzung  von  PR  —  Q*  Null 
oder  positiv,  P  und  R  gleichzeitig  positiv;  so  ist  Z  —  z  [in 
(3)  und  (4)]  positiv,  also  z  ein  Minimum,  d.  h.  also:  die 
Function  z  wird  für  die  Werthe  von  a*  =  a,  y=b  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum,  je  nachdem  bei  diesen  Werthen  P  und 
R  gleichzeitig  negativ  oder  gleichzeitig  positiv  ausfal- 
len, und  ausserdem  noch  in  beiden  Fällen  PR — Q*  Null 
oder  positiv  ist.     [III.,  133,  Note.] 

Anmerk.  1.  Es  ist  zwar  auch  möglich,  dass  P,  Q  und  R  verschwinden, 
so ,  dass  man  also  in  (1)  auf  die  dritten  und  hohem  Differential- 
Quotienten  übergehen  müsste;  da  es  sich  indcss,    wenn  bereits  aus 

den  beiden  Bedingungsgleich ungcn  I-t— |  =  0,  i-r-|=Odie Werthe 

X  '^  a,  y  =  b  gefunden  worden ,  in  der  Regel  aus  der  Natur  der 
Sache  entscheiden  lässt,  ob  diese  Werthe  einem  Maximum  oder  Mi- 
nimum entsprechen,  oder  wo  dieses  nicht  mCglich  wftre,  jedenfalls 
die  dem  Werthe  z=fix^  y\    entsprechenden    vier    Nachbarwerthe 

l«  ") 

hierüber  Aofschluss  geben;  so  kann  man  diese  fernere,  ohnehin  sehr 
complicirte  Entwickclung  ohne  Weiteres  fallen  lassen. 

Anmerk.  2.  Analog  mit  der  Bemerkung  iu  §.  607  kann  auch  hier  im 
Allgemeinen  ein  Maximum  oder  Minimum  nicht  bloss  für  l~r~f^"^) 

und   l";r-)  =  0,    sondern  auch  noch  in  folgenden  drei  Fallen  Statt 
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finden:    (^)  -  0  und  (^i)  -  ~,    (^)  _  ~  und  (Jf )  -  0. 

(_  I  =3(X}  und    I — ^1  =»  Od*  Findet  man  aus  einem  oder  dem  an- 
dxf  \dyß 


dem  dieser  drei  Systeme  reelle  Werlhe  flir  x  und  y,  so  miua 
zur  Beurtheilong,  ob  sie  einem  Maximum  oder  Minimom  von  z  entr 
sprechen ,  wieder  auf  die  Nachbarwerthe  ftbergehen  (s.  das  folgende 
Beispiel). 

Beispiel    Um  eu  untersuchen,   f)lr  welche  Werthe  von  x  und  ^ 
die  Function 


ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  hat  man 


/dz\       ^     I— 2  +  Vl2~x'^ 


^  und 
V^12ir? 

I,   Aus  dem  Systeme   ■-— 1  =  0  und   ■"j^l  —  ®  erhalt   man  nun 

X  B  0,  :£  2  und  y  =»  3.    Um  zu  sehen,   ob  diese  Werthe  ein  'M'^ximmii 
oder  Minimum  geben,  hat  man : 

16  X* 


^       '^  I  Vl2  — X»    I 


3    3_ 


(^g\  £ 24-V'"l2\ 
T— il  ~  *  i  3^ I  posi- 
tiv, und  1  j-il"^^^}  negativ,  also  findet  für  diese  Werthe  weder 
ein  Maximum ,  noch  Miniiiinm  Statt  —  Dagegen  ist  für  x  «»  ^  2  ond 
y  — 3  sofort  (j4|*'  — J  negativ  und  l^l  =-  —  )  ebenfalls  nega- 
tiv,  demnach  geben  diese  Werthe,  da  ausserdem  dafür 

Q©)-(7^)'--.-»-«=» 

positiv  ist,  ein  Maximum  («=»29). 

IL    Ans  dem  Systeme  I -i— 1  —  0  und  I  —  I  »  od  folgt  x  —  0,  db  * 


undy  =  2.    Für  x  =  0  und  y  =  2  wird  z  =  —  4  +  6  V^144  ,    und    da 
für  X  ■-  0  i  Ä  und  y  —  2  i  it  die  Nachbarwerthe 
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z'  =  «"  —  2  A»  —  4  T  2  ifc  +  6  (12  —  A")*  +  3  (±  ik)*, 
oder  ffa  die  klemgten  Werthe  von  A  und  k  (Mr  welche  «ofort  die  hohen 
Potenzen  wegfallen) 

also  gleichzeitig  grösser  ausfallen;  so  ist  ftlr  diese  Werthe  z,  und  zwar 
da,  wie  man  sieht,  die  Änderung  von  x  keinen  Einfluss  hat  (indem  in 
den  letzten  Werthcn  von  z*  und  «"  A  nicht  mehr  yorkommt),  ftU*  jeden 
Werth  von  x  (so,  als  oh  x  constant  w&re)  und  y  »-  2  ein  Minimum. 

m.  Da«  iSystem  (-^)  =«  co  nnd  l-j^)  ««  0  giht  x  —  :i:  2V^3  and 

y  =-  3;  daftlr  ist  «  —  21  und  (für  x  =:  db  2  Ks  ±  A  und y  =  3  i  ifc,  wenn 
man  zugleich  "wieder  nur  die  Glieder  der  niedrigsten  Dimension  beibehält) 

z'  =  z"  ^21-^12  y% .  A  %  also,  da  die  Änderung  von  y  keinen  Einfluss  hat, 
(indem  in  z  und  z'  kein  k  mehr  vorkömmt),  unabhängig  von y  (so,  als 
ob  y  constant  w&re)  z  ein  Minimum. 

IV.  Aus  dem  letzten  Systeme  endb'cb,  i-r— 1=  c«  und  |"r"|""  <^ 

erh&lt  man  x=  =t  2^3  und  y  =*  2  ,    und    damit   z  •=.  20.      Da  nun    für 

x=  ±  2/3  dbÄundy«=2dbifc  sofort  z  =  z"  =  20+12  V^6a'  +  Zl^ 
ist,  also  die  Nachbarwerthe  beide  grösser  ausfallen;  so  ist «  (=:  20)  für 
diese  Werthe  von  x  =  :£:  2/^3  nnd  y  »  2  wieder  ein  Minimum. 

Aufgaben. 

§.  ^Vl.  Aufgabe*  Eine  Zahl  a  in  drei  Theile  so  zu 
theilen,  dass  das  Product  derselben  ein  Maximum  wird. 

Auflösung,  Bezeichnet  man  die  gesuchten  Theile 
durch  Xj  y^  a  —  («  +  y)  und  ihr  Product  durch  z ;  so  sind 
zufolge  der  Aufgabe  die  Werthe  für  x  und  y  zu  bestimmen, 
fbr  welche  z=ixy  {a  —  x  —  y)=:^axy  —  x^y  —  xy*  ein  Maxi- 
mum wird.  —  Nach  der  im  vorigen  §.  abgeleiteten  Kegel 
hat  man: 

aus  welchen   beiden  Bedingungsgleichungen  sofort  (da  jene 

o?  =  0,  y  =  0  unbrauchbar   sind)  x  =  — ,  y  =  — »     nämlich 

folgt,  dass  die  Zahl  a  in  drei  gleiche  Theile  getheilt  wer- 
den muss;  wenn  das  betreffende  Product  ein  Maximum  oder 
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Minimum  sein  soU*  Um  aber  zu  sehen ,  ob  und  welches 
von  beiden  Statt  findet,  hat  man,  auf  die  zweiten  Differen- 
tial-Quotienten übergehend,  und  in  diese  nach  der  Vorschrift 

fQr  X  und  y  die  gefundenen  Werthe   setzend:  (-T4"l'"-^2y, 

al8oP  = ~-,  (■575^)  =  «-2a:-2y,  also  Q  = 1- 

und  (-j-Tl  =  —  2a?,  demnach  72  = ^.     Da  nun  hier  P 

und  R  negativ,  und  PR —  Q*  =  — | ^  positiv  ist, 

so  ist  das  Product  '2:  =  l-|-l   =~in  der  That  ein  Max. 

§.  TdS.  Aufgabe.  Ein  Dreieck  zu  construiren,  wel- 
ches bei  gegebenem  Umfang  die  grösste  Fläche  (oder  bei 
gegebener  Fläche  den  kleinsten  Umfang)  besitzt. 

Auflösung.  Seien  2«  der  gegebene  Umfang,  x  die 
eine,  y  die  zweite,  also  28{x-\-y)  die  dritte  Seite  des 
Dreiecks;   so  ist  bekanntlich  die  Fläche  (desselben  (§.  65) 

z  —  Ya{9  —  x){8—y){x+y  —  s). 

Da  nun  z  ein  Maximum  werden  soll»  so  hat  man  nach  der 
Begel : 

{dxf ""  rz  ""  ^' 


m- 


8(8^x){2s—x^2y)    __^ 
2z  ~^' 


und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  (da  s  —  x  und  s  —  y 
nicht  Null  sein  können,  x  =  y  =  -^.     Mit   diesen   Werthen 

hat  man  ferner  [wegen  (^)  =  (^)=_  |l,(^)  =  _ll 

also  ist  P und  iZ  negativ,  und  PR  —  Q*=3  —  f  positiv, 
folglich  dafür  z  ein  Maximum,  d.  h.  unter  allen  Dreiecken 
von  einerlei  Umfang  besitzt  das  gleichseitige  die 
grösste  Fläche. 

§.  704.    Aufgabe.    Die  Dimensionen  eines  rechtwin- 
keligen parallclcpipedischeu  Gefässes  anzugeben,  welches  bej 


gegebenem  Inhalt  die  kleinste  Oberfläche,  dahin  auch  den 
Deckel  gerechnet,  besitzt. 

Auflösung.  Seien  a?  der  gegebene  Inhalt  und  a-,  y» 
u  die  drei  Seiten  des  Parallelepipedes ;  so  ist  dessen  Ober- 
fläche :  2  =  ixy  +  2  AT  M  -f-  2y  M,  oder  wegen  a? = xy  u,  woraus 

(a)  tt=  -i-  folgt,  auch :  z  =  2  lay  +—  +  —  i.    Da  nun  z 

ein  Minimum  werden  soll,  so  muss  dafbr 

Statt  finden,  woraus  sofort  x  =  y  =  a  folgt.  Mit  diesen 
Werthen  hat  man  [wegen  (^)-=  i^,  (dWy)^^' (S^) 
=  — i-]  P=  iZ  =  4  und  Q  =  2,  also  P  und  R  positiv  und 

9 

PR — Q*  =  16  —  4  ebenfalls  positiv:  es  ist  daher  daftür 
z  ein  Minimum,  d.  h.  unter  allen  parallelepipedischen  Ge- 
fassen  besitzt  der  'Würfel  bei  gegebenem  Inhalt  die 
kleinste  Oberfläche,  oder  bei  gegebener  Oberfläche  den 
grösstenlnhalt.  [Noch  mehrere  Aufgaben :  111,136 — 143.] 

A  n  m  e  r  k.  Die  hier  entwickelten  Salze  rerhelfen  uns  nunmehr  auch 
zu  einem  einfachen  Beweis  des  im  §.  157  aui^estellten  Lehrsatics: 
dass  jede  höhere  Gleichung,  selbst  wenn  ihre  Coeffldenten  imaginftr 
w&ren,  eine  in  der  Form  />  +  ^t»  wobei  t  fikr  V^^—  1  steht,  begrif- 
fene Wurzel  besitzen  miksse. 

Setzt  man  nämlich  in  der  allgemeiaen  Gleichung  [(1),  §.  146] 
X=  X»  -\-A^  X«— 1  +  . . .  +  Anr-l  x  +  Än'^Oj 
in  welcher  die  Coeflficienten,  sie  mAgen  reell  oder  imagin&r  sein,  als 
in  der  Form  a  -|-  /3 1 ,  wobei  a  und  ß  (sowie  oben  p  und  q)  nur 
reelle  Grössen  bezeichnen  (die  auch  theilweise  Null  sein  können), 
enthalten  angesehen  werden,  sofortx  =  p  +  ^t;  so  erhält  man,  wenn 
gehörig  entwickelt  und  geordnet  wird,  einen  Ausdruck  Ton  der 
Form: 

(/ft)X  =  P+Q», 
wobei  P  und  Q  reelle,  von  p  und  9  abhängige  Grössen  bezeichnen. 
Es  muss  nun  gezeigt  werden ,    dass   immer   reelle  Werthe  für  p 
und  q  möglich  sind ,   woftkr  P  »  0  und  Q  =  0  ,    oder  was  dasselbe 
ist,  P*  +  Q"  =  0  wird. 

Setzt  man,  um  dieses  zu  beweisen,  P'  +  Q' »  Z,  so  folgt  inerst, 
dass  Z  für  alle  reellen  Werthe  von  p  und  q  nur  positive  Werthe 
und  i|n  ftussersteu  Falle  den  Werth  N«ll  haben  kOimeo,  so  daeci  es 
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also  nothwendig  für  p  und  q  reelle  Werthe  geben  müsse ,    wofBr  Z 
ein  MinimiiTn  wird.     Um  ^diese  Werthe  zu  finden,  hat  man  nach  der 

Torigen  Regel  (§.  701)  l-7^|  =  0  und  (-j-"l  =  0  zu  setzen,  oder 

wenn   man   ftlr  x   den  Werth   snbstituirt   und   wirklich   differoitürt 
(dann  mit  z  abkürzt): 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  nun  entweder  P  ■»  0  und  Q  ^  0 
oder 


m  my  m  o  -  ^ 


Es  ist  jedoch,  ohne  erst  in  eine  weitere,  auf  die  vorigen  Regehi 
I  gestutzte  Untersuchung  einzugehen,  leicht  zu  sehen,  dass  diese  letz- 

tere Gleichung  keine  Werthe  fUr  p  und  q  liefern  k^^nne ,  wofür  z 
ein  Minimum  wird,  indem  diese  Gleichung  nur  eine  dieser  beiden 
Grössen  bestimmt,  wenn  die  andere  willkürlich  angenommen  worden. 
Legt  man  nun  z.  B.  der  GrOsse  p  unendlich  viele ,  successiv  auf 
einander  folgende  Werthe  p\  />"...  bei,  und  bestinunt  nach  dieser 
genannten  Gleichung  die  zugehörigen  Werthe  von  q^^  q\  q'  .  •  -i 
so  müssten  diese  s&mmtlichen  Werthe  von  p\  q\  p'\  q*'  .  ,  ,  eben 
I  so  vielen,  nämlich  unendlich  vielen  Minima  von  z  entsprechen,   vss 

absurd  ist. 

Dagegen  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  die  beiden  Gleichongea 

P=0  und  Q«-0 
allen  Bedingungen  eines  Minimums  für  z ,    den   vorigen  Regeln  ge- 
mäss, TollstAndig  entsprechen. 

Da  es  nun  gewiss  ist,  dass  es  für  z  einen  kleinsten  Werth  gebeo 
muss,  und  dass  femer  diejenigen  reellen  Werthe  von  p  und  9,  weldie 
diesem  Minimum  von  z  entsprechen,  zugleich  auch  die  beiden  Grös- 
sen P  und  Q  auf  Null  reduciren;  so  folgt  won  selbst  [Relat.  (m)], 
dass  für  die  nämlichen  Werthe  von  p  und  q  auch  X «-  0  wird. 
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Sechstes  CapiteL 

Anwendung  der  Differentialrechnung  auf  die  Theorie 

der  ebenen  Curven. 

Methode  der  Tangenten. 

§.  106.  Es  sei  BMM''  (Fig.  80)  irgend  eine  ebenem- 
Curye,  AX  die  Abscissenaxc,  A  der  Ursprung  der  rechtw. 
Coordinaten,  und  y=f{a;)  die  Gleichung  dieser  Curve.  Man 
ziehe  zu  irgend  einem  Puncte  M  derselben  die  Ordinate  MP 
(wodurch  also  AP=^x  und  PM=^y  wird),  lasse  die  Ab- 
scisse  X  um  das  beliebige  Stuck  PP'^^h  zunehmen,  und 
ziehe  durch  P  die  Ordinate  P'M';  so  sind  AP'  =  a'\-h 
und  P'M'  =  i/'=f{i/  -{-h)  die  Coordinaten  von  M\  Zieht 
man  durch  M  und  M'  die  Secante  SMM'  ^  und  durch  M 
zviAX  die  Parallele  Jtf'Q;  so  entstehen  die*  beiden  ähnlichen 
Dreiecke M'MQ und MSPy  aus  welchen  M'QiMQ=MPi  SP, 

und  daraus  die  Subsecante  äP= — ^-^ — , oder,  wegen 

MP=y,MQ=PF=h,  M'Q=M'r—MP=fia  +  h)—f{a) 

=  -5^  A+/?A* -f- . . .  (§.  660)  auch,  wenn  man  gleich  durch 

h  abkürzt :    SP=  -^ ^ folgt. 

§•  706,  Bei  der  unendlichen  Abnahme  von  h  nähert 
sich  M'  unendlich  dem  Puncte  if,  und  die  Secante  SMM' 
ohne  Ende  der  in  M  errichteten  Tangente  MT\  fQr  A  =  0 
geht  endlich ,  da  nun  beide  Puncte  M  und  AT  zusammen- 
faUen  (§.  428),  die  erstere  vollends  in  die  letztere,  also  auch 
die  Subsecante  in  die  Subtangente  (§.  526)  aber,  und  man 
hat  sofort  aus  dem  vorigen  Ausdruck  : 

Subtangente  PT=yi  "^^^"^ 


§.  101.     Wird  femer  noch  in  M  die  Normale  (§.  526) 
JdN  gezogen,   so  folgt  aus   dem  rechtwinkeligen  Dreieck 
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TMN  sofort  MF'  =  PT.PN,  und  daraus  FN=-^, 
oder  wenn  man  substitnirt  {MP=r/  und  PT  aae  dem  vo- 
rigen Paragraphe),  die  Subnormale  PN=y-J-. 

§.  7t6. .  Weiters  ist  die 

Tangente  MT=yMP' -\-PT'  =  y\/^l+ ^ 
und  die 

Normale  MN=z VMP'  +  PN*  =y  l/l  +  g|l. 

Ist  z.  B,  die  Cnrv«  die  gemeine  P*r*b«l,    so  ist  ihre  Gleichimg 

(§.  478)  y*  =  /jaf,  und  dafilr  "j~*^"^i  folglich    (in   Übereinstunmong 
mit  §S.  530  —  532) 

dy        p  p  ^  dx        2  ' 

MT=y  1/^1  +— =  ypx  +  4i*  nnd 

§.  IfW,    Ist  a  der  Winkel»   welchen  die  Tangente  MT 
mit  der  Abscissenaxe  bildet,  so  ist 

(1)  tungtL  =  -p^^yiy-^  =  ^. 

Lftsst  man  daher  ;r»  y  für  die  Coordinaten  des  Berührungs- 
punctes  gelten»  und  bezeichnet  die  allgemeinen  oder  laufen- 
den Coordinaten  der  Curve  durch  x'y  y  \  so  erhält  man  für 
die  Gleichung  der  Tangente  (§.  393): 

(2)  y'-y  =  i^(^'-^), 

also  auch  ftkr  die  Gleichung  der  Normale  (§.398»  2.): 

(3)  y'-y ^(^•'-*)- 

dy 

An  merk.    Der  Differential  -  Quotient  —^{^^iangiC)  gibt  sugleich    (wie 

wir  bereits  in  der  Anmerk.  zu  §.  631  angedeutet  haben)  Aufschlnss 

über  die  Natur  des  Laufes  der  Curve  in  der  N&he  des  Berührungs- 

pnnctcs  X,  y\  indem  dieser  positiv  oder  negativ  ist,  Je  nachdem 

^ ;{{;  die  Ordinate  PU  (Fig.  80)  im  Zu.   oder  (Fig.  81)  Abnehmen 
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begriffen,  dtgcgm  y  er  schwindet,  wenn  diese  im  ersten  Falle  ihren 
gros  fiten,  nnd  im  letztem  ihren  kleinsten  Werth  erreicht  hat 
(pW  Fig»  81);  weil  der  Winkel  a  besiehungsweise  spits,  stnmpf 
oder  Null,  also  im  letztem  Falle  die  Tangente  mV  mit  der  Ab- 
scissenaxe  parallel  ist. 

Differential  des  Bogens  und  der  Fläehe. 

§.  710.  Um  das  Differential  des  Bogens  BM  der  Curve 
(Flg.  80)  zu  finden ,    sei  Bog.  BM=  «und    a  =  y  (x) ;    so  »"^  <» 
ist,  wegen  PF  =  h  (§.  660): 

Bog.  Jlf3f'  =  9  0r  +  A)~9(4?)=^A+j9A»+  •.. 

FQr  die  Sehne  des  nämlichen  Bogens  folgt  aus  dem 
rechtw.  Dreieck  MQM  i 

man  hat  also^  gleich  durch  h  abkürzend: 

Sehne  MM'  ^  ('  +  ^f  +  ^*+  Q*'+- 
BogtnMM'  J^  +  ^i  +  ,,.  +  ...         • 

Bei  der  unendlichen  Abnahme  von  h  nähert  sich  der 
Bogen  MÄf  ohne  Ende  seiner  Sehne,  also  das  hier  darge- 
stellte Verhältniss  ohne  Ende  der  Einheit;  für  A=:0  wird 
dieses  vollends  gleich  1,  und  man  hat  daraus,  wenn  unter 

einem  mit  -—  multiplicirt  wird :   — -  =  1 1  -j-  -j-7 )  ;   es  ist 
also  das  Differential  des  Bogens: 

(1)     d8  =  yda^  +  dy^  =  daiyi+^. 

Ist  z.  B.  die  gegebene  Cnrre  die  Ellipse,  so  ist  ihre  Gleichung 

(S.  463)  y  — — Va*— .X«;  daraus  folgt 
a 

dy_  _       — 6x 
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V 

SO  wie  mit  diesem  Werthe  aus  der  vorigen  Formel  (1)  nach  einer  ein. 
fachen  Rednction  (and  wegen  a^  — 6>»ic'): 

dx  Va^^e'x' 


(m)     ds  = 


aVa^^ 


§.  711.  Um  das  Differential  des  Flächensegments 
ÄBMP  =i  z  zu  bestimmen,  sei  z^=f{x)^  wo  f(x)  eine 
noch  unbestimmte  Function  von  a  bezeichnet;  so  hat  man 
wieder : 

Segm.  PM'=f{x'\-h)-^f{x)=^h  fpA«  +  ...  (§.  660). 

Nimmt  man  femer  statt  des  Bogen s  MM'  die  zugehörige 
Sehne  9  so  ist 

Trapez  PM'  =  \  {MP  +  M'P')  PF 

folglich  auchy  wenn  man  gleich  wieder  mit  h  abkürzt: 

Segm.  Pi>f-_rf7  +  ^^"'"^^'  +  "- 
Trap.   PU'~  j^4-PA+ QÄ*  +  ../ 

Da  sich  nun  dieser  Quotient  bei  der  unendlichen  Ab- 
nahme von  h  wieder  ohne  Ende  der  Einheit  nähert ,  und 
fbr  A  =  0  vollkommen  gleich  1  wird;   so  hat   man   daraus, 

dz 

wenn  man  gleich  mit  y  multiplicirt :  j^=— -,  also  ist  das 
Differential  der  Fläche:  (2)  dz  —  ydx. 

§.  712»    Um   auch  noch   das   Differential   des   Sectors 
^^^BAM  [Fig.  81,  a)]  auszudrücken,  hat  man 

Segm.  AMB  =  Dreieck  A  MP  +  Scgm,  PMB 

=  i *y  +  Segm.  PMB, 
also  auch 

d.  Segm.  AMB  =  \  dxy  +  d  •  Segm.  PMB 

=  \ xdy  +  iydx  —  ydx 

[es  ist  nämlich  d.  Segm.  PMB  =:  dz  aus  der  Formel  (2) 
und  dieses  Differential  negativ  zu  nehmen,  weil  hier,  die 
Abscissen  von  A  gezählt,   mit  einer  Zunahme  von  x  eine 
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Abnahme  von  z  verbunden ,  also,   wenn  dx  positiv  ist,  so- 
fort dz  negativ  sein  muss] ;  es  ist  also 

(3)     d.Segm.  AMB=^\(jßdy  —  ydx). 

Für  die  Ellipse  z.  B.  ist  (siehe  das  Torige  Beispiel)  das  Flächen- 
element: 

5  - 

f/i)     dz^  ydx  s^ — dxVa*  —  x*, 

und  TermOge  der  vorigen  Formel  (3),  nach  einer  leichten  Reduction,  Ar 
das  Element  des  Sectors: 

.  .        — abdx 

A  n  m  e  r  k.  Nach  der  Leibnitz^Bchen  oder  der  Methode  des  unend- 
lich Kleinen  werden  die  vorigen  Ausdrücke  (von  §.  706  his 
§.  711}  ganz  kurz  und  einfach  auf  folgende  Weise  gefunden.  Lftsst 
man  [Fig.  80,  a)]  die  Abscisse  AP  »^  x  um  ihr  Diflferential  "»,**• 
Pp  =>  dx  zunehmen ,  so  wächst  die  Ordinate  MP  =  y  um  ihr  Dif- 
ferentiale mn^^dy,  der  Bogen  BM'^a  um  das  Element  Mm  =  d8 
(welches  überdiess  als  eine  gerade  Linie  angesehen  wird,  die  ver- 
längert, zugleich  die  Tangente  MT  bildet),  und  die  Fläche  des 
Segments  ABMP^  z  um  Pm^^dz,  Da  nun  das  kleine  (cha- 
rakteristische oder  Elementar-)  Dreieck  Mmn  jenem  MPT 
ähnlich  ist,  so  hat  man 

MP'.PT^mniMn    oder    yiPT=dyidx, 

dx 
und  daraus  PT^»y--=—j  wie  in  §.  706,  mit  welchem  Werthe  man 

dann  wieder  aus   den  rechtwinkeligen    Dreiecken    TMN,    TMP 
und  PMNf  wie  oben,  ganz  einfach  PN^  MT  und  MN  erhält.  — 

Es  ist  femer  Mm  —  VMn*  +  mn\  d.  i.  ds  «-  Vrfx'-f  rfy*,  wie 
in  §.  710  (eigentlich  muss  zuerst  bewiesen  werden,  dass  der  Unter- 
schied zwischen  dem  Bogen  und  der  Sehne  Mm  eine  unendlich 
kleine  QrOsso  der  zweiten  Ordnung  ist).  Femer  ist  die  Fläche, 
diese  als  Trapez  angesehen :  Pm  =■ }  (y -^ y  -j'  ^v)  dx  "^ydx  ^^  dz^ 
wie  in  §.  711.  —  Endlich  ist,  wenn  x,  y  und  x',  y  die  rechtwin- 
keligen Coordinaten  der  Puncte  M  und  m  [Fig.  81,  a)]  bezeichnen,  ^^'^^* 
bekanntlich  (und  wie  auch  sehr  leicht  zu  finden): 

Dreieck  JfJ.m  =  ^(yx'  —  xy'), 

alao,  wenn  Mm  das  Element  des  Bogens  bezeichnet,  wegen  x*  ^^x-\'dx 
und  y'  '^yi'  dyj  sofort : 

d.ÄMB  —  Dreieck  MAm  =  i  (yifx  —  xrfy), 

welcher  Ausdruck  (da  das  Segment  AMB  abnimmt,   wenn  x  zu- 
nimmt) negativ  genommen,   dem  obigen  in  §•  712  genau  gleich  ist 
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Von  den  Asymptoten. 

§•  TIS.  Rückt  der  BerührungspuDct  der  Tangente  mit 
der  Curve  immer  weiter  und  weiter  hinaus,  und  entfernt 
sioh  80  fortwährend  vom  Ursprünge  der  Coordinaten;  so 
zeigen  endlieh  die  letzten  Tangenten,  ob  die  betreffende 
Fiff.  81  Curve  Asymptoten  besitzt  oder  nicht.  Denn  ist  BL  (Fig.  82) 
eine  Asymptote  der  Curre  QMj  jSf 7  die  Tangente  im 
Puncte  M,  und  A  der  Ursprung  der  rechtwinkeligen  Coor- 
dinaten ;  so  nähert  sich  die  Tangente  MT  der  Asymptote 
BL  um  so  mehr,  je  weiter  man  den  Punct  M  auf  der  Curve 
fortrücken  lässt,  und  fällt  endlich,  wenn  dessen  Abscisse 
x  =  oo  geworden,  mit  dieser  vollends,  also  auch  AT  TDli 
AB,  und  AS  mit  AC  zusammen.  (Vergl.  auch  §•  524, 
Anmerk.) 

§.  714.  Berechnet  man  daher  aus  der  g^ebenen  Glei- 
chung y  =f(a)  der  Curve  die  Abschnitte  A  T  und  A  S 
[am  einfachsten  aus  der  Gleichung  der  Tangente  (3),  §.  709, 
in  welcher  nach  einander  t/'  und  or'  =  0  gesetzt,  und  bezie- 
hungsweise af=iAT  und  y'=^AS  daraus  bestimmt  wei^ 
den] ,  und  setzt  in  diesen  ^  =  co ;  so  müssen  sie  bezie- 
hungsweise in  ^ J3  und  A  C  übergehen ,  d.  h.  endliche 
Werthe  erhalten,  wenn  die  Curve  wirklich  eine  durch  die 
Puncte  B  und  C  gehende  Asymptote  BL  besitzt.  —  Liäuft 
dagegen  die  Asymptote  mit  der  Abscissenaxe  AJC  pa- 
rallel, so  wird  zwar  (bei  dem  genannten  Werth  von 
4?  =  cx>)y'=^/S=i4C  eine  endliche,  dagegen  a=AT 
=  AB  eine  unendliche  Grösse.  Läuft  sie  endlich  mit 
der  Ordinatenaxe  AY  parallel ,  so  erhält  für  y  =  oo, 
a=^AT=AB  einen  endlichen,  dagegen  y=AS^=AC 
einen  unendlichen  Werth. 

$.  TIS.   Setzt  man  dem  zufolge  in  der  erwähnten  Glei- 
chung (2),  §.  709,  nach  und  nach  y   und  j?'  =  0;  so  erhalt 

fix 

man   daraus  — a    oder  (1)  AT=iy-i, «,  und  y    oder 

(2)  AS  =  y  —  ^"5^>  uiid  dieses  sind  die  Ausdrücke,  wel- 
che, im  Falle  die  Curve  y  =zf(jp)  ein  oder  mehrere  Aeym- 


«1 

ptoten  besitzt ,  für  4?  =  oo  oder  (wenn  nicht  etwa  dafftr 
ohnehin  schon  auch  y  =  00  wird)  y  =  cx)  zusammen  oder 
theilweise  endliche  Grössen  werden  müssen.  Sollten  diese 
jedoch  Null  werden,  was  dann  anzeigen  würde,  dass  die 
Asjmptote  durch  den  Ursprung  ginge;  so  müsste  man  zur 
Bestimmung  ihrer  Neigung  mit  der  Abscissenaxe  den  Quo- 
tienten (§.  709)  -^  entwickeln,  und  darin  a  oder  nach  Um- 
ständen y  =  oo  setzen* 

§.  T16.    Beispiele  hierüber. 

1)  Ans  der  Gleichimg  der  Linien  zweiter  Ordnung  (|.  484)  jr*  »-pjr 

+  a  X*  folgt :  -—  «—  ^  \^     — :  also  sind  Ar  diese  Cnryen  die  vorigen 

dx  %y 

Ansdracke  (1)  nnd  (2)  sofort: 

AT^--^ * H—    nnd 

X 


*'     '\A 


+  ? 


Setzt  man  nnn  in  diesen  beiden  Aasdrücken  x  =  00  (woftr  *nch  sn- 
folge  der  g^ebenen  Gleichung  y^oo  wird),  wodurch  AT  nnd  AS  ia 
AB  nnd  AC  übergehen;  so  erhAlt  man: 

AB  =  ^    und    AC=-T^; 

welche  Ausdrücke  sofort  zeigen,  dass  wenn  9  Null  oder  negatiy 
ist  (was  {.  484)  beziehungsweise  für  die  Parabel  oder  Ellipse 
Statt  findet),  die  Curve  keine  Asymptoten  habe,  weil  im  erstem  FaUe 
A  B  nnd  A  C  Unendlich ,  im  letztem  aber  A  C  imagin&r  wird ;  dass  hin- 
gegen, wenn  q  reell  und  p  0  s  i  t  i  t  (was  bei  der  Hyperbel  der  Fall) 
ist,  die  betreffende  Cnnre  Asymptoten  besitze,   welche  durch  B  und  C 

gehen.     (Nun  ist  für  die  Hyperbel,  }•  ^84,  p  = nnd  q  =  —7-,  also 

a  a 

^^--i^=<'^^^^^'^'^±^\<y^^'^^  §-472, 7.) 

2)  Eben  so  findet  man  für  die  Gurre,  deren  Gleichung  4xy  — Srx 
-f-  ar  «  0  ist: 

3r  —  4y  4 

und  daraus  für  x  =  od  (wofür  y  =  }r  wird):   AB'^oo  und  ilC=}r; 
dag^en  für  y  =  oo  (wofür  x  —  0  wird) : "^fi  =  0  und  AC  —  oo.    Diese 
Bvrg*s  Compendlmn  d.  bSh.  Math.  32 
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Cnire  bat  also  zwei  Asymptoten,  wovon  die  eine  in  den  Abstand  \r 
mit  der  Abscissenaxe,  und  die  andere  in  den  Abstand  0  mit  der  Ordi- 
natenaxe  (mit  welcher  bic  also  zusammenfilllt)  parallel  Iftnft. 

Kennzeichen,   ob  eine  Curve  gegen  die  Ab- 
scissenaxe  eoncav  oder  conv  ex  sei. 

§.  TIT.  Es  seien  für  einen,  beliebigen  Punet  M  der 
«»•«5;  Curve  BMM"  [Fig.  80,  a)  und  hj]  AP=x,  PM=y=:f(x) 
die  rechtwinkeligen  Coordinaten  und  PP'  =  P'P"  =  h  eine 
beliebige  Zunahme  der  Abscisse,  demnach  P'M'  =f{x  -|-  /<) 
und  P"J/"=/(^  +  2/i)  die  entsprechenden  Ordinaten.  Zieht 
man  durch  M  und  M'  die  Secante  SMM'Oy  und  mit  AX 
parallel  die  Geraden  JkfF,  M'V\  wodurch  (wegen  Con- 
gruenz  der  beiden  Dreiecke  MM'Q  und  M'OV)  OV'  =  M'Q 
wird ;  so  ist  in  Fig.  h) :  M"0  =  M"  V  —  3i'Q,  und  in  Fig.  a): 
M"0  =  M'Q  —  M''V\  also  überhaupt:  (r)  M"V  —  M'Q 
=  ±  M"Oy  je  nachdem  die  Curve  in  M  gegen  die  Abscis- 
senaze^  convex  oder  eoncav  ist.  —  Nun  ist  aber  mit 
Zuhilfenahme  der  Tbj^Zor'schen  Reihe: 

M'Q  =  FM'  ^PM^^h+p-,^  +  ...  und 

^  dx  dx*  2 

M"V'  =  P"M"-P'M'=^h  +  ^,^  _j_ . . 

folglich:    (m)   M"V' —  M'Q^^h* +ph*  + ... 

Da  sich  aber  unsere  Untersuchung  nur  auf  die  zu- 
nächst bei  M  liegenden  Puncte  zu  erstrecken  hat,  so  kann 
man  h  wieder  so  klein  annehmen,  dass  das  Zeichen  der 
Differenz  (m),  von  jenem  des  1.  Gliedes  der  Reihe,  also 
(da  h^  immer  positiv  ist)  von  dem  Zeichen  des  Quotienten 

-—  abhängt;  dieses  muss  also  [Relation  (r)]  für  Puncte  M 

oberhalb  der  Abscissenaxe ,  oder  für  positive  Ordinaten 
positiv  oder  negativ  sein,  je  nachdem  die  Curve  in  diesen 
Puncten  gegen  diese  Axe  convex  oder  eoncav  ist;  dagegen 
für  Puncte  der  Curve  unterhalb  dieser  Axe  oder  für  ne- 
gative Ordinaten  (wie  man  durch  Verlängerung  des  Cur- 
vcnastes  M"MBy  nach  abwärts,  leicht  sieht)  gerade  umge- 
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kehrt  in  diesen  beiden  Fällen  negativ  oder  positiv  sein: 
eine  Cnrve  ist  demnach  in  irgend  einem  Pancte  gegen  die 
Abscissenaze  convex  oder  concav,  je  nachdem  der  2. 

Differentialquotient  j-^  in  diesem  Puncte  mit  der  entspre- 
chenden Ordinate  y  dasselbe  oder  das  entgegenge- 
setzte Zeichen  besitzt. 

Da  s«  B.  ans  der  Gleichung  der  Parabel  y^sspx  sofort 


dx*  4y* 

folgt,  nnd  dieser  Qnotient  immer  das  entgegengesetzte  Zeichen  von  y  er- 
hält; 80  beweist  dieses,  dass  die  Carre  sowohl  ober-  wie  unterhalb 
der  Abscissenaxe  gegen  diese  Axe  concav  sei.    [III.,  163.] 

Von  den  berührenden  Curven. 

§.  T18.  Einleitung.  Es  seien  (1)  y=f{x)  und 
(2)y  =9(0?')  die  Gleich,  zweier  Curven  QMN  unA  QMIST 
(Flg.  88),  welche  einen  Punct  J/,  dessen  Coordinaten  AP=  x 
und  PM^=^y  sein  sollen^  mit  einander  gemein  haben.  ^^^^ 

Lässt  man  die  genannte  Abscisse  AP=a  um  ein  be- 
liebiges Stück  Pp  =  h  zunehmen  und  zieht  die  Ordinaten 
pm,  pni ;  so  ist  ftr  die  Curve  (1) : 

so  wie  für  jene  (2) : 

folglich  die  Differenz  n 

und  68  folgt  sogleich  y  dass  diese  beiden  Curven  im  Puncte 
M  um  so  näher  zusammenfallen »  oder  sich  hier  um  so  in- 
niger berühren  werden ,  je  mehr  correspondirende  Glieder 
dieser  beiden  letzten  Seihen  von  vorne  herein,  bei  den  klein- 
sten Werthen  von  K^  einander  gleich  sind. 

§.  719.  Erklärung.  Findet  demnach  ausser  der  Be- 
dingung von  x'  =  a-,  wodurch  auch  y'  =^y  wird,  noch  jene : 

—^  =  -^  für  diesen  Punct  M  Statt ;  so  sagt  man,  die  bei- 

31* 


4B* 

den  Curven  (1)  und  (2)  berühren  sich  in  diesem  Puncte  nach 
der  ersten  Ordnung.     Besteht  Qberdiess  noch  die  Gleich. 

.-JL  -SS  .Jf-  ^    go  heisst  die  Berührung  eine  der  zweiten 

Ordnung^  und  allgemein,  sagt  man,  dass  zwischen  den  bei- 
den Curven  in  M  eine  Berührung  der  n.  Ordnung  bestehe, 
wenn  für  diesen  Punct  die  correspondirenden  Differential- 
Quotienten  bis  einschliessig  zu  jenem  der  n,  Ordnung  wech- 
selweise einander  gleich  sind. 

§.  720.  Besteht  aber  im  Puncte  M  zwischen  den  bei- 
den Curven  (1)  und  (2)  eine  Berührung  der  n.  Ordnung, 
so  kann  keine  dritte  Curve,  wenn  sie  nicht  mit  jener  (1) 
eine  Berührung  von  einer  wenigstens  eben  so  hohen  Ord- 
nung besitzt,  zwischen  den  beiden  erstem  Curven  durchge- 
hen. Denn  sei  Y:=^F{X)  die  Gleichung  einer  dritten  Curye, 
welche  in  M  die  Curve  (1)  bloss  in  der  (n  —  1)'*^  Ordnung 
berührt;  so  bestehen  nach  dem  vorigen  §.  die  Gleichungen: 

f/'  =  t/    !ÖL_&         ±l__±]L    ferner   F==v 

und  es  ist,  wie  oben,  für  diese  dritte  Curve: 

pm"  =  if'(Jr  +  A)=F+||Ä  +  ^^-f  ... 
Mit  Bücksicht  auf  die  vorigen  Relationen  hat  man  daher: 

pm-pm  =F(5:^5+r- 57^1)2.  3...  („+!)+ •••  ™^ 

pm-pm  -(7i—Ji-,)a.  3. ..„+•••>  wobei  wieder 

rechts  der  Gleichheitszeichen  für  die  kleinsten  Werthe  von 
h,  nur  das  erste  Glied  der  Reihe  zu  berücksichtigen  kommt. 
Da  aber  in  dem  erstem  dieser  beiden  Ausdrücke,  h  in  einer 
hohem  Potenz  als  im  letztem  vorkommt;  so  folgt,  dass  bei 
den  kleinsten  Werthen  von  A, 

pm — pm  <Zpm — pm",    d.  i.  mm! <imm' 

sei,  und  daher  die  dritte  Curve  nicht  zwischen  den  beiden 
erstem  durchgehen  könne. 
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§.  m.  Es  sei  nun  die  Curve  (1)  [y=/(x)]  voll- 
ständig, dagegen  jene  (2)  [y' =:  9  (x')]  bloss  der  Gattung 
nacl)  gegeben,  so,  dass  die  in  der  Gleichung  y'  =  f  (aO  vor- 
kommenden Constanten  GrOssen  (wie  z.  B.  in  der  Gleichung 
der  Geraden  y  =  aa-{-&,  jene  a  und  6),  deren  Anzahl  wir 
allgemein  gleich  n  setzen  wollen,  noch  unbestimmt  sind. 
Bestimmt  man    diese   aber  aus  den  Bedingungsgleichungen 

/  =  y,  -57  =  "57  .  •  •  7;^=?^  t^^^®^  ^'^  Quotien- 
ten -^— ,  ^-7-  .  .  ♦  aus  der  Gleichung  y=f(x)  der  gegebe- 
nen Curve  zu  entwickeln  sind] ;  so  wird  diese  letztere  Curve, 
je  naclidem  man  dazu  die  2,  3,  ...  n  ersten  dieser  Glei- 
chungen in  Rechnung  bringt,  mit  der  erstem,  im  Puncte 
J/(.r,  y)  beziehungsweise  eine  Berührung  der  ersten,  zwei- 
ten, .  .  .  (n  —  1)*~  Ordnung  [über  welche  hinaus  aber  bei 
n  Constanten  der  Gleichung  (2),  die  Berührung  nicht  ge- 
steigert werden  kann]  eingehen. 

§.  722.     Beispiele  hierüber. 

1.  Es  sei  die  Cunre  (2)  eine  gerade  Linie,  also  («)  y  '^  ax' +  b 
[y' =  (p  (x)']  ihre  Gleichung;  da  hier  bloss  zwei  constante,  unbestimmte 
Grössen  vorkommen,  so  kann  auch  diese  Linie  oder  die  Gerade  mit  ir- 
gend einer  Curve  y «»/(x)  nur  eine  Berührung  der  ersten  Ordnung 
eingehen,  wozu  also  von  den  vorigen  Bedingungsgleichnngen  die  beiden 

dv 
ersten  zu  erfüllen  sind.  Da  nun  ans  der  gegebenen  Gleichung  -^-r  —  a 

dx 

folgt,    so  hat  man  nach  der  ersten  der  beiden  genannten  Bedingungs- 

gleichnngen   (y'=y,    also   auch   x'  =  x):  y^ax-^b   und  nach  der 

zweiten 

ans  welchen  beiden  Gleichungen  aber 

a  =  -^   und   6=y ^x 

dx  ^        dx 

folgt.     Diese  Werthe  oben  in  (et)  substituirt ,    erhält  man  itlr  die  Glei- 
chung der  Geraden,    welche    die  Curve  y  »»/(x)  im  Functe  z,  y   be- 

rflhrt:   y  —  y  =  --^(x'  —  r),  wobei  x,  /  die  allgemeinen  Coordina- 

ten  beieidmen,  und  der  Quotient  •—  aus  der  gegebenen  Gleichung  der 

dx 

Curve  y  "-/Cx)  zu  e^twickel^  ist,    [Vwgl.  2),  §•  709.] 
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A  n  m  6  r  k.    Hier  hai  man  nun  wieder  einen  neuen  We^ ,   um   den  all- 
gemeinen Ausdruck  fftr  die  Snbtangente,  und  daraus ,    wie   oben  in 
§.  707,  jene  fftr  die  Subnormale,  Tangente  und  Nonnale  zu  finden. 
Fig.  80»).  Efl  ist  n&mlich  [Fig.  80,  6)]  die  AhsÖBBtAT  ab  positiv  angesehen: 

Flg.  •;.  PT^AP  —  AT  [liegt  A  zwischen  P  und  7,  wie  in  Fig.  a),  so  »t 

AT  negatiT  lu  nehmen];  nun  ist  AP=szx  und  AT  die  Absdsae  des 
Durchscfanittspunctes  der  Tangente  mit  der  Abscissenaxe,  also,  wenn 
man  in  der  rorhin  gefundenen  Gleichung  der  Tangente  y  =  O  setzt, 

dx 
X  '^AT^^x^y-j—  (liegt  A  swischen  P  und  7,  so  ist  — x'  m 

bestimmen),  folglich,  wenn  man  substituirt,  wie  oben  §.  706,  Sab- 

d* 

tangente  PT— y-j-. 

2.   Bs   sei  die  Curre  (2)    ein  Kreis,     also  ihre   Gleichung :    (x'  —  s)' 
+  (y'— ]?)':=  7*,     nnd    ihre    Differentialgleichung:    (m)    {x  — %)dx' 

-|-  iy'  —  ©  rfy'  =  0  ,  woraus  -r^  —  — --r—-z  folgt  Soll  der  Kreis  mit 
^  ^  dx  y  — p 

der  Gurre  (1)  bloss  eine  Berfihrung  der  ersten  Ordnung  eingehen,  so 

erhAlt  man  aus  den  beiden  Bedingungsgleichungen  y  '^y  (wodurch  auch 

x=x)  nnd^=-^,    sofort:    0)   (x  — a)»+ 0  — ^)"  =  7«    nnd 

X  ""*  o  dv 

(2) a.  -7^.  Da  sich  aber  aus  diesen  beiden  Gleichungen  nicht 

y — ß        dx 

slle  drei  unbestinamten  Constanten  a,  /3,  7  bestimmen  lassen;    so  moss 

es  unz&hlig  viele  Kreise  geben,  welche  die  Curve  y^fix)  imPuncte 

X,  y  in  der  ersten  Ordnung  berühren  können.  Man  erh&lt  in  der  Thai 

aus    diesen   beiden  Gleichungen   zur  Festsetzung  der  Lage  der  Mittel- 

puncte  dieser  Elreise : 

(D     .,.=        ^ldy_  ±fdx_ 

Vdx^  +  dy*      '  l/dx»  +  rfy«' 

wobei  der  Halbmesser  7  gftnzlich  unbestimmt  oder  willkürlich  ist» 

Um  den  geom.  Ort  dieser  Mittelpuncte  zu  finden,  bemerke  man,  dasa 
sich  die  vorige  Gleichung  (8)  auch  so  darstellen  llsst: 

(2)  ^«y--  — («--x), 

und  da  diess  ({.  709)  die  Gleichung  der  Normale  fttr  den  BerUhrang»» 
pnnct  X,  y  ist,  wobei  a,  ß  (welche  GrOssen  auch  in  der  That,  aammt 
7,  von  einem  Berflhrungspnncte  zum  andern  veränderlich  sind)  die 
allgemeinen  Coordinaten  bezeichnen;  so  folgt,  dass  die  Mittelpuncte  die- 
ser sämmtlichen  Kreise,  in  der  durch  den  BerOhrungspunct  x,  y  gehen* 
den  Normale  der  Curve  y=/(x)  liegen,  also  die  in  diesem  Pimcta  aa 
die  Curve  gezogene  Tangente,  eine  gemeinschafUiehe  Tangente  flkr  alle 
diese  Kreise  bildet.  [Man  gelangt  auch  zu  dieser  Gleichung  (a"),  indem 
man  aus  den  beiden  Gleichungen  (I),  da  der  gesuchte  Ort  der  Mittel« 
puncte  vom  Halbmesser  7  unabhfüigig  ist,  die  (xrOsse  7  eliminirt] 
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Krümmungskreis. 

§.  128.  Unter  allen  diesen  eben  erwähnten  unzähUgen 
berOhrenden  Kreisen  wird  jener,  welcher  mit  der  Curve  (1) 
eine  Berührung  der  zweiten  Ordnung  besitzt,  für  welchen 
also  ausser  den  beiden  vorigen  Bedingungsgleichungen  auch 

noch  jene  j^  =  r4  Statt  findet,  die  stärkste  oder  innigste 

Berührung  eingehen.  Um  diesen  Kreis  zu  finden,  hat  man 
ausser  den  beiden  vorigen  Gleichungen  (1),  (2),  wenn  man 
die  Gleichung  {in)  (vorig.  §.)  noch  einmal  differentiirt  und 
zufolge  der  erwähnten  Bedingungsgleichung  die  Accente 
gleich  weglässt,  noch :  da;*  +  dy*  +  (y  —  /3)  d^y  =  0,  daraus 

und  damit  aus  Kelation  (2)  des  vorigen  Paragraphes: 

^~^  —  17'         d^         ' 

mit  diesen  Werthen  erhält  man  endlich  aus  (1): 

^_  —  Sdxl±dy^ 
'  »"        dx  d^y 

für  den  Halbmesser  dieses  genannten  Berührungskreises.  Da 
aber  dieser  Kreis,  welcher  unter  allen  möglichen  die  Curve 
y=/(.T)  imPuncte  x,  y  am  innigsten  berührt,  zugleich  die' 
Eigenschaft  besitzt,  dass  seine  Krümmung  jener  der  Curve 
Im  erwähnten  Puncte  a*,  y  am  nächsten  kommt,  also  diese 
letztere  durch  die  Krümmung  dieses  Kreises  gleichsam  ge- 
messen werden  kann ;  so  nennt  man  diesen  nämlichen  Kreis 
auch  Krümmungskreis  und  dessen  Halbmesser  Krüm- 
mungs  -  Halbmesser   der    Curve  y=f{x)  im  Puncte 

§.  724.  Man  hat  also  für  den  Krümmungskreis,  wenn 
die  im  vorigen  §.  gefundenen  Werthe  zusammengestellt 
werden,  die  Ausdrücke: 
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n)  (  y  — p  — d^ 57—» 


d: 


.% 


A  &  m  6  r  k.  U  Da  ftkr,  gegen  die  Abscissenaxe  c  o  n  c  a  r  e  Carren,  der 
zweite  Differential-Quotieiit  (§.  717)  bei  positiven  y  negativ  ansftllty 
und  man  in  diesem  Falle  (in  welchem  der  Mittelpunct  des  Krflm- 
mnngskreises  in  der  Normale,  vom  Berohrnngspunct  g^^en  die  Ab- 
acissenaxe  zu  liegt)  die  Krümmangs  -  Halbmesser  als  positiv  an- 
nimmt; so  pflegt  man  von  den  im  letzten  Ausdrucke  stehenden  dop- 
pelten  Zeichen,  bloss  das  obere  oder  negative  beizabohalten« 

Anmerk.  2.  Mit  Hilfe  der  in  §.  658  entwickelten  Relationen  können 
die  vorigen  Ausdrucke  leicht  so  umgewandelt  werden ,  dass  daftr 
das  hier  als  constant  genommene  Differential  dx  ebenfalls  als  ver- 
&nderlich  erscheint;  so  wird  z.  B.  dann  der  Krtkmmnngs- Halb- 
messer : 

(rf  g»  +  dy*)^ 
'^■'       dxd^y—dyd^x 

(Wo  aber  derlei  Voraussetzungen  nOthig  sein  können  ,  daftr  findet 
man  unter  Andern  ein  Beispiel  in  |.  758,  Anmerk.)  [Beispiele: 
ni.,  172.] 

Von  den  Evoluten  der  krummen  Linien. 

§.  725.  Da  die  Coordinaten  des  Mittelpunctes  a,  ß  des 
KrümmungskreiBes  für  denPunct  x,  y  der  Curve  y=f(x), 
so  wie  dessen  Halbmesser  y  Functionen  von  x  sind ;  eo  sind 
diese  drei  Grössen  (wie  bereits  in  §•  722  bemerkt  worden) 
von  einem  Punct  der  Curve  zum  andern  veränderlich. 
Denkt  man  sich  aber  an  alle  Puncte  der  Curve  die  £[rum- 
mungskreise  gezogen ,  so  liegen  die  sämmtlichen  oder  auf 
einander  folgenden  Mittelpuncte  derselben,  in  einer  eigen- 
thümlichen  Curve,  die  wir  sofort  untersuchen  wollen. 
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§.  726.  Die  Gleichungen,  aus  denen  wir  (§§.  723,  724) 
die  Werthe  von  a,  ß,  y  gefunden  haben,  waren: 

(1)  (a-a)*  +  (5^-i3)«  =  yS 

(2)  (x  —  oi)dx-\-(i/—ß)dy  =  0  und 

(3)  dx^  +  dy^  +  (y^ß)d^y  =  0, 

von  welchen  die  zweite,  wie  bereits  (§.  722)  bemerkt,   weil 

sie  auch  die  Form  (a)  ß  —  y= j—  (a  — x)  annimmt,  die 

Gleichung  der  Normale  MO  (Fig.  84)  der  Curve  y  =/(j?)  fi».  m. 
oder  BMC  ißt. 

§.  12ir.  Diflferentiirt  man  nun  die  Gleichungen  (1)  und  (2) 
in  Bezug  auf  alle  darin  vorkommenden  Grössen ,  und  be- 
handelt dabei  y,    a,  j3,    y  als  Functionen  von  a;    so  erhält 

man  :  (x  —  (t)dx  —  (x  —  a)  da  +  (y  —  ß)  ^y  —  (y  —  ß)^ß 
=  ydy    u.    dÄT*  — rfad;c  +  (Zy*  — d|3dy  +  (y  — ß)cZ»y=0, 

oder,  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (2)  und  (3): 

(4)  (ä?-— a)da  +  (y  — /3)dj3  =  — ydy  und 

(5)  d^dx-^dßdy  =  ^, 

J  „  Ja 

woraus  j— = — -j-  folgt,  und  mit  welchem  Werthe  die 
obige  Gleichung  (a)  die  Form  erhält :  (6)  y  —  ß  =  j-(jg  —  a). 

Diese  letztere  Gleichung  zeigt,  dass  [§.  709,  (2)]  die  Nor- 
male 3fO  (mit  welcher  der  Eichtung  nach  der  Krümmungs- 
Halbmesser  y  zusammenfällt)  die  gesuchte  Mittelpunctscurve 
DOE  im  Puncte  a,  ß  berührt. 

§.  128.  Setzt  man  diesen  Werth  von  y  —  ß  aus  (6) 
in  die  Gleichungen  (1)  und  (4),  und  eliminirt  aus  den  ent- 
stehenden beiden  Gleich.  a:~a;  so  erhält  man  dy=}/da*+dp*, 

und  da  (§.  710)  }/dct^-\-dß^  =  ds  das  Element  des  Bogens 
bezeichnet ,  so  ist  also  das  Dififcrential  des  Krümmungs- 
Halbmessers  dem  Diflerential  des  Bogens  der  gesuchten 
Mittelpunctscurve  gleich.  Da  aus  dy  =  ds  auch ,  wenn  c 
eine  constante  Grösse  bezeichnet,  dy  =  d{8  -^  c),  und  dar- 
aus y:=:  8  -^c,  folglich  für  einen  zweiten  Punct,  y'  =  «'  -|-  c, 
also  y  —  y  =  8'  —  8  folgt;  so  sind  die  Differenzen,  des 
Krünimungs-Halbmessers  den  Differenzen  der 
Bögen  der  gesuchten  Curve  gleich. 
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§*  720.  Diese  Eigenschaften  der  beiden  letzten  §§.  nun 
charakterisiren  die  gesuchte  Mittelpunctscurve  DOJS  hin- 
länglich. Denkt  man  sich  nämlich  einen  um  die  convexe 
Seite  dieser  Curye  geschlagenen ,  vollkommen  biegsamen 
undehnbaren  Faden  nach  und  nach  bis  0  so  abgewickelt, 
dass  er  dabei  immer  straff  angespannt  bleibt;  so  wird  er 
(§.  727)  die  Tangente  OM  dieser  Curve  DOE  im  Puncte  0 
bilden.  Liegt  dabei  der  Endpunct  des  Fadens  in  der  Curve 
ys=.f(^x)  oder  MM'Cy  und  schreitet  die  Abwickelung  bis  (7 
fort,  wodurch  der  Faden  in  (/  wieder  die  Tangente  M'O 
bildet;  so  muss,  zufolge  der  Eigenschaft  im  vorigen  §.,  d.  i. 
wegen  (/M'  —  0M'=^  Bog.  0(7,  der  Endpunct  des  Fadens 
immer  noch  in  dieser  Curve  BM'C  liegen,  so,  dass  er  die- 
selbe nirgends  verlassen,  sondern  eigentlich  durch  diese  Ab- 
wickelung beschrieben  hat.  —  Weil  nun  auf  diese  Weise 
die  Curve  y  =/(4?)  oderBMC  durch  Abwickelung  oder 
Evolution  entsteht,  so  wird  die  Curve  der  Mittelpuncte 
DOE  die  Evolute  oder  Abgewickelte  der  Curve 
y=f{a)j  diese  letztere  hingegen,  in  Bezug  auf  diese  Evo- 
lute DOE^  die  Evolvente  oder  durch  Abwickelung 
erzeugte  genannt. 

A  n  m  e  r  k.  Da  der  Mittdpanct  des  KrOmmangskreise«  zugleich  aach 
der  Darchschnitt  zweier  nächsten  Normalen  ist  [IIL,  177,  Note],  so 
enth&lt  die  Erolate  DOE  zugleich  aach  alle  diese  Durchschnitts- 
pnncte;  was  man  auch  ohne  weitere  Entwickelung  schon  daraot  er. 
sehen  kann,  dass  der  Durchscknittspanct  L  mit  der  Curve  JOOE 
um  so  mehr  zusammen^t,  je  mehr  sich  die  beiden  Puncto  (/  und 
O  einander  nähern. 

§.  780.  Um  endlich  die  Gleichung  der  der  gegebenen 
Curve  (1)  y^=f{a)  entsprechenden  Evolute  zu  finden,  wird 

man  aus  dieser  Gleichung  (1)  die  Quotienten  -^,  -^  ab- 
leiten, diese,  so  wie  auch  den  Werth  von  y  in  die  Gleich. 
(2)  und  (3),  §.  726,  oder  noch  einfacher,  in  die  beiden  er- 
sten von  (11),  §«  724 ,  substituiren ,  und  endlich  aus  den 
beiden  resultirenden  Gleichungen«  welche  sofort  nur  noch 
a,  ß,  X  enthalten,  a  eliminiren ;  dadurch  erhält  man  die  Re- 
lation zwischen  a,  ß«  d.  i.  die  gesuchte  Gleichung  der 
Mittelpanctscnrye  oder  Evolute, 
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Beispiel.     Um  flür  die  Parabel,   deren  Gleichnng  y^m^px  ist, 

die  Evolote  xu  finden,  hat  man  ~r^»-  -^  and  -— ^a».~  JlL..  folglieh. 

dx         2y  ax*  4y' 

wenn  man  diese  Werthe,    sammt  jenem   yssYpx  in  die  beiden  erstem 

Oleicbongen  (II),  §.  724,  snbstitnirt:  Sx  +  -^ a  — *  0  und 

2 

i^^^  +  ^-o. 
p 

folglich,  wenn  man  daraus  x  eliminirt:  i^*  — —  ja ~-l  ,  als  Ol  ei* 

^hnng  der  Evolute» 

Diese  Canre  besteht  also  ans  zwei  gleichen  entgegengesetzten  Ästen 

ÄDy  ÄD'  (Fig.  85),  die  sich  ober-  nnd  unterhalb  der  Abscissenazo  v**-  ^ 

(gegen  welche  die  Cnnre,  wie  man  nach  §.717  findet,  conyex  ist) 

ins  Unendliche  erstrecken.      Fflr  ß  ^  0  erhilt  man  ans  dieser  Qlei- 

chung  für  die  Abscisse   des  Dnrchschnittspnnctes  Ä  der  Cnnre  mit 

der  Abscissenaxe :  a  =  ii^'^^/>.     Kimmt  man  aber  diesen  Punct 

ii'  zum  Ursprung   der  Coordinaten,    setzt   demnach  in  der  obigen 

Gleichnng  a4~i/>  s^^^  ^i    so   erh&lt  man  Ar  die  Evolute  die  ein- 
ig 
fächere  Gleichung :  (r)  ß*  —  r—-  «*,  eine  Gleichnng,  welche  der  cu- 

27p 

bischen  (oder  Neil' sehen)  Parabel  angehört 

Es  ist  leicht  za  sehen,  dass  von  der  gemeinen  oder  Apolonischen 
Parabel  der  obere  und  untere  Ast,  beziehnngsweise  dnrch  Abwicke- 
lung des  Fadens ,  vom  untern  und  obem  Ast  der  cnbischen  oder 
Keil'schen  Parabel  entsteht;    dass  im  Scheitel  der  Faden  die  LAnge 

AÄ  «■ ->  -  haben  mnss,  welches,   wie  man  nach  §.  724  leicht  fin- 
2 

det,   auch   in  der  That  der  Werth  des  Krflmmungs- Halbmessers  7 
Ar  diesen  Pnnct  der  gemeinen  Parabel  ist 

[Das  Capitel  über  die  besondern  Foncte  der  Curven :  IIL, 
181  —206.] 
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Siebentes  Capitel. 

Uebertragung  mehrerer  im  Vorhergehenden  ent- 
wickelten Ausdrücke   auf  Polarcurven. 

§.  TAI.  Erklärung.  So  wie  bei  einer  Cui-ve  BMC 
Fl».  8«.  (Fig.  86)  auf  rechtwinkelige  Axen  AAy  A  Y  bezogen ,  das 
Stück  FT  der  auf  der  Ordinate  perpendikulär  stehenden 
Geraden  AX ,  zwischen  dem  Fusspiuict  der  Ordinate  und 
dem  Durchschnitt  der  Tangente  Subtangente,  und  das« 
auf  derselben  Geraden  liegende  Stück  FN^  zwischen  dem 
genannten  Fusspunct  und  Durchschnitt  der  Kormale  Sub- 
normale heisst;  eben  so  wird  hiemit  analog,  wenn  man 
die  Ordinaten  aus  einem  Puncte  A  zählt,  nämlich  die  Curve 
auf  Polar  -  Coordinaten  bezieht,  und  dabei  A  als  Pol,  AM 
als  Leitstrahl,  der  sofort  die  Stelle  der  Ordinate  bei  Paral- 
Iclcoordinaten  vertritt,  annimmt,  jenes  Stück  AjT  der  durch 
A  auf -4 Jlf  normalen  Geraden,  zwischen  dem  Pol  und  Durch- 
schnitt der  Tangente  sofort  Subtangente,  und  das  zwi- 
schen Pol  und  Normale  liegende  Stück  AN\  Subnormale 
genannt.  Daraus  folgt  also,  dass  bei  Polar-Coordinaten  die 
Subtangente  und  Subnormale  keine  unveränderliche  Lage, 
wie  beim  Parallel-System  besitzen,  sondern  diese  von  einem 
Punct  der  Curve  zum  andern  variirt. . 

§.  732.  Um  nun  die  Subtangente  und  Subnormale  für 
irgend  einen  Punct  M  der  Polarcurve  BMC  zu  bestimmen, 
sei  AM=u  der  Leitstrahl  und  MAQ=^^  der  Drehungs- 
winkel, welcher  von  der  festen  Geraden  AQ,  die  mit  der 
Axe  AX  den  gegebenen  Winkel  XAQ  =  (t  bildet,  gezählt 
werden  soll,  also  W.  MA X=^  —  a ;  so  ist 

(Z)     y  =zu sin  (f  —  a)     und     x  =  uco8{^  —  a) , 

folglich   wenn  man  differentiirt  und   dabei  y  als   die    unab- 
hängige Variable  ansieht,  von  welcher  w,  x,  y  abhängen: 

(dy  =  uco${^  —  a)  d^  -|-  sin  (y  —  a)  du, 
^    ^  \^a  =  —  U8in(:f  —  a)  d(f  -{-  COB  {f  —  a)  du. 


§.  733.  So  wie  aber  die  auf  rechtwinkelige  Coordina- 
ten  sich  beziehende  Gleichung  einer  Curve,  für.  Polar- 
coordinaten  transformirt  wird,  indem  man  für  x  und  y  die 
obigen  Ausdrücke  (Z)  substituirt,  eben  so  werden  die  auf 
rechtwinkelige    Coordinaten    sich    beziehenden    Formeln 

(§§.  706  und  707)  yl?,  y^  der  Subtangente  PT  und  Sub- 
normale PN  für  Polarcoordinaten  iimgewandelt,  wenn  man 
zuerst  die  DiflFerentialquotienten  nach  §.  658  so  verändert, 
wie  sie  verändert  werden  müssen,  wenn,  wie  hier,  früher 
bloss  y  eine  Function  von  x  (und  diese  letztere  Grösse  die 
unabhängige  Variable)  war,  jetzt  aber  sowohl  x  wie  y  von 
einer  dritten  Variablen  (hier  y)  abhängen ,  und  dann  erst 
für  y,  rfy,  dx  die  vorigen  Werthe  aus  (?)  und  (m)  substi- 
tuirt.   Da  nun  (§•  658)  der  1.  DifiFerentialquotient  --  durch 

die  neue  Beziehung  unverändert  bleibt,  so  hat  man  nach 
dieser  Substitution: 

p/p .,  ^-«z,«        ^>,  CO»  (y  —  tt)  (f  t<  —  «  wi  (y  •—  g)  d!y 

Jr  X   =  U  8in  (  Cp  —  et)  —r-} r-j : 7 \~j~  9 

^^  '  9\n  (y  —  a)  AM  +  «  cos  (y  —  A)  atß  ' 

PN=  « «« (e  -  «) »'•"(f-'M''  +  "<^(9-«);^ 

^*  ^  COS  (9  —  a)  a  tt  —  u  sm  Qy  —  a)  atf 

§.  734.  Nimmt  man  nun,  da  die  Axe  AX  beliebig 
gewählt  werden  kann,  a  so  an,  dass  W.  9  —  a  =  90*  wird, 
also  AA  die  Lage  AA'  erhält,  und  MPy  PT  und  PN 
beziehungsweise  mit  MAj  AT  und  AN'  zusammenfallen; 
80  hat  man,  da  unter  dieser  Voraussetzung  coÄ(y  —  a)=0 
und  8in((f  —  a)=  1  wird,  für  Polarcoordinaten:    die 

Subtangente  (1)  ^!r  =  — w*-^,   die   Subnormale 

(2)  AN' := .     Ohne  erst  die  ähQliche  Transformation 

in  §.  708  vorzunehmen,  findet  man  jetzt  einfacher  aus  den 
rechtwinkeligen  Dreiecken  AMT'  und  AMN':    die  Tan- 
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§.  7S5.  Man  erhält  ferner  durch  gehörige  Substitution 
in  die  Formel  (1),  §.  710,  und  Reduction,  ftkr  das  Element 

des  Bogens:  (5)  d«  =  dy  1/  n* +  -j-^. 

Das  Flächenelement  ist  hier,  wenn  W.MAm  =  dtf, 
ist,  sofort  der  Sector  MAm.    Nun  ist  (§.  712): 

d.BAM=i{ady  — ydx)^ 

folglich,  wenn  man  för  ^,  y,  dxy  dy  wieder  die  obigen 
Werthe  (aus  §.  732)  substituirt  und  reducirt: 

(6)  Sector  MAm  =  Element  der  Fläche  =  ^w*df. 

A  n  m  e  r  k.  Nach  der  Methode  des  unendlich  Kleinen  eihAlt  man  die 
hier  entwickelten  Ansdrficke  directe  auf  folgende  Art:  Denkt  man 
sich  aus  Ä  als  Mittelponct  mit  dem  Halbmesser  AM^^u  den  nn- 
endlich  kleinen  Kreisbogen  Mn^^udtf  beschrieben,  so  kann  dieser 
mit  seiner,  so  wie  der  Bogen  Mm  =  ds  der  Canre  mit  der  Sehne 
Mm  Terwechselt  werden,  und  da  mn*»du  ist,  so  hat  man  ans  den 
ähnlichen   Dreiecken  Mnm^   MAT   und  MAN'  (ohne   Rftcksiciit 

anf  die  Lage)   <f « :  «rfy  «-  « :  ^  2^  —  «* ^  and  tief 9 :  <f «  -» tf :  AIT 

e-  -j-.     Ans    dem    rechtwinkeligen    Dreiecke   Mnm    selbst    folgt 

d»  =  Yu^  d(p*  +  du* ;  femer  ist  Sector 

MAm^s'  \  (11  '\-  dvi)  udff  =:  ^u*  dfp  i 
Alles  wie  oben. 

§.  736.  Um  endlich  noch  den  Ausdruck  für  den  Krüm- 
mungshalbmesser zu  erhalten  y  hat  man  zuerst  aus  der  be- 
treffenden Formel  in  (11) ,  §.  724 ,   da  man  der  obigen  Be- 

d*y 
merkung  (in  §.  733)  gemäss ,  nach  §.  658 ,  statt  j-^  setzen 

dxd*y  —  dyd*x  .     .  —  (rfx'  +  rfy«)*  ,    .     „ 

muss:  j  t    9  sofort  y  =  j— 35 —    ,  A  »  wobei  alle 

Differentiale  in  Bezug  auf  9  zu  nehmen  sind.  —  Die  obi- 
gen Gleichungen  (m)  (§.  732)  noch  ein  Mal  differentiirt  (wo- 
I>ei  df  constant  ist),  erhält  man: 

(Py  =  «n  (9  —  a)  d*w  4"  2  00*  (9  —  a)  dud^  —  u  sin  (9  —  a)  rff  * 

und 

j»^  =  00«  (y — a)  d*t*  —  2«n  (9  —  a)  dud^  —  u  cob  (y  —  a)  d^\ 
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mithin 

dx d^y  —  dy  d}x  =  —  ud^ud^  4*  t**d9*  4*  2du*d^ , 

und  daher,   wegen  da*  +  dy*  =  w'dy*  +  du*,  endlich  den 
Krümmungshalbmesser: 

Anmerk.  In  allen  diesen  Ausdrücken  müssen  die  Dififerentialqaotien- 
ten  -T —  nnd  ,  ,  ans  der  gegebenen  Polargleichang  der  Curve 
u  «=  F(^'^)  entwickelt  werden. 

§.  T3T.  Will  man  umgekehrt  die  Polargleichung 
u  =  F{:f)  einer  Curve,  deren  Pol  A  und  Axe  AQ  ist,  für 
die  rechtwinkeligen  Coordinatenazen  AA,  ^F  umwandeln; 
80  hat  man  aus  den  Gleichungen  (/),  §.  732; 


sin  (9  —  a)  ==  — ,     cos  (y  —  a)  =  — ; 


woraus  man  sofort  die  Werthe  fQr  sin(f  und  cos^  durch 
Xy  y,  u  finden  kann.   Setzt  man  sodann  diese  Werthe,  sammt 

jenem  u  =  ]/^*  +  y'  in  der  gegebenen  Polargleichung;  so 
erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form  /(a;,y)  =  0,  als 
Gleichung  der  Curve  auf  die  Axen  AJC,  AY  bezogen.  Fer- 

ner   ist    wegen    tang  (9  —  a)  = ^      =  —    noch    y  =  a 

+  arc  tang  I— j  ,  und  wenn  man   aus  den  Gleichungen  (m) 

(§.  732),  du  eliminirt,  auch  cos((f  —  «)  ^y  —  sin((f  —  a)  da? 

^=ud^,  woraus  endlich  noch  cf ^  = —     ,  —  =  — ,  ,    ,  ^ 

folgt.  —  Mit  Hilfe  dieser  Helationen  lassen  sich  die  s'ämmt- 
lichen  oben  für  Polarcoordinaten  entwickelten  Formeln  ffir 
PTy  PN  u.  s.  w.  in  die  correspondirenden  für  die  recht- 
winkeligen Coordinatenaxen  AXy  AY  umwandeln. 

Soll  z.  B.  das  im  §.  733  durch  Polarcoordinaten  ausgedrückte  Stftck 
iT  Air  rechtwinkelige  auf  den  Axen  AX,  ÄY  (Fig.  86)  gez&hlten  Ck>*Fif.  86 
ordinaten  umgewandelt  werden ;  so  hat  man : 


i>r— «iL 


u 

xudu  —  xydy  +  y^dx 
^  yudu  -|-  x^dy  —  xydx* 

oder,  wenn  man  für  tief u  den  Werth  xdx-{- ydy  setzt  (welcher  dnrcht 
Diffcrentiiren  ans  ti"  =  x'  +  y'  folgt)   und  redacirt:  PT»^y—z — ,   wie 

es  sein  soll. 

Sind  dagegen  die  auf  der  Axe  AX',  wofllr  der  Winkel  9  —  &•»  90 
ist,  liegenden  Stücke  AT'y  AN'  etc.,  d.  i.  die  für  Polarcarren  soge- 
nannte Subtangente ,  Subnonnale  etc.  gegeben ;  so  werden  diif&r  (wegen 
9  —  a=:90)  die   obigen  Ausdrücke   einfacher,    indem   man   hat   «=jf, 

dx 
also    dw^  dy   and   cfy  *» .  —    So    erh&lt   man   aiu  den  Toxigea 

Werthen  (§.  734)  von  A  T  und  A  N',   sofort   auf  rechtwinkelige  Coor- 

dr  d  r 

dinaten  bezogen,    die  Subtangente  -Br— y'V r"^y-T—*    die  Snb- 

ydy       ^  dy 

normale 

y  dy 
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Achtes  Capitel. 

Entwickelung  einiger  transcendenter  Curven. 

Die  gemeine  Cycloide  oder  Radlinie. 

§.  788.  Erklärung,  Der  Bogen  ADB  (Fig.  87)  dcrFHc  w. 
gemeinen  Cycloide  wird  durch  einen  Punct  M  des  über  die 
Gerade  AB  hinrollenden  Kreises  MEN  während  einer 
Umwälzung  desselben  beschrieben.  Dabei  heisst  AB  die 
Grundlinie,  if  der  besehreibende  Punct,  MEN 
der  erzeugende  Kreis,  der  höchste  Punct  D  (in  wel- 
chem sich  der  beschreibende  Punct  nach  der  halben 
Wälzung  des  Kreises  befindet)  der  Scheitel,  so  wie  end- 
lich das  durch  diesen  auf  AB  gefällte  Perpendikel  DC  die 
Axe  der  Cycloide,  oder  besser,  des  cycloidischen  Bogens 
ADB. 

§.  780.  Um  eine  Gleichung  dieser  Curve  zu  erhalten, 
nehmen  wir  die  Gerade  AB  zur  Abscissenaxe,  den  Punct 
A  zum  Ursprung  der  rechtwinkeligen  Coordin.,  und  setzen, 
wenn  zu  einem  beliebigen  Punct  M  der  Curve,  die  Ordi- 
nate iW^P  gezogen  wird,  AP=^x  und  PM=rzy,  Zieht  man 
femer  durch  diesen  Punct  M  den  Erzeugungskreis  0,  des- 
sen Halbmesser  a  heissen  soll,  und  den  Durchmesser \ß'JV 
perpendikulär  auf  AB ^  so  wie  endlich  noch  DC  mit  EN 
und  MG  mit  AB  parallel;  so  folgt  unmittelbar  aus  der 
Erzeugungsart  der  Cycloide,  dass  AB  dem  Umfang  des  er- 
zeugenden Kreises,  und  in  einer  beliebigen  Lage  0  dessel- 
ben. Bogen  MN  =  -4  iV^  ist ;  indem  nämlich  alle  Puncto  die- 
ses Bogens  MN  nach  und  nach  mit  allen  Puncten  dieser 
Geraden  AN  in  Berührung  waren.     Es  ist  also  AP-\-PN 

=  arcMNy   oder  wegen  -4P=^,  PN=  Mp  =  |/2 ay  —  y* 
(§.  403)  und  {arc  MN=  arc  sinv  Np  =  arc  cos  Op  =  etc.), 

arc  MN=^  a  arc  sinv  I  —I  =  a  arc  cos  y    ~^\  =  etc. , 

auch,    wenn   man  gleich  transferirt: 

Bnrg^A  Compendlam  d.  höh.  Math.  32 
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(1)     j?  =  a  arcsinv  i  —  I  —  |/2ay  —  y* 

=  a  ar<?  co«  ■"     ^1  — 1/2 ay  —  y*  u.  s.  w., 

als  Gleichung  der  Cycloide  (welche  Corve  also, 
§.  486 ,  Anm. ,  eine  transcendente  ist).  pDiscussion 
dieser  Gleichung:  III,,  215.] 

§.  740.     Diese  Gleichung  differentiirty  erhält  man  nach 
einer  leichten  Reduction,  als  Differentialgleichung 

dieser  Curve:  (2)  da  =  -ry^  ,. 

A  n  m  e  r  k.  Um  diese  Differentialgleichung  ftr  den  Fall  zu  finden,  dan 
man  (wie  es  in  der  Mechanik  gewöhnlich  geschieht)  die  Coordina- 
ten  vom  Scheitelpunct  D  aus  zfihlt  und  sonach  DG  =  x  und 
GM'^GM*=3f  setBt,  darf  man  in  dieser  Gleichung  (2)  bloss 
OK  —  y  statt  X,    und  2a  —  x   statt  y  setzen;    dadurch  erhAlt  man 

,         (2a  —  x)dx 

^       V2ax-x'' 
Aus  der  vorigen  Gleichung  (1)  würde  man   durch   dieselbe  Sub- 
stitution, wogen  arc  sinv  12 X^^n  —  arc  sinv  1  —  I  erhalten : 

y  «^  a  arc  sinv  I  —  I  +  V2aT^— x*. 

§.  Ml.    Nach  den  in  den   §§.  706  —  709   entwickelten 
Ausdrücken  erhält  man  mittelst  der  vorigen  Gleichung  (2) 

für  die  Cycloide:  Subtangente  PT=y=^=i,  Sub- 

norm»   PiV=  1/2 ay  —  y*,  Tangente  ifT=T?|^==| 

und  Normale  ifiV*=]/2ay;  lauter  leicht  zu  construi- 
rende  Ausdrücke ,  aus  denen  sich  zugleich  ergibt,  dass  die 
Sehne  MN  die  Normale,  und  die  verlängerte  Sehne  EM 
die  Tangente  der  Curve  im  Puncte  M  ist. 

Beschreibt  man  daher  über  der  Geraden  i)(7  als  Durchmesser  den 
festen  Kreis  DmCF^  so  werden  zu  irgend  einem  Puncte  M  der  Cy- 
cloide die  Tangente  und  Nonnale  am  einfachsten  dadurch  constmirt, 
dass  man  durch  diesen  Punct  MG  mit  ATi  parallel  zieht,  den  Dorch- 
schnittspunct  m  mit  D  und  C  verbimlet,  und  endlich  in  M  zu  mD  und 
mC  die  Parallelen  MT  und  MN  zieht;  weil  n&mlich,  wie  leicht  zu  se- 
hen, die 'Sehnen  mD  und  mC  mit  jenen  ME  und  MN  parallel  sind. 
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§.  742.     Die  obige  Gleichung  (2)  (§.  740)  noch  ein  Mal 
diffeFentürty  erhält  man,  wenn  mit  dx^  dividirt  wird : 

d^y  — a  dy^  a 

Ix*  2ay  — y«  *  dx*  "y^* 

wenn  man  nämlich  für  --—  den   aus  (2)  folgenden  Werth 

setzt.  (Die  Curve  ist  also,  §.  717,  gegen  die  Abscissen- 
axe  concav.)  Setzt  man  diese  beiden,  für  den  1.  und  2, 
Differentialquotienten  gefundenen  Werthe  in  den  Ausdruck 
für  y,  in  (II),  §.  724;  so  erhält  man  noch:  Krümmungs- 
halbmesser y  =  2]/2ay ;  dieser  ist  also  der  doppelten 
Normale  gleich. 

Man  findet  femer  nach   den   beiden  ersten  Formeln  in 

(II)  (§.  724):  a  =  «  +  2l/2ay— y*  und  ß  =  —  t/  für  die 
Coordinaten  des  Mittelpunctes  des  Krümmungskreises  im 
Puncte  Xf  y  der  Cycloide. 

§.  743.  Setzt  man  in  der  ersten  dieser  beiden  letztem 
Gleichungen  flir  x  den  Werth  aus  der  Gleichung  (1),  §.  739, 
und  eliminirt  dann  aus  dieser  und  der  letzten  Gleichung 
ß  =  —  y  die  Grösse  y ;  so  erhält  man  (§♦  729)  als  Gleich, 
der  Evolute  dieser  Curve: 

(i=^aaTc  8inv  (^)  +  1/— 2aß — ß^; 

woraus  sofort  folgt,  dass  bei  dem  angenommenen  Coordina- 
tensysteme  diese  Curve  nur  fiir  negative  Ordinaten  ß  be- 
stehU  Will  man  statt  diesen  ( —  ß  =  Qi/")  die  positiven 
Ordinaten  ß'  =  P'Jf'' ,  welche  von  der  im  Abstände  CA'^=2a 
mit  AB  parallel  geführten  Geraden  A'ff  gezählt  werden, 
einführen;  so  muss  man  ß  =  —  (2a  —  ß')»  und  wenn  man 
fiberdiess  die  Abscissen  nicht  von  C",  sondern  von  A'  aus 
zählen  will,  auch  noch  A'C*  —  a  =  air  —  a  statt  a  setzen, 
so,  dass  wenn  man  endlich  noch  berücksichtigt,  dass 

flr  —  arc  8invi2 1  =  arc  Hnvl-^l 

ist  (indem  sich  die  Sinusversus  zweier  Supplementsbögen 
immer  zum  Durchmesser  ergänzen),  sofort  die  Gleichung 
der  Evolute  der  Cycloide  in  jene: 

32* 
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a  =  aarc«tnvl  —  I  — |/2aß'  —  ß'* 

übergeht  und  ofiTenbar  [vergl.  (1),  §.  739]  wieder  einer  Cy- 
cloide  vom  nämlichen  Erzeugungskreis  (dessen  Halbmes- 
ser =a)  angehört,  deren  Scheitel  im  Puncte  A  liegt. 

A  n  m  e  r  k.      Man  kann  auch  die  Relation    der  Coordinaten    (wie  es  in 

den  folgenden  $§.   bei  der  Epi-  und  Hypocycloide  geschieht)    dnreb 

zwei   Gleichangen  ausdrücken;     es   ist    n&mlich   AP^^AN — Mp 

und  PM  =  ON—*  Op ,    d.  ^i.  x  =  a  y  — -  o  sin  y  und  y  =  a  —  a  cos  ^ 

=  8a «in  4^  9*;    Daraus  folgt,  wenn  'f  die  unabhängige  Variable  ist, 

dx  ^  (a  —  a  cos  ^)  cf  y  =  2 a  «in  ^  9*  d 9  ,      dy  =  a8in<pdfp,      rf'x  =* 

asin  (f  dff*  und  d*y  ^^  acas  tpd(p* ;  mithin  nach  ganx  leichten  Redne- 

tionen: 

dx*+ dy*  =  Aa*sini(f*dtp^  und 

dxdry^-  dy  d^x  =  —  2a*nni  9*  dtf*. 

In  Besag  auf  diese  Variable  9   ist  also   die   Snblangente 

d  X  dy 

y'-r'*^2astn^fp*t(mgi(p,    Snbno  rmaie  y  j^  »>  a  «tu  $     nnd 

Krümmnngs-Halbmesser  §.  (724,  Anmork.  2.): 

Eiiminirt  man  aus  den  beiden  obigen  Relationen  yon  x  und  y  die 
Variable  9,  so  gelangt  man  zur  obigen  Gleichung  (1)  (§.  739)  swi- 
sehen  x  und  y,  [Die  gedehnte  und  verkurate  Cjdoide: 
III.,  219.] 

Die    Epicycloide. 

§.  744.  Erklärung«  Wälzt  sich  der  erzeugende  Kreis 
anstatt  auf  einer  Geraden,  auf  der  convexen  Seite  eines 
zweiten  Kreises,  des  Grundkreises;  so  beschreibt  irgend 
ein  Punct  der  Peripherie  des  erstem  oder  erzeugenden 
Kreises  die  Epicycloide. 

§.  745.  Um  eine  Gleichung  dieser  Curve  abzuleiten, 
"»  »  sei  davon  AM  (Fig.  88)  ein  Bogen ,  welcher  vom  Puncte 
A  des  Erzeugungdkreises  beschrieben  wird,  während  dieser 
aus  der  Lage  c  in  jene  <;',  der  beschreibende  Punct  A  nach 
M,  also  ein  Punct  a,  für  welchen  Bogen  Aa=^'Bogen  Aa 
ist,  mit  dem  Grundkreis  zur  Berührung  gelangt.  Zieht  man 
die  Centrilinien  Co,  Cc;  aus  AI  und  c  auf  Cc  die  Perpen- 
dikel MF^  c'd  und  Mm  zu  Cc  parallel;  setzt  den  Halbmes- 
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ser  des  Grundkreises  CA  =  li ,  jenen  des  erzeugenden  A  c, 
=  Mc  =  r ;  den  Mittelpunctswinkel  A Ca\  =  y ,  jenen  Aca 
=-MccL  =-^\  und  nimmt  endlich  CP^=x  zurAbscisse  und 
PM=y  zur  Ordinate  des  Pimctes  M;  so  ist  offenbar: 
x=CP=Cd-\'  Mm  und  y  =  PM=  c'd  —  cm.  Es  folgt 
aber  aus  den  beiden  rechtwinkeligen  Dreiecken  Cc'd  und 
Mmc'  sofort :  c'd  =  (i2  +  r)  «m  9 ,  Cd  =  (Ä  +  r)  cos  y  und 
Mm  =  r m Mcm^  cm  =  r  co«  Jf c'm ,  oder  wegen  W.  Mc*m 
=  9'  —  (90  —  9)  =  9  -|-  9'  —  90,  auch  Mm  =  —  r  co«  (9  +  9') 
und  c'w  =  r  «n  (9  +  9'),  so,  dass  wenn  diese  Werthe  in  den 
vorigen  Ausdrücken  von  x  und  y  substituirt  werden ,  man 
sofort  als  Gleichungen  der  Epicycloide  erhält: 

4?  =  (i2  +  r)  CO«  9  —  T  co$  (9  +  ?')» 
y  =  (i2  -|-  ^)  «n  9  — rsin  (9  +  9'), 

aus  welchen  auch  mittelst  der  aus  der  Natur  der  Wälzung 
resultirenden  Relation:  r9*  =  i29  immer  einer  der  beiden 
Winkel  9  oder  9'  eliminirt  werden  kann.  [Discussion  die- 
ser Curve:  HI.,  222.] 

Die  Kreisevolvente. 

§.  746.  Setzt  man  bei  der  vorigen  Erzeugungsart  7*  =00, 
so  geht  der  erzeugende  Kreis  in  eine  Gerade  ^a(Fig. 89)p,g. 89. 
und  die  Epicycloide  (§.729)  in  die  Evolvente  des  Krei- 
ses AMA'  .  .  .,  welche  durch  Abwickelung  des  Grund- 
kreises entsteht,  d,  i.  in  eine  Curve  über,  deren  Evolute  der 
Grundkreis  C  ist  —  Um  die  Gleichungen  dieser  Curve  zu 
erhalten ,  folgt  aus  jenen  des  vorigen  Paragraphes ,  wenn 
man  entwickelt: 

4?  =  22  CO8  9  +  r  cos  9  —  r  cos  9  cos  9'  +  r  sin  9  sin  9' 
und 

y=R  sin  9  -|-  r  «Ä  9  —  r  sin^  cos  9'  —  r  cos  9  sin  9', 

wobei  noch  np'  =:  Rsf,  also  für  r  =  oo,  9'  = =0,  folglich 

rcos^  =r  und  r  sin^'  =  E(f^^^  =  It<f^^^=^ E^'  (wegen 

^^  =  1,  §.  686,  2.)  ist;  man  hat  demnach  als  Gleichun- 
gen der  Krei  sevolvente: 


5W 

i  a  =  R  C08  f  +  Äy  «n  y , 

Die   Hypocycloide. 

Fig.  «a  §.  141.  Da  die  Hypocycloide  durch  einen  Punct  A  (Fig.  90) 

der  Peripherie  des  Erzeugungskreises  beschrieben  wird,  wenn 
sich  dieser  Kreis  auf  der  concaven  Seite  des  Grundkrei- 
ses wälzt;  so  erhält  man  mit  Beibehahung  der  in  §.  745 
angenommenen  Bezeichnung,  d.  i.  für  W.  ACa'^=^ ^  W. 
Aca^=  W.  Mca'  =  y' ,  CA  =  iü,  cA  =  ca  =  r  und  (wenn 
JfP  und  c'e?  perpendikulär  aufC.4)  CP=^x^  PM^=y^  ganz 
einfach  aus  den  Gleichungen  der  Epicycloide,  §.  745,  indem 
man  nur  r  negativ  zu  nehmen  braucht,  als  Gleichun- 
gen der  Hypocycloide: 

0?=  {R  —  r)  CO«  9  +  r  <jo«  (f  +  9'), 
y  =  {R  —  r)  sin  ^  -{- r  sm  {<f  +  f  0> 
aus  welchen  Gleichungen    wieder  mittelst  der  Relation  JS9 
=  —  r^\  y'  oder  9  eliminirt  werden  kann. 

A  n  m  e  r  k.    Interessant  und   in  der  Mechanik  von  Wichtigkeit  ist  der 

besondere  Fall,  in  welchem  ^r=^R  ist;   indem  man  daftr  ans  den 

R 
vorigen  Gleichungen,  wegen  9'  =- 9  «^  —  29,  sofort 

a:  ■«  r  CO«  9  +  r  CM  f— 9)  =r  Sr  CM  y  nnd 

y  a«  r  «in  y  -|-  r  *«n  ( —  y)  =-  0 
erhalt,  woraus  also  (§.  392,  6.)  folgt,  dass  in  diesem  Falle  die  Hy- 
pocycloide in  die  Abscissenaxe ,    also    in    eine  durch  den  Mittel- 
punct  des  Grundkreises  gehende  gerade  Linie  übergeht,    [Über 
Spirallinien  und  mehrere  andere  Curven:  III,  228  —  248.] 
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Neuntes  Capitel. 

Anwendung  der  Differentialrechnung  auf  die  Theorie 
der  krummen  Flächen  und  der  Curven  von 

doppelter  Krümmung. 

Berührungen   der  krummen   Flächen. 

§.  748.  Einleitung.  Es  seien  (1)  z=f{af,  y)  und 
(2)  /=^(«,  yO  die  auf  ein  und  dasselbe  Axensystem  sich 
beziehenden  Gleichungen  zweier  krummen  Flächen  (1)  und 
(2)  (§.  598),  welche  den  Punct  4?,  y,  z  mit  einander  gemein 
haben  sollen.  Lässt  man  die  beiden  unabhängigen  Variablen 
Ä,  yina?-|-A,  y  +  ^  übergehen ;  so  erhält  man  nach  dem 
erweiterten  Tbyfor  sehen   Satze   (§.  669),   wenn   man  Kürze 

halber   (nach  Euler  (^)^p,  (^)=<z.  (^)=.,  (-^) 

u.  s.w.  setzt,  fiir  die  entsprechende  Ordinate  der  Fläche  (1): 

(3)  Zj  =  ^  +  (j[)  A  -f-  j*)  +  i  (r  A*  +  2  fi  AÄ:  4-  ^2)  + . . . , 
und  der  Fläche  (2) : 

(4)  z\  =  /  +  f/A  +  <^k)+\  (r'h^  +  2«'A jfc  + 1 *»)  -I- . . 
Der  Abstand  der  beiden  entsprechenden,  in   der  nämlichen 
Ordinate  liegenden  Puncte  beider  Flächen,  oder  der  Unter- 
schied d  der  betreffenden  Ordinaten  (3)  und  (4)  ist  sonach, 
wegen  z  ^=^z  (also  auch  ä?'  =  ä?  und  y'  =  y): 
(5)d=[(p-p)A  +  (?-y')Ä:] 

und  wird  um  so  kleiner,  je  mehrere  Anfangsglieder  dieser 
Reihe  bei  den  kleinsten  Werthen  von  A  und  k  verschwinden. 

§.  149.    Erklärung.    Ist  nun  jp — /?'  =  0  und  q  —  g^ 

=0,  oder  {^)  =  (^)  und  (-^)  =  (-^),  wodurch  in 

der  vorigen  Keihe  (5)  die  beiden  ersten  Glieder  wegfallen; 
80  sagt  man  (analog  mit  §.  719),  es  finde  zwischen  den 
beiden  Flächen  (1)  und  (2)  im  Puncte  a?,  y,  z  eine  Beruh- 
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rung  der  ersten  Ordnung  Statt,  und  es  lässt  eich  ^- 
nau  eben  so,  wie  in  §.  720  nachweisen,  dass  im  BerühruDge- 
puncte  zwischen  diesen  beiden  Flächen  keine  dritte  durch- 
gehen kann,  wenn  sie,  nicht  wenigstens  auch  den  beiden 
(den  obigen  analogen)  Bedingungsgleichungen  p"  =p  und 
q  =  q  Genüge  leistet.  —  Finden  nebst  den  vorigen  beides 
Bedingungsgleichungen  noch  die  folgenden  Statt :  r  =^r9 
8  =s  und  t'  =  ty  wodurch  in  der  obigen  Differenz  (5)  auch 
noch  die  Glieder  der  zweiten  Ordnung  wegfallen;  so  sagt 
man ,  dass  die  beiden  Flächen  (1) ,  (2)  im  Puncte  x^y^z 
eine  Berührung  der  zweiten  Ordnung  besitzen, 
u.  6.  w. 

§.  750.  Ist  nun  wieder  (analog  mit  §.  721)  die  Fläche  (1) 
vollkommen ,  dagegen  jene  (2)  nur  der  Gattung  nach  gege- 
ben, und  bestimmt  man  die  in  der  Gleichung  der  letztem 
Fläche  vorkommenden  unbestimmten  Constanten  (deren  z.  B. 
die  Gleichung  der  Ebene  drei  besitzt)  aus  den  genannten 
2,  oder  5  u.  s.  w.  Bedingungsgleichungen,  wodurch  in  der 
obigen  Differenz  (5)  sofort  beziehungsweise  2,  5,  9,..  erste 
Glieder  der  Reihe  verschwinden;  so  wird  diese  Fläche  (2) 
mit  jener  (1)  im  Puncte  ä,  y,  ^  respective  eine  Berührung 
der  ersten,  zweiten,  dritten..  Ordnung  eingehen. 

Berührungsebene. 

§.  751.  Nehmen  wir  als  einfachsten  Fall  fiir  die  Fläche 
(2)  die  Ebene,  so  ist  ihre  Gleichung  (§.  557,  Zusatz  2.): 
(m)  z' ^=' Aaf  •\- By'  -\- D.  Zufolge  der  ersten  Bedingung 
von  a'  =  ißy  y^=yy  z'  =  z^  nach  welcher  nämlich  die  Ebene 
[oder  Fläche  (2)]  mit  der  Fläche  (1)  den  Punct  ä?,  y,  z  ge- 
mein haben  soll,  hat  man  (n)  z^=Ax'\-By-\-D.  Da  fer- 
ner aus  (m)  r^^l  =  -A  und  l-^l  =5  folgt,  so  hat.  man 
nach  den  beiden  darauf  folgenden  Bedingungsgleichungen 
{p'  =^,  q'  =  q):   A  =  (^  J  und  Ä  =  ( ^)  ,     wobei     diese 

partiellen  Diffei'ential-Quotienten  aus  der  gegebenen  Gleich. 
z^=^f{xjy)  der  Fläche  (1)  abzuleiten  sind.  Mit  diesen  Wer- 
then    und    der  Gleichung  {n)    eihält    man    aus  (m)    für  die 
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Ebene,  welche  die  Fläche  (1)  im  Pancte  a,  y^  z  in  der  er- 
sten Ordnung  berührt,  d.  i.  für  die  Berührungsebene 

die  Gleichung:    (I)  ^' —  ^  =  (g^)  («'  — ^)  +  (^)(y'-y); 

dabei  sind  a\  y\  z   die  allgemeinen,  und  Xy  y^  z  die  Coor- 

dinaten  des  Berührungspunctea. 

Beispiel.    Wäre   z.  B.    die   gegebene   Fläche  (1)   die   K  n  g  e  1, 

also    (§.  602)    (a?  — a)*4-(y  — ft*4-(«  — 7)*=-r"   ihre  Gleichung ,    so 

/  dz  \             X  —  a      /  dz  \              V  —  ß 
würde  man    daraus  I  -r-  I  «-:  — ^ ,    I  -7- 1  '—  —  ^ 1  u»d  daher 

\dxj  «  —  7      \dyf  «  —  7 

Dach  der  vorigen  Gleichung  (I)  ftlr  die  Gleichung  der  Berührungs- 
Ebene   an   die   Kugel: 

erhalten.    [Vergl.  §.  603,  (m)]. 

Die    Normale* 

§.  V52.  Erklärung.  Das  im  Berührungspuncte  einer 
krummen  Fläche  auf  die  Berührungsebene  errichtete  Perpen- 
dikel heisst  Normale,  und  jede  durch  diese  Gerade  gelegte 
Ebene,  Normalebene  der  Fläche. 

§.  753.  Die  Gleichungen  der  durch  den  Berührungspunct 
*»  y>  ^  gehenden  Normallinie  sind  [§.  572,  (m)]  von  der 
Form:  [x'  —  a=^a{z  — z),  y' — y==:b{z'  —  2;)],  und  da 
diese  Gerade  auf  der  Ebene  (I)  (§.  751)  perpendikulär  ste- 
hen soll,  so  muss  (§.  592)  a  =  — {'T')  ^ — P  ^^^ 

sein;   folglich  hat  man  für  die  Gleichungen  der  Nor- 
male: 
ig)  l(a^-x)+p(z-z)=0,  (y'-y)  +  <?(^'-2)  =  0], 

wobei  wieder  a^y  y\  z'  die  allgemeinen  oder  laufenden  Coor- 
dinaten  bezeichnen. 

Zusatz.    Mit  Rücksicht  auf  diese  Gleichungen  (^)  ist  der  Abstand 
irgend  eines  Functos  x\  y" ,  z"   der  Normale   vom  Berührungspuncte  x, 

y,  z    (§.  555):    {z  —  z")V  \-\-p* -^  q*  \  folglich  ist  auch  die  Lange  der 
Nonnale  zwischen  dem  Berührungs-    und  Durchschnittspunctc    derselben 

mit  der  coordin.  Ebene  der  jry,  wegen  «"— »0,  sofort:    zV\  -|-p'-|-?*. 
[Über  die  Krümmung  der  Flachen :  III,  262  —  272.] 


500 

Die  Curven  von   doppelter  Krümmung. 

Berührungen. 

§.  tM.    Einleitung,     Sind  (§.  624) 
(1)   iy(^,y)  =  0,  F{x,y)  =  0-] 
die  Gleichungen  der  Curve  (1),  und 

(2)  [/'(^',y')=0,  F'(ar',yO  =  0] 
jene  der  Curve  (2) ,  und  nimmt  man  an ,  dass  beide  den 
Punct  «,  y,  0  gemein  haben ,  wofiir  also  a  =a,  y  ^y^ 
z=z  wird;  80  erhalt  man  (analog  niit  §§.  718  und  748), 
wenn  die  Variable  x  =  x'  (von  welcher  man  y  und  z  ab 
abhängig  ansieht)  in  x-^-h  übergeht ,  für  die  der  Abscisae 
a  -\-h^=x'  -\-h  entsprechenden  Ordinaten  der  Curven  (1) 
und  (2)  beziehungsweise: 

\      dz    j     .      €Pz   Ä*     , 

und 

f    .     dz    j     .     d*z'  Ä'     I 

Man  hat  daher,  wegen  y'^=y  und  /^z  sofort: 

i,=„_,..=(a_g)*+(^.-f/;)f+.. 

und 

,  ,  idz  dz\,     ,     id'z  d^z\  Ä«     , 

fbr  die  Unterschiede  der  gleichnamigen  Ordinaten  beider 
Curven;  welche  Gleichungen  (für  Z>  und  d)  sich  augen- 
scheinlich (vergl.  §.  720)  auf  die  Berührungen  der  Projec- 
tionen  dieser  Curven  in  den  coordin.  Ebenen  der  ay  und 
xz  beziehen. 

§«  7&5.  Erklärung*  Da  nun  zwischen  den  beiden 
Curven  im  Räume  (1)  und  (2)  im  Puncte  x^  y,  z  (=x\  y\  z) 
eine  um  so  innigere  Berührung  Statt  findet,  je  inniger  eich 
ihre  Projectionen  in  irgend  einer  Ebene ,  also  auch  in  den 
coordin.  Ebenen  der  xy  und  xz  beziehungsweise  im  Puncte 
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x-=x'  y  y==t/'  und  a  =  a  y    z  =  /   (als  Projectionen   des 

Punctes  ay  yy  z  auf  diese  Ebenen )  berühren ;    so    sagt  man 

auch  hier,    dass  die  beiden  Curven  im  Räume  (1),    (2)  im 

Punete  o?,   yyZ  eine  Berührung  der  n**"  Ordnung  besitzen, 

wenn  ausser   (o:'  =  ä)  y  =  y ,  z  ^-z  noch   die  Bedingungs- 
gleichungen bestehen : 

dx"   ~  dx  »   rfx'»  ~  rfx«'  •  '  •  dar»  ~  rfx«    """ 
dz__dz_     d^_d*£  dnz  _   rf«»g 

dar'   ~  da: '   dV*  ~  dx^'  *  '  '  dx«  ~"   dx»  ' 

*§.  756.  Ist  daher  wieder  die  Curve  (1)  vollkommen, 
dagegen  jene  (2)  bloss  der  Gattung  nach  bestimmt,  so  wird 
die  letztere  mit  der  erstem  im  Punete  Xy  y,  z  eine  Berüh- 
rung der  n*"  Ordnuif g  eingehen,  wenn  man  die  in  der  Glei* 
chung  (2)  enthaltenen  unbestimmten  constanten  Grössen  aus 
den  vorigen  2n-f-2  Bedingungsgleichungen  bestimmt. 

Die  Tangente. 

§*  757.  Nehmen  wir  als  einfaches  Beispiel  fiir  die 
Curve  (2)  die  gerade  Linie  im  Kaume,  so  sind  ihre 
Gleich.  (§.  566)  [y'  =  aaf  +  «»  ^'  =  bx'  +  /?].  Um  nun  die 
dann  enthaltenen  4  unbest.  Constanten  so  zu  bestimmen, 
dass  diese  Gerade  mit  der  Curve  (1)  im  Punete  x,  y,  -er 
eine  Berührung  der  ersten  Ordnung  eingeht,  hat  man  dar- 

aus :   j^,  =  a   und  ^  =  i,  folglich  nach  den  vorigen,  dieser 

Ordnung  zukommenden  Bedingungsgleichungen 

{x'  =  xy  y'=y,  z'  =  z,  ^  =  %  |^,  =  ^)  sofort : 


y  =  aJ?  +  06,    Z  =  bx-\-^y    ^  =  df^    ^~  Tr'    ^^^ 


mit 


diesen Werthen :  y — y  =  a(a' — x)y  z — z  =  b{x — j?),  d.i. 

als  Gleichungen  der  Tangente  der  Curve  (1)  im  Punete 
X,  f/y  z'y  dabei  sind  wieder  x'y  y\  z   die  allgemeinen  Coor- 

din.,  und  die  Quot.  j|,  ^  aus  den  Gleich,  der  Curve  (1) 
zu  entwickeln. 
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Die  Normale. 

§.  758.  Die  Aufgabe,  in  irgend  einem  Punete  x^  y,  z 
einer  Curve  im  Räume  eine  Normale  zu  ziehen ,  ist  eine  un- 
be stimmte,  weil  sich  in  diesem  Punete  auf  die  in  dem- 
selben gezogene  Tangente  rings  herum  unzählige  Perpendi- 
kel errichten  lassen.  Diese  Perpendikel  oder  Normalen  lie- 
gen jedoch  sämmtlich  in  ein^  Ebene,  welche  Normal- 
ebene  heisst.  —  Mit  Berücksichtigung  der  vongen  Glei- 
chungen (ß)  der  Tangente  ist  sonach  (§.  592),  wenn  man  auch 
gleich  mit  dz  durchaus  multiplicirt ,  die  Gleichung  der 
Normalebene: 

(t)    {x'--a)dx  +  {y'—y)dy-{'{z'^z)dz  =  0. 

Das  Element  der  Curve. 

§.  759.    Das  Element  einer  Curve  im  Räume  ist  ganz 

einfach  (§.555):  ds  =  \/dx^  +  ^^*  +  ^^^ 5  ^^^n  dieses  ist 
nichts  anderes  als  der  Abstand  des  Punctes  x^  y^  z  von  dem 
unendlich  nahe  liegenden  Punete  x  -j-  dx^  y  +  dy ,  z  -(-  dz. 

Der  KrQmmungskreis. 

§.  760.  Auch  hier  wird  (wie  in  §,  723)  jener  Kreis,  wel- 
cher mit  der  Curve  (1)  eine  Berührimg  der  zweiten  Ord- 
nung besitzt,  Krümmungskreis,  und  sein  Halbmesser 
Krümmungshalbmesser  genannt.  Um  diesen  erstem 
zu  finden ,  ist  es  am  Einfachsten ,  den  Kreis  als  Durchschnitt 
einer  Kugel  mit  einer  duich  ihren  Mittelpunct  gehenden 
Ebene  anzusehen.  Dadurch  erhält  man  für  den  Kreis  über- 
haupt das  System  der  Gleich.  (§.  602,  und  da  die  Ebene 
durch  den  Punct  a,  j3,  y  geht,  §.  558 j:    • 

i,^   !(•''-*)'  +  Cy'  -  P)*  +  (^'  -  y)»  =  p*, 

wobei  man  y   und  z'  als  Functionen  von  :x!  ansehen  kann. 

§.  761.  Dißerentiirt  man  diese  Gleich,  zwei  Mal  in  Be- 
zug auf  die  unabhängige  Variable  x\  so  erhält  man ,  wenn 
man,  da  der  Kreis  (e)  im  Punete  a:  =  Ä?',  y^=y\  z'==-z*  mit 
der  Curve  im  liaume  eine  Berührung  der  zweiten  Ordnung 
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eindrehen  soll ,   also  (§.  756)  -7^  =  t^  ,  t-;  =»  j->  3-^  =  -r4 

und  T-7j  =  j-j  Statt  haben  muss ,  gleich  die  Accente  aus- 
lassend,  nebst  dem  Systeme 

(1)  («-oc)»  +  (y-|3)*  +  (z-y)*  =  p«, 

(2)  (a_a)  +  ^(y  — ß)+5(^-y)  =  0 
noch  folgende  Gleichungen: 

(3)  (a:-«)  +  (y-ß)^-|-(^-y)^  =  0, 

(4)  i  +  ^g+B|f=o;    . 

und 

(6)    ^g  +  5^  =  0, 

aus  welchen  Bedingungsgleich,  die  6  Grössen  a,  ß,  y,  p, 
A,  B9  welche  sofort  die  Grösse  und  Lage  des  KrUmmungs- 
kreises  bestimmen,  zu  suchen  sind. 

§•  ltf2.     Setzt  man   zu   diesem  Ende ,   Kürze  halber, 

dy  d*y  f    dz  ,    d^z  ,..., 

5j=i>,  dx^—P^  'di~^  ^^"  rfp~?  '   ®^  erhalt  man  aus 

(4)  und  (6): 

Ä=   r^\  ,  5  = 


pq—pq'  pq—pq' 


Aus  (2)  und  (3)  folgt,  wenn  man  gleich  für  A  und  B  die  ge- 
fundenen Werthe  substituirt : 

Diese  Werthe   in   (5)    substit.   und   dann  daraus   x  —  a  be- 
stimmt ,  erhält  man ,  p*  +  ?'*  +  (pg'  — pV)*  =  ^  gesetzt  : 

r  _  «  —  i^+P'+9')iPP'  +  g9) 

und  damit  aus  den  beiden  vorhergehenden  G<!*B]chungen : 

,  ^  _  {l+p'  +  q')W'^P(P9-P'Q)l 

z—  y  —       ' ^^ 
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§.  763.  Mit  diesen  drei  letzten  Werthen  hat  man  end- 
lich aus  (1),  mit  Rücksicht  darauf,  dass 

=  P^  +  q'^  +  (p^+q^){p'^  +  q^)  +  {i+P^  +  q^){pq-pqY 
=  (1  +  p»  +  q^)  [p'*  +  ?'*  +  ipq  -pqYI  ist,  sofort : 

durch  welche  vier  Gleich,  für  x  —  a,  y  —  ß,  z — y  und  p 
für  den  Punct  x,  y,  z  der  Curve  im  Räume  (aus  deren 
Gleichungen  die  DijQerentialquot.  p,  q,  >  *  abzuleiten  sind) 
der  Krümmungskreis  sowohl  der  Lage  als  Grösse  nach  be- 
stimmt ist. 

Krümmungsebene   einer   gegebenen    Curve. 

§.  764.  So  wie  die  Berührungen  der  Curven  und  Flä- 
chen ,  kann  -man  auch  die  Berührung  einer  Curve  mit  ei- 
ner Ebene  untersuchen.    Es  seien  zu  diesem  Ende 

y  =  f(a),   z  =  F(x) 
die   Gleichungen   einer  gegebenen   Curve,    so   wie  [§.  558, 
Gleich.  (2)] 

(m)     z  —  z'  =  a{x  —  x^)  +  ft(y — yO 

die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene,  welche  jedoch  durch 
einen  Punct  der  vorigen  Curve  geht,  dessen  Coordinaton 
x\  y\  z'  sind. 

Geht  nun  die  Abscisse  x'  in  ^'  -f*  ^  über,  so  erhält  man 
für  den  entsprechenden  Punct  der  Curve 

so  wie  fißr  den  Punct  der  Ebene,  welcher  den  Absci(>een 

a'  -h  A  und  y'  -|-  ^  A  +  ^  |-'  +  .  .  entapricht ,  sofort 
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Die  Differenz  zwischen  den  beiden  Werthen  der  Ordi- 
naten,  welche  der  Curve  und  der  Ebene  angehört,  ist  also: 

Soll  nun  die  Ebene  eine  Berührungsebene  der  er- 
sten Ordnung  an  die  Curve  im  Puncte  x\  y\  z'  sein,  so 
müssen  die  beiden  Constanten  a  und  b  so  bestimmt  werden, 
dass  das  erste  Glied  der  vorigen  Differenz  verschwindet,  d.  h. 
dass  sie  der  Gleichung 

(a)     ^_a-6^'  =  0 

'      ax  dx 

Genüge  leisten.  Diese  Gleichung  sagt  aber  aus,  dass  die  in 
Rede  stehende  Ebene  in  der  Tangente  der  Curve  liegt  oder 
durch  diese  hindurchgeht  *). 

Da  man  aus  dieser  einzigen  Gleichung  (a)  nicht  beide 
Grössen  a  und  h  bestimmen  kann,  so  ist  diess  ein  Beweis, 
dass  es  unzählig  viele  Ebenen  gibt,  welche  durch  die  er- 
wähnte Tangente  gelegt  werden  können  und  sofort  die  Curve 
berühren*  Fügt  man  jedoch  zu  dieser  Gleichung  noch  die 
folgende 

hinzu ,  Bo  stellt  man  dadurch  zwischen  der  Curve  und  Ebene 
eine  Berührung  der  zweiten  Ordnung,  nämlich  die  innigste 
Berührung,  welche  hier  überhaupt  möglich  ist,  her,  indem 
keine  andere  iBbene  zwischen  dieser  und  der  Curve  durch- 
gehen kann. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  (oc)  und  (P)  erhält  man 
nun: 

*)  Die  Gleichangen  der  Tangente   dieser  Curve  sind  nämlich   (§.  757) 

y  =■  -^  X'  and  z  =»  -;— ;  x;    die  Gleich,   der  Ebene  ist   «  =  ax  +  hy, 
dx  dx 

Soll  nun  die  Tangente  in  dieser  Ebene  liegen,  so  muss  diesen  drei 
Gleichungen  durch  die  n&mlichen  Werthe  von  x,  y,  z  Genüge  gesche- 
hen; setzt  man  daher  die  Werthe  von  z  und  y  aus  den  beiden  er- 
stem Gleichangen  in  die  dritte  und  kürzt  mit  x  ab ,    so  erhält  man 

--f;  «  a  +  6  ~Ti  welche  Bedingungsgleichung  sofort  mit  der  obigen 
dx  dx 

(x)  identisch  ist. 
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Mali  erhält  also  durch  Substitution  dieser  Wcrthe  in  die 
obige  Gleich,  (m)  für  die  Gleichung  dieser  letztem  erwähn- 
ten Ebene  sofort: 

Diese  hier  in  Bede  stehende  Ebene  beisst  die  oscula- 
torische  Ebene,  weil  sie  mit  der  Curve  eine  Berührung 
der  zweiten  Ordnung  eingeht ,  oder  auch,  weil  in  ihr  zugleich 
der  Krümmungskreis  für  den  betreffenden  Punct  der  Curve 
liegt  *),  die  Krtkmmungsebene. 

«*)  Die  vorige  Gleich.  (1)  nimmt  mit  Benfitznng  der  abgekürzten  Be- 
zeichnong  des  yorhergehenden  Faragraphes  and  mit  Auslassnsg  der 
Accente  die  Form  on: 

p'z  =  Ip'q—pq'^x  +  qy. 

Setzt  man  nun  in  diese  Gleich,  für  y  und  z  die  im  tot  igen  §. 
gefundenen  Ordinaten  y  und  z  des  Mittelpnnctes  des  Krümmungskrei- 
ses,  nftmlich 

P'-qCpq—pq)  q' +p{pq' —  pq) . 

pp+qq  pp+qq 

so  erhalt  man  die  identische  Gleichung: 

ivp  +  qq)(p'q--pq)x  «-  (pp  +  qq')(p'q^pq)i, 
zum  Beweis,   dass  die  Coordinaten  x,  y,  z  dieses  Mittelpnnctes  der 
Gleichung  (1)  der  Ebene  Genfige  leisten,  der  Mittelpnnct  also  in  die- 
ser Ebene  selbst  Hegt. 


Siebenter  Abschnitt 


Die     Integralrechnung. 
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Einleitung. 


Erklärungen. 

§.  165.  Uie  Integralrechnung  ist  die  der  Differential- 
rechnung entgegengesetzte  Eechnungsoperation ,  und  hat 
zum  Zwecke y  aus  einem  gegebenen  Differentialausdruck  die 
ursprüngliche  Function  her-  oder  zuruckzuleiten ,  aus  wel- 
cher dieser  Ausdruck  durchs  Differentiiren  entstanden  ist 
oder  entstehen  kann.  Diese  Operation,  das  Integriren 
genannt,  wird  angedeutet,  indem  man  dem  gegebenen  Dif- 
ferentialausdruck das  (Integral-)  Zeichen  /  vorsetzt,  welcher 
dann  (oder  eigentlicher  die  gesuchte  Function)  das  Inte- 
gral des  gegebenen  Differentialausdruckes  heisst.  Ist  näm- 
lich Xda  das  Differential  der  Function  /(x),  so  ist  jAda 
s=sjd,f(x)=f(as)  das  Integral  von  Ada,  und  sofort  der 
ursprünglichen  Function  f(a)  gleich;  so  ist  z.  B.  a^  das 
Integral  von  maf^^^  dx  oder  jma^~~^  da=jd.a^  =  af^,  — 
Zugleich  folgt  hieraus,  dass  sich  die  beiden  entgegenge- 
setzten Operations  zeichen  J  und  d,  wo  diese  zusammen  vor- 
kommen, aufheben. 

§.  166.    Ist  aus  der  Relation  y  =  9  («)   der  Differen- 

tialquotient  .-—=z  A  oder  die   Differentialgleich,  dy  =  Ada 

abgeleitet  worden,  so  wird  man  aus  diesetr  ebenfalls  wieder 
auf  die  ursprüngliche,  zwischen  y  und  a  bestehende  Rela- 
tion zurückgeführt,  indem  man  beide  Theile  der  Gleichung 
integrirt;  man  hat  nämlich:  fdf/  =  jXdxy  d.  i.  y=jXdx 
=  9(a*),   und   nennt  diese  Gleichung  die  Integralglei- 

33» 
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chung  oder  auch  nur  das  Integral  der  gegebenen  Diffe- 
rentialgleichung dy  =  Xdx. 

§.  707.  Die  ursprüngliche  oder  gesuchte  Function  heisst 
auch  in  Beziehung  auf  ihr  2**%  3**%  . . .  n*"  Differential: 
das  Integral  der  2**" ,  3*"" ,  . . .  n*"  Ordnung;  und 
es  folgt  aus  der  Entstehung  der  hohem  Differentiale  (j.  655), 
dass  man  aus  dem  n**°  Differentiale  die  ursprüngliche  Func- 
tion findet,  indem  man  dasselbe  nMal  nach  einander  inte- 
grirt,  oder  dass,  wenn  d*^ ,'^  (x)=f(x)dü^  ist,  wieder  um- 
gekehrt 9  (ar)  =/*»/( A')rfa:*»  Statt  findet. 

§.  T68.  Der  einfachste  und  leichteste  Fall  der  Inte- 
gralrechnung ist  der,    in   welchem   der  Differentialquotient 

■j^  bloss  eine  Function   von  x  oder  y,   oder  was   dasselbe, 

wenn  entweder  dy  =  Xdx  oder  £/a'=  Ydy  ist;  in  diesem 
Falle  hat  man  es  nämlich  nur  mit  der  Aufsuchung  einer 
Function  von  einer  Variablen ,  oder  mit  der  Bestimmung 
des  Integrals  jÄdx  zu  thun. 

§.  709.  Auf  diesen  einfachen  Fall  wird  auch  die  In- 
tegration der  Differentialgleich.  Pdw  -f-  Qdy  ==  0  zurück- 
geführt, wenn  entweder  P  und  Q  bloss  Functionen  von  x 
oder  y,  oder  P  eine  Funct.  von  x  und  Q  eine  Funct.  von  y, 
oder  umgekehrt  ist ;  denn  in  diesen  Fällen  hat  man  bezie- 
hungsweise :    dy  =  —  77  ^^  ^=  Ad^,  da  =  —  ---  rfy  =  Ydy, 

Pdx^=' —  Qdy,    d.  1.  Xdx^=-Ydy  und  — -  =  — --^,    d.  i. 

wieder  Xdx=^  Ydy^  so,  dass  es  in  allen  diesen  Fällen 
nur  auf  die  Integration  des  einfachen  Differentialausdruckes 
Xdx  oder   Ydy  ankommt. 

§.  170.  Complicirter  und  schwieriger  sind  die  Fälle, 
in  welchen  der  genannte  Quotient  als  Function  von  x  und 
y  erscheint,  oder  in  denen  man  die  Differentialgleichung 
Pdx  +  Qdy  =  0^  in  welcher  P  und  Q  Functionen  von  x 
und  y  zugleich  sind,  zu  integriren  hat.  —  Kommen  endlich 


51Y 

- 

vollends  auch  höhere  Differentiale  in  den  zu  mtepfriren- 
den  Ausdrücken  oder  Differential fomieln  vor;  so  erscheint 
die  Integralrechnung  vorerst  nur  als  eine  Sammlung  von 
Hegeln  und  Kunstgriffen,  die  nur  in  wenigen  Fällen  das 
leistet ,  was  von  ihr  gefordert  wird ,  und  man  gelangt  bald 
zu  der  Ueberzeugung,  dass  sich  zwar  alle  Functionen  diffe- 
rentiiren,  aber  bei  weitem  nicht  alle  Differentialausdrücke 
oder  Gleichungen  integriren  lassen. 

§.  7T1.  So  wie  in  der  Differentialrechnung  der  Fall, 
in  welchem  die  Function  unmittelbar  oder  explicit,  von 
jenem  unterschieden  wurde,  in  welchem  diese  noch  unent- 
wickelt oder  implicit  gegeben  ist ;  so  erscheinen  auch  hier 
in  der  Integralrechnung  zwei  solche  Fälle,  in  deren  einem 
der  Differentialquotient  oder  die  gesuchte  Function  unmit- 
telbar durch  die  unabhängig  variablen  Grössen,  im  zweiten 
aber,  dieser  Quotient  mit  den  Variablen  noch  auf  irgend 
eine  Art  verbunden ,  in  der  Gleichung  vorkommt. 

Wir  werdea  uns  in  diesem  Lehrbuche  grösstentbeils  auf  die  In- 
tegration des  einfachsten  FaUes  oder  die  Bestimmung  des  Integrals 
jJCdx  beschränken  nnd  dabei  berflcksichtigcn ,  dass  X  eine  alge- 
braische oder  transcendente  Function  von  x ,  und  im  er- 
stem FaUe  rational  oder  irrational,  ganz  oder  gebro- 
chen sein  kann. 
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Erstes  Capitel 

Integration  des  Differentialausdruckes  Xdx,  A)  wenn 

X  eine   rationale  und    B)  wenn  X  eine   irrationale 

algebraische  Function  von  x  ist 

Einleitung. 

§.  772.     Bei   Bestimmung    des    Integrals   jAdx   kann 
man  aus  der   Differentialrechnung    erstens    einige   der  ein- 

Cdx 

fachsten  Fälle,  wie  etwa  (1)  jnaf*^^dx^=^x*9  (2)  | —  =  /a?, 

(^>J^  =  "^'^  Wji^  =  ^(«  +  ^)^  (5)Ja'/a(i^  =  a', 
{6)  f^dx  =  e*,  (7)  jco8 X dx=^8inxy  (S)  jsinxdx^^  —  easx, 
(9)    ,  =  tcmffx,   10)  U-^=-co<a:,  (11)  ^  =  «ecx, 

Jcosx*  *^  Jsmx'  J    cos  x^ 

(14)    I  ==:  arc  tang  a* ,       (15)    | l,  =  arc  aee  x, 

...  =  arc sinv x  (welche   Formeln  noch   weiter 

V  '2x  —  X* 

ZU  vermehren  nicht  räthlich  ist)  als  Fundamental  for- 
mein, und  zweitens  einige,  wie  die  im  folgenden  §.  erwähn- 
ten Regeln,  als  bekannt  voraussetzen. 

§.  773.  So  fanden  wir  (§.  633),  dass  das  Differential 
einer  algebraischen  Summe  gefunden  wird,  indem  man  jedes 
einzelne  Glied  difi'erentiirt ;  es  wird  also  auch  umgekehrt 
eine  algebraische  Summe  von  Differentialen  integrirt,  indem 
man  jedes  einzelne  Glied  integrirt,  d.  h.  es  folgt  aus 
<^  {^  +  ^  —  z  +)  =^  dx  -\-  dl/  —  dz  +,  umgekehrt :  J  (dx  +  dy 
-dz+)  =  a-\-y  —  z  +  =jdx  +)dy  +/-  dz  +.  Eben 
so  folgt  aus  der  Regel  d.AX=AdX  auch  wieder  umge- 
kehrt: iAdX=:iAX=iA^dxy  also  die  Regel,  dass  man 
die  Constanten  Factoren  der  zu  integrirenden  Differential- 
ausdrücke  gleich  vor  das  Integralzeichen  setzen  kann. 


arc  sm  a*. 
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A)  Beetimmung  des   Integrales  jXdXj   wenn 
J[  eine   rationale  Function   von   x   ist. 

a)   Für  ganze    Functionen    X. 

§.  H4.  Au8  d  (aa^  -f-  J5)  =  nax^*  dx ,  wo  B  irgend 
eine  constante  Grösse  bezeichnet^  folgt  umgekehrt  durch 
Integration  :     aa*  +  -B  =  J  n  aa;"~*  dx ,     oder    wenn    man 

n  —  1  =  w,    also  n  =  m  +  1  und  na  =  -4,  d.  i.  a  = 


m+  1 
setzt,  auch: 

jAx*^dx  =  A^^+B, 

welcher  Ausdruck  sofort  die  allgemeine  (leicht  in  Worten 
auszudrückende)  Begel  für  die  Integration  der  algebrai- 
schen Monome  enthält. 

§.  775.    Die  constante  Grösse  B,    die   übrigens ,   hier 
bloss  auf  das  Integral  bezogen,  ganz  willkürlich  ist,  indem 

man  für  jeden  Werth  derselben  dtA — q—j- +  J?l==-4^d^, 

(zum  Beweis  der  richtigen  Integration)  erhält ,  und  die  je- 
dem Integral,  wenn  es  vollständig  oder  allgemein  sein 
soll,  beigefügt  werden  muss,  heisst  willkürliche  Con- 
stante und  wird  hier  durchaus  mit  C{Con8ty  Conatans)  be- 
zeichnet. In-  besondem  oder  bestimmten  Fällen  lässt  sie 
sich  aus  der  Natur  der  Sache  immer  leicht  bestimmen. 
Wäre  z.  B.  aus  der  Aufgabe  oder  der  Natur  des  bctrefl'en- 
dcn  Gegenstandes    bekannt,    dass   das    vorige  Integral   für 

x*  =  a  den  Werth  b  annimmt;  so  hätte  man  6=^ — t-t  +  jB, 
und   daraus  die  unbestimmte  Constante :    B  =  b  —  A  — r-:» 

m  H-  1 

mithin  wäre,  wenn  man  diesen  Werth  substituirt,  das  be- 
stimmte oder  besondere  Integral: 

welches  nun  auch  in  der  That  für  a  =  a  gleich  b  wird.  — 
Sehr  häufig  ist  6  =  0,  d.  h.  jener  Werth  der  Variablen 
(z.  B,  «  =  a)  bekannt,  für  welchen  das  Integral  verschwindet. 
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An  merk.  Von  der  im  §.  774  abgeleiteten  Begel  ftr  die  Integration 
algebr.  Monome,  welche  sonst  für  j  e  d  e  n  constanten  Exponenten  m 
gilt)  ist  der  einzige  Fall  yon  n  *«  —  1  aobgeschlossen ;   denn  in  die- 

sem  Falle  h&tte  man  J3r~^dx  =  — ,  was  offenbar  zn  Nichts  fllhrt. 

o 

Allein  man  weiss  ans  der  Differentialrechnung,    dass 

f  X — 1  dx  =  I =  Ix 

J ' 

ist,  nnd  man  kann  dieses  Integral  nach  der  obigen  Begel  ans  dem 
einfachen  Grunde  nicht  finden ,  weil  es  unmöglich  ist,  die  trsnscen- 
dente  Grösse  Ix  als  eine  einzige  Potenz  von  x,  d.  h.  als  algebr. 
Monom  darzustellen.  ^ 

§.  776,    Beispiele  hierüber. 

1)  Nach  der  (§.  774)    entwickelten  Regel   ist    /x*  dx  =  — -  +  C. 

2)  Eben  so  ist  fl^ S^x-Ux  =-  -^^  +C^C ?-. 

3)  Es  ist /(ax»-|-^^"  — cJcP)rf*  — a/x*»rfa?  +  6jjc*<'x  — c/xfrfx 

axm-\-l       6x»»-l-l        cxP-^^ 
—  — ttH T'^ r^ — \- ^*    (Dabei  ist   es  offenbar  hinreicheDd, 

w-f-l         'Jt"!         /'"T* 

eine  einzige  unbestimmte  Constante  C  beisnfftgen.) 

4)  Auf  gleiche  Art  erhält  man  fiir  das  irrationale  Monom  (welche 
Monome  man  gleich  hier  mit  behandeln  kann,    indem   auch  n  gebrochen 

sein  darO  Jaj/'x'rfx  =  o/x*rf»  «  ax*:4  =  ia|/"x»  +  C. 

5)  Es  ist  ferner /rfx(l—2x)»—/rfx(l—4x  +  4x«)=/rfx  —  4/xdx 
-[-  4/x*  «fx  «•  X— -  2x*  +  1  **  "h  ^'  'A.nf  dieselbe  Art  rerfthrt  man,  wenn 
n  eine  ganze,  positive  Zahl  ist,  mit  der  Bestimmung  des  Integrals 
/<fx  (a  +  ^^  +  ex'  +  . .)**  Center  Anwendung  des  polynomischen  Lehr- 
satzes §.116). 

6)  Zur  Bestimmung  des  Integrals  jdx{a+  hx)^  setze  man,  m  mag 

dabei  was  immer  f&r  einen  Werth  haben,  a-^  bx  ^^^^z',  so  wird  bdx*»dz 

1  1  m  I  I 

oder  rfx=--r--d2,  also  /<fx(a4-6x)«»= -j--/««»rf«  ■- --7 — ^ — n  4"  ^» 

0  06  (fA  -f-  1} 

oder,  wenn  man  flr  z  den  Werth  in  x  wieder  herstellt:   /rfx(a-J-6x)« 

(a-\~b  x)«H-l 

*=  — TT — r~r; h  ^*     (Bei  einiger  Ubnng  wird  die  Substitution  ent- 

6  (w  4"  *) 

behrlich ;  zugleich  bildet  dieses  Beispiel  einen  speciellen  Fall  yon  jenem, 
welcher  in  §*  $05  erwähnt  wird.) 

7)  Auf  dem  nämlichen  Wege  der  Substitution  wird  man,  die  Expo- 
nenten n  nnd  m  mögen  was  immer  fUr  Werthe  haben,  das  Integral 
Ja:»--lrfx(a+ 6  h«)«»  bestimmen  können;  weil,  von  den  constanten  Fac- 

toren  abgesehen,    der   Theil   ausserhalb  der     Klammer  das 
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Differential   von  jenem   innerhalb   der   Klammer  ist. 
Man  setze  nftmlich  wieder  a-^-  bx^  '^  z^  so  folgt  daraus,  wenn  man  dif- 

bn 

fx^-^dx  (a  +  bxn)m  «.  -—  Um  dz  =«  -— ; i — -  +  G 

'  bn  bn(jH-{'l) 

{a+bxn)m^i 
'^    6n(7«4-l)     "^ 

Anmerk.  Man  ist  also  im  Stande,  auf  diesem  Wege  ganz  allgemein 
das  Integral  j  AX^dX,  bei  welchem  dX  das  Differential  der  Grösse 
X  unterm  Exponenten  m  ist,  zn  bestimmen.  Übrigens  bilden  diese 
beiden  Beispiele  5)  und  7)  nur  besondere  Fälle  von  dem  allgemein 
nen  Integrale  /x»  c?x(a  +  6.r*»)P,  welches  im  n&chst  folgenden  Ca- 
pitel  noch  besonders  behandelt  wird. 

6)  Für  gebrochene   Functionen. 

§.  ITt.  Bevor  wir  zur  allgemeinsten  Form  der  ration. 
gebrochenen  DiiTerentlalformeln  übergehen,  wollen  wir  einige 
besondere,  einfachere  Fälle  behandeln. 

Es  sei  zuerst  dy  =  ,  so  ist 

Anmerk.  Für  den  besondern,  schon  in  der  Anmerk.  des  §.  775  be- 
merkten Fall  Yon  n  =  1 ,  kann  diese  FonncI  den  wahren  Werth 
von  y  ^»  C-^'Alx  aus  dem  dort  angeführten  Grunde  nicht  geben. 

Ist  überhaupt  dy  =  y.  ,  nämlich  vom  Constanten  Fac- 
or  abstrahirt,  der  Zähler  das  Differential  des  Nen- 

-y-  =  AlX-{-  (7=  A ICXy  wenn  man, 

%'as  immer  gestattet  ist,    der  unbestimmten  Constanten  die 
Form  IC  gibt. 

2:r*  dx 
Beispiel.     Für  dy  = — p-— -  ist,  a  +  6x*  «=  -X:  gesetzt ,    x^  dx 

-^,  .1.0, -^J-^  =  A  ,X—^Ka  +  6x.)  +  C.  (Auch  hier 
wird  dnrch  einige  Übung  die  Substitution  bald  entbehrlich.) 

§.  IIS,  Zur  Integration  der  Gleichung  dt/  =  ^  _f  f^^ 
letze  man  wieder  a'\-ba=^zi  so  folgt  daraus: 


5« 

z  —  a     ■,  dz         -1     -         (z  —  o)» 

^=-y-»  da'  =  — undÄ«  =  — -^ — ; 
also  ist 

A(z  —  a)«  dz  ^  A      r{z  —  a)«      , 

dy= — -r—rr^ und  y  =  -Tzrrrl  — ^ — "^> 

ein  Integral ,  welches  sich  bei  jedem  Werth  von  m  bestiin- 
men  lässt,  wenn  [§.  776,  5)]  n  eine  ganze,  positive  Zahl  ist. 

Äx*  dx 
Beispiel.     So  wftre  für  dy  =  r — ,    .    ^,  sofort 
^  (a-[-6x)" 

y  =  -j  I  ^z*  — 3a«  +  Sa*lz-\ 1+  C,  wobei  z  =  a-{'bx  ist. 

A  n  m  e  r  k.     Auf  dieselbe  Weise  wird  man  mit  der  allgemeinen  Fomd 

Äxf*  dx  +  BxPdx4',..         ,, 

dy  =« .  '  .    ,    ^ ' verfahren. 

^  (a  +  6  x)»» 

Jd  X 
^  ,  ^^,      ZU      bestimmen, 

setze  man  in  der  Formel  (14),    §.  772,    a?]/— statt a, also 

dal/'—  statt  da:    so  erhält  man  nach  emer  einfachen  Ke- 
duction: 

A  n  m  e  r  k.  Für  jenen  Fall ,  in  welchem  a  und  6  verschiedent 
Zeichen  besitzen,  also  diese  Integral  -  Formel  eine  imaginäre  Fom 
erhält,  wird  weiter  unten  (§.  782)  eine  »weite  Formel  entwickelt 
werden. 

§.  780.  Um  endlich  auf  die  allgemeine  Form  der  ration. 

echt  gebrochenen  Function 

__  ttx*»-l+ t,  y»-^+  -  '  +  Ui-ix  +  in 
^~X,x»  +X,x»-i+  .  .  +I«xH-X»+i* 
auf  die  sich  (§•  253)  jede  gebrochene  Function  zurückfühKH 
lässt,  überzugehen ;  so  besteht  die  allgemeine  Methode,  d»i 
Integral  ^Xda  zu  bestimmen ,  darin ,  dass  man  die  gebro- 
chene Function  ^=7^  (»^ach  §§.  253-259)  in  Par- 
tialbrüche zerlegt.  Dadurch  entstehen  aber  folgende 
FäUe: 
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§.  t81.    L  Wenn  der  Nenner /(a?)  lauter  reelle,  un- 

eiche  (d.  h.  sich  nicht  wiederholende)  Factoren  besitzt. 

diesem  Falle   zerfallt  jXdx  in  lauter  Integrale  von  der 

JA  tt  •r 
■ ,  welche  sich  nach  §.  777  bestimmen  lassen, 


)rm   2:=: 


Az^=^  —  l{a-\'hx)  geben. 


Beispiel.    Zar  Bestimmung  des  Integrals  y»i  -; r  hat  man 


C     dx 


fdx  C  dx 

T+-x  +  ^JT^I7'    . 

C  dx  C  dx 

oder  wegen  {-—. —  —  /  (l  +  *)  ^^^  I =»  —  /  (1  —  x)  auch 

Jl  +  x  Jl-^i 

wobei ,    wenn    es  sich  um  diese  Beziehung   handelte ,    C  =  C  Jb  ^  k^ —  1 
wäre. 


leder  x]/ —  statt  x,  also  dx\^ —   statt  dx\    so    erhält 


§.  182.     Setzt  man  in  der  vorigen  Integral-Formel  (ä) 
—  statt  X.  also  dxV^— 

a  '  '      a 

an  nach  einer  einfachen  ßeduction  die  etwas  allgemeinere 
)rmel : 

§.  783.  U.  Enthält  der  Nenner  auch  einfache  imaginäre, 
»  reelle  quadratische  Factoren  von  der  Form 
— p)*  +  ?*  (§•  16^) ;  80  kommen  nebst  den  vorigen  auch 

ph  Integrale  von  der  Form  (§.  257) :    |  -.^Z.  yjl.  ^    ^^^* 

b  aber  dieses  Integral  zu  bestimmen,  setze  man  x  — p  =  Zy 
wild  Ä  =p  -|"  -2^  *  dx  =  dz,  und  für  ^  +  Bp  =  Ä  sofort 

\{{A-\-Bx)dx       ^{Ä^Bz)dz__       C    dz  r    zdz 

i  endlich  (§.  777) 


und  (§.  779,  für  a  =  q\  b=l,  x  =  z): 

Zuletzt   wird   man  fQr  A'  und  z  wieder   die  ursprünglicha 
Werthe  A-]-Bp  und  x — p  herstellen. 

Beispiel.    Um  da£  Integral  y  =  j  _    ,    _ _    ^   . — ä  m  ^ 

I    —  5  -p  vx  —  ox*  -f-  I 

stimmen,  hat  man  (§.  257)  , 

2  — X* I I 1  ~-3x 

daher 

,  f   rfx  r(l-3x)rfx 

Nun   ist  aber    I =  /  (x  —  1),  und  nach  der  vorigen  £ntwickcliii| 

j  X*-—*  1 

wobei  Ä  =  l,  B  =  —  3t  p*  +  q*  =  b^  2p  ^  4,  also  p  =  2  und  g  «  1  is« 


'(l  —  3x)dx 


J  5  — 4x  +  x 
folglieh  y  bestimmt 


__«  ^  3  /  |/5  ^  42r  +  X*  —  5  arc  tang  (x  —  2)  ; 


§.  784.     III.    Besitzt  der  Nenner  auch  gleiche  ein 
fa  c  h  e    Factoren ;    so    kommt    man    auf   Integrale    von  de 

Form  1, — ,  ,^   •  9  welche  sich  sofort  ganz  einfach  nach  §. 771 

J{a  +  b  x;«» '  ö  ^ 

7)  bestimmen  lassen,  indem  man 

A  d  X  —  A 


J> 


(o+  frx)»»  6(m— I)(a+  6x)»»— 1 

erhält.     [Beispiele:  m.,  307.] 


+  C 


§.   785.     IV.     Enthält    endlich    der   Nenner    gleich 
quadratische  Factoren,  so  entstehen  von  daher  Integral 

von  der  Form  (fA^  x«?   «^^>     Dieses   Integral  lässt  gic 
nach    dem  Verfahren    von   §.  783    in    die   beiden  folgend« 

^  jC^'+V)"»  "^•^J  (g'+g>  '  ^^^Q»^°>  ^^^  welchen  dl 
letztere  nach  der  Regel  der  Monome  [§.  776,  7)]  bestimai 
das  erstere  hingegen  nach  einer  weiter  unten  (§.  814)  i 
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entwickelnden  Beductionsformel   auf  das   (§.  779)  bekannte 

dz 


ntegralj^ 


+  ?^ 


reducirt  wird. 


Trino mische   Integral- Formeln. 

§.  786.  Um  die  in  der  Anwendung  sehr  häufig  vorkom- 
nenden  Integrale  von  der  Form  1 — ,  ^  ^, r    zu    entwik- 

rein,  setze  man  in  der  Formel  (m) ,  §.  779,  c  +  ^  statt  x ; 
10  erhält  man,  da  dx  dadurch  nicht  geändert  wird,  wenn 
man  noch  Kürze   halber  a  +  6c*  =  a,    26c=j3  und  6  =  y 

setzt,  wodurch  c  =  -r-5Ö  =  — z — —^  also  aft=  4 

und  —  =  - — ^——5  wird,  sofort : 

§.  187.     Setzt  man   eben   so  in  der  Formel  von  §.  782 
c-\-x  statt  a;    so   geht  a — bx^  in  a  —  bc^  —  2bca — ba^y 

oder   wenn   man    a  —  Jc*  =  a,    — 2ic=j3   und   — b  =  y 

ß  427  — ß' 

setzt ,     wodurch    b=  —  y ,     c  =  — ,    a  = ,    also 

/  *  27  '  47        ' 

aJ=|(/3*  —  4öty)    wird,    wieder   in    et -\-  ß x  -\- y a^   über, 

und   es    verwandelt    sich   die    dortige    Formel,    wenn   man 

gleich  Zähler   und  Nenner  des  unterm  Logarithmenzeichen 

l  stehenden  Bruches  mit  j/ — 1  multiplicirt,  in  die  folgende: 


Jx  +  ßx-\-tx*         l/ß*  — 4*7     L/ß»  —  4*74-03  +  2yx)l 


Anmerk.    Um   das  Integrale    I — ^—^ — ; ^  immer  in  einer  reel 


dx 

*+/27+7X» 
1  e  n  Form  zu  erhalten ,  'wird  man  sich  also  der  vorigen  oder  der 
gegenwärtigen  Formel  bedienen,  je  nachdem' 4 a 7  >  oder  '<ß*  ist. 
FfLr  4*7»«^'  kann  jedoch,  wie  man  sieht,  keine  von  beiden  ange- 
wendet werden ;  in  diesem  Falle  ist  aber  auch  das  gesuchte  Inte- 
gral  algebraisch  (also  unmöglich  in  einer  der  beiden  genann- 
ten Formeln  enthalten) ,  und  lässt  sich  nach  der  Regel  der  Mo- 
nome [§.  776,  7)]  finden.     Denn  es  ist   bei    dieser  Voraussetzung: 

/?-«i2V^a^  A  +  ßx  +  '^x^^  (Ka  db  ^  Vy)\  und  daher : 


h 
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dx 


dabei   gilt  yon  den  doppelten    Zeichen  gleichzeitig  das   obere  od« 
untere )  je  nachdem  ß  positiv  oder  negativ  ist. 

§.    788.      Setzt    man   a  +  j3a -[-  ya*  =  X,    eo   win 
Z(a  +  ßx  +  ya**)  =  IXy     und    wenn    man    differentiirt 

— ~ — dx=:d.lA,    also  — ——=  —  a.^A  — — -,  lu* 

X  ^  X  2y  27    Jl 

daher  auch 

in  wdcher  Formel  das  letzte  Integral  in  den  beiden  vorher- 
gehenden Paragraphen  bestimmt  ist. 

An  merk.    Man  kann  also  nan   überhaupt   DifferentialausdrQcke  t« 

der  Form  ^— r^ —  r—  -    auf  diese   Weise    intcgriren :    denn  ei  iil 
wenn  man  KQrze  halber  a-^  ßx  +  fx^  ^=  X  setzt,   sofort 

27  2t  JX 

B)   Bestimmung   des   Integrals  jXda,    wenn  J 
eine  irrationale  Function  von  a  ist. 

/dx 
zu  be- 
stimmen, setze  man,  um  es  rational  zu  machen, 

(j>)     \/l  +  ^*  =  'S^  —  ^9 
so  folgt,  nachdem  man  quadrirt  hat: 

Ä?  = ,  da  = und  z  —  a=  1/1  +  «  — -r— 

2z      '  2z2  r  I  j^ 

Es  ist  also,  wenn  man  substit.  und  reducirt:  y  =  |  —  =^^ 
oder  wenn  man  für  z  den  aus  (p)  folgenden  Werth  ßetxtJ 

§.  790.     Setzt    man    in    dieser    Formel    wieder  jrj  -1 


Ji 
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statt  Xy   also  cZ^|/^—  statt  dx\  so  erhält  man,  wenn  man 

rieh  den  constanten  Theil 7-l\^<^  nait  der  unbestimmten 

Constanten  C  vereinigt  denkt  (diesen  Theil  nämlich  auslässt): 

§.  t91.     Durch  die  nämliche   Substitution  von  x\/ — 

^      a 

jtatt  X  erhält  man  auch  aus  der  Formel  (13),  §.  772,  ganz 
mifacli : 

1— =  777  arc sin  \x\/—\  -\-  C. 

§»  792.  Setzt  man  in  den  Formeln  der  beiden  letzten 
|§.  wieder  c  -\-  x  statt  x ,  so  erhält  man  aus  der  erstem 
[§.  790),   Avenn   man   noch    a  +  Jc^  =  a,   2bc  =  ßy    b=^y 

setzt,  und  das  constante  Glied  — -rr-l^V^y  zur  unbestimm- 

:en  Constanten  schlägt: 

§.  TOS,  Und  eben  so  aus  der  letztern  (§.  791),  wenn 
tnan  a  —  bc^  =  ay  — 2be  =  ß  und  b  =  y  setzt: 

C  dx  l  /    2yx-ß  \ 

I   ^  ■  =--r-arg^nl  — I  -j-  C. 

[Noch   anderweitige,  jedoch  nur  in  der  Form  verschiedene 
Formeln  für  dieses  Integral :  HI.,  312  in  der  Note.] 

§.  794.  Zusatz.  Da  in  diesen  beiden  letztern  For- 
meln y  von  Null  verschieden  sein  muss,  so  kann  man  nach 

Jdx 
—z==  ableiten.    Man  hat  aber  nach 
Voi  +  ßx 

\.  776,  7): 


Ji 


dx 


^j<Ix(fi  +  ßx)     *=-i|/«-l-/3ar+C, 


V'J.-\-ßX  ß 
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welches  Integral  sofort  algebraisch  ist,  also   in    keiner 
der  beiden  erwähnten  Formeln  enthalten  sein  kann. 

§.  795.     Setzt  man  in  den   beiden  Hauptformeln  von 

§§.  792,  793, statt  ^,  also  -4  statt  dx,  tmd  vertauscht 

zuletzt  noch  y,  j3,   a  mit  a,  — ß,   y;    so  erhält  man  ganx 
einfach  aus  der  ersten  (§.  792)  für  a  + ßa?  +  y**== -^• 

r  dx        1  ;r2K«K-s:-(2«  +  ßx)i 
]7vx=Yl^Y 'x J  +  ^- 

§.  196.    Und  aus  der  zweiten  (§.  793)  für  —  «  +  ^* 
-f-  yx^  =  Xi 

C  dx  1  .     /     ^r  — 2ä     \     ,     ^ 

JxYX        Va  X^V^ay  +  ß*/ 

[Anderweitige  Formen  dieses  letztern  Integrals:  HI.,  313 
in  der  Note.] 


Integral  i> 


j- 


§.  79T.  Zusatz.  Auch  hier  in  diesen  beiden  letz- 
tern Formeln  darf  a  nicht  Null  sein,  zum  Beweis,  dass  da^ 

dx 

^=:^=  weder  durch  Logarithmen  noch  durck 

xVßx  +  tx* 

Kreisfunctionen  ausgedrückt  werden  kann ;  und  in  der  That, 

es  ist,  wenn  man  in  der  Formel  von  §.  794  ebenfalls > 

y  und  — ß  statt  a,   a  und  ß  setzt: 

xVßx  +  yx*  ß'   ^  '^  ' 

also  algebraisch. 

An  merk.  Wie  man  sieht  (vergl.  §§.  779  und  78S,  786  und  787, 
790  und  791,  792  und  793,  795  und  796),  gehOren  immer  «wei 
Formeln ,  davon  eine  das  gesuchte  Integral  durch  Logarith- 
men, das  andere  durch  Kreisfunctionen  darstellt,  und  vo> 
Ton  immer  eine  reell  ist ,  wenn  die  andere  i  m  a  g  i  n  ft  r  auifUh« 
zusammen.  [Ueber  den  weitem  Znsammenhang  der  LogaritfaDn 
und  Kreisbögen:  III.,  314  in  der  Note.] 

§.  798.  Da  man  überhaupt  eine  irrationale  Differen- 
tialformel ftir  so  gut  als  integrirt  ansieht^,  wenn  es  gelun- 
gen ist,   sie   durch  passende  Transformationen  auf  eine  ra- 
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iionale  Form,  oder  auch  nur  auf  eine  endliche  Keihe 
rationi^er  Monome  zu  bringen;  so  soll  im  nächstfolgenden 
§.  dieses  Verfahren  durch  einige  Beispiele  erläutert  werden. 

§.  700.    Beispiele  über  das  Rationalmachen  der  ir- 
rationalen Differentialformeln. 

rdxYx 

1.  Zur  Bestimmung  des  Integrals  y  »  1 setze  man  Y^  =  x\ 

J  X —  1  ' 

so  folgt ;   X  =-  «* ,    dx  ^izdz  und 

Cz^dz  ,  r  dz  /l  +n 

oder,  wenn  man  für  z  den  Werth  in  x  wieder  herstellt: 

2.  Um  das  Integral   y  =  ) j— —  rational  sa  machen,    setze 

man  Vi  +  x*  ^  xz\    so  folgt  daraus 

und    dx 


Es  ist  daher  y  =r  -  i     ^    ^    ,  .      J. («'  ^  1)  =  ^  (4 — T    8<>fort 

rational.  —   Um    dieses    letztere   Integral  zu  bestimmen ,    hat   man 

S2  1 


daher  wegen  a;  = (aus  der  ersten  Gleichung) : 


x^ 


oder,  wegen  t^("^^;{;  ]^^^-^)  =  Hr-^r  +  KF+p-p 

==  ^  [—  ^  +  Vr+T^]  =x  _  /  (x  +  Kl+r^)  cndlicli : 

dxVl+x^       ^      V\  -f  x'  ,, 


/^ 


X  X 

[Weitere  Beispiele:  III.,  816.] 


§.  800.     Enthält  die  Function  A  überhaupt  keine  an- 
dern Irrationalgrössen  als  jene  ]/a  4*  ß^  +  y«*,  so  erscheint 

Barg's  Coinp«iiäiam  d.  h0h.  Math.  34 
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X  immer  unter  einer  der  beiden  Formen :  A' j/a-f-^^+y* 
oder  -y    .  ^    .==i<   wo  -X'  eine  rationale  Function  von  x 

Va  +  ßar  +  Yx' 

bezeichnet. 

§.  801.  Man  setze  nun,  um  X  rational  zu  machen, 
j/a  +  /3a?  +  yx*  =  ;?  -f-  j?  "j/y ;  so  folgt  aus  dieser  Glei- 
chung, wenn  man  quadrirt  und  Kürze  halber  l/y  =  e  setzt : 

a  — «'  — 2(c2*  —  ßx-\-aLc)dz 

^~2cz  — ß'         ^  (2c2  — fl*  * 

cz*  —  )3«  +  ÄC        , 

jgr  4-  cx  = — ,   also 

d/rl/a  +  ß;c  +  ya?'  = ^ -i— -^ und 

dx  —  2  dz 


Va-h/Bar  +  Y*»        2c«  — ß 

Substituirt  man  daher  diese  Werthe,  so  wie  auch  in 
die  rationale  Function  X'  fQr  a:  den  vorigen  in  z  ausge- 
drückten Werth;  so  ist  das  Integral  jXda  (in  z  ausgedrückt) 
auf  eine  rationale  Form  gebracht,  nach  dessen  Bestimmung 

man  wieder  für  z  seinen  Werth  —  a  ]/y  -f"  l/a  +  ßoj  +  y«* 
und  c  =  |/y  zurück  substituiren  oder  herstellen  wird. 


§.  802.    Oder  man  setze  \/at  -|-/B^  +  y^*  =  l/**l'^^* 
80  wird  auf  dieselbe  Art,  ]/a=:a  gesetzt: 

/3— 2a«         -  2(a«*  — /5«  +  a7)(f«  - 

X r=s  ■,    dx  = und 

«*  — Y  '  («'  — t)* 

—  (a«*  — ^«  +  «7) 

a  +  iJO?  = r . 

«  — T 


Werden  diese  Werthe  tdr  a,  da  und  |/a  + /Jx  +  yx* 
substituirt,  und  wird  die  dadurch  entstehende  rationale  (in 
z  ausgedrückte)  Differentialformel  integrirt;-  so  hat  man 
dann  nur  noch  für  a  und  z  die  entsprechenden  Werthe  ]  ^a 

und   ^^ —   (aus   der   ersten   Gleichung)  zu 

setzen,  um  das  irrationale  Integral  jXdx  bestimmt  zu  ha- 
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ben.     [Eine  dritte  Art,  dieses  Integral  rational  zu  machen: 
ni.,  319,  3.;  Beispiele  zu  diesen  Methoden:   320  —  323.] 


Zweites  CapiteL 

Von   der    Integration    der   binomischen   Differential- 
formel af*  cZ^  (a  -f~  hafy  insbesondere. 

§.  808,  Die  in  der  Anwendung  sehr  häufig  vorkom- 
menden Integrale  von  der  Form  ix^dx{a  '\-baf^y  wobei 
die  Exponenten  n,  m^  p  beliebig  ganze,  gebrochene,  posi- 
tive oder  negative  Zahlen  sein  können  ^  und  von  denen  wir 
im  vorigen  Capitel  bereits  einzelne  Fälle  behandelt  haben, 
verdienen  noch  eine  eigene  Untersuchung. 

§.  804.  Ausser  den  beiden  in  §,  776,  5)  und  7)  an- 
geführten Fällen ,  in  welchen  entweder  p  eine  ganze  posi- 
tive Zahl,  oder  x^dx  (ohne  Rücksicht  auf  die  constanten 
Factoren)  das  Differential  von.  a-\-baf^  ist,  gibt  es  noch 
zwei  Fälle,  in  denen  das  obige  Integral  genau  bestimmt 
werden  kann. 

§.  805.    Setzt  man  nämlich  das  Binom  a-^-bx^^^z, 

wodurch  a  =  (^)"    d^  =  ~(^)'"       und  of  =  (^)" 
wird;  so  erhält  man 

_n±\  n-H      ^ 

welches  Integral   sofort  nach   §.  776,  5)   bestimmt  werden 
kann^  wenn  ■  eine  ganze,  positive  Zahl  ist. 

Beispiel.    Für  das  Integral  3/ «- /x'dx  Vi  — x"  ist  n  =S  und 

n+1 
2,  also  ' =  2  eine  ganze,  positive  Zahl,     Man  setxe  demnach 


m 


1  —  r'  =  z ,  so  folgt : 

34* 
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a?  =  (l— 2)^    und   <far««--iO— 2)~*<fz; 
mithio  ist 

oder,  wenn  man  ftlr  z  den  Werth  in  x  wieder  herstellt: 

^  §.  806.  Nimmt  man  aber  aus  dem  Binom  (a  +  bx^V 
früher  af^  als  Factor  heraus ,  wodurch  das  in  Rede  stehende 
Integral  die  Form  Ja" +*"^ti^(a ^"""•  + 6)^  erhält,  und  setzt 
dann  erst  das  Binom,  d.  i.  ax^^  -^b  =  z,  wodurch 

\    a    /  m   a  \    a     f 

wird ;   so  erhält  man ,  -^-i-  =  p  gesetzt  : 


m 


jaf'dx(a  +  bx^y  =  —  ^-^jzPdz(z-'b)-^^+^^-^; 
und  es  kann  dieses  letztere  Integral  wieder  nach  §♦  776,  5) 
entwickelt  werden,  wenn  —  (jx  -f-p)  =  —  iljLi  -f-jt>|  eine 

ganze,  positive  Zahl  ist. 

r      dx 

Beispiel.    Für  das  Integral  y— j-— -— —  ist  «  =  —  3,  m=?, 

p  —  —  2 ,    demnach   —  {"^^^ — h  ;>  I  —  +  3  ©ine  ganze  ,    positive  Zahl. 

Man  hat  daher  nach  der  genannten  Vorbereitung: 

y»/ar-7rfx(ar-»+l)-2, 

und  für  x—'  +  l  =r  «  sofort : 

z  —  C«  —  !)""*,    rfx  — —  4(«— .l)""*cf«   und    x-7  =  (,_!)*. 
also  nach  einer  einfachen  Reduction : 

y  —  ^  J  J,-2  rf,  (;r  «-  1)«  -  —  iJ  (J,  -  2z-^dz  +  «~2  dx) 

iz+U  +  iz-l, 

und  wenn  man  endlich  £f^  m  den  Werth  in  x  herstellt: 
dx 


_=C^i(l +,-2)4-/(1  4.  r-2)  + Kl +  x-«)-l. 


J?  (1  -f  xy 

[Beisp.  III.,  328.] 

Ad  merk.   Die  hier  behandelte  Diffcrentialformel  Iflsst  sich  also  in  den 
folgenden  4  F&llen  genau  integriren,  nftmlich,  wenn 
I.   p  eine  ganze  positive  Zahl, 

8.   x^dx  das  Differentiale  von  (a+6jcf»)    (ohne  Rücksicht  auf 
die  Constanten  Factoren), 
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3.  —  — ,  und 

m 

4.  —  I f-  /)l  eine  ganze  positive  Zahl  ist. 

Reductionsformeln  für  das  Integral 

§.  801.  Um  die  Integration  eines  gegebenen  Differen- 
tialausdruekes  von  einem  einfachem  oder  sonst  leichter  aus- 
zuführenden Integral  abhängig  zu  machen ,  bedient  man  sicli 
der  sogenannten  Reductionsformeln.  Eine  der  vorzüg- 
lichsten und  sehr  häufig  in  Anwendung  kommende  erhält 
man  auf  folgende  Art :  Es  ist  d.uv=  udv  -|-  vdu^  also  auch 
wieder  uv^^judv-^-jvdu,  und  daraus: 

judv  =  UV  —  jvdu, 

welche  Formel   das    sogenannte   theilweise  Integriren 
begründet. 

§.  806.  Um  diese  Formel  auf  das  mehr  genannte  In- 
tegral Ja?*rf^(a -f- 6a*')'*,  in  welchem  wir  Kürze  halber 
a-\-baf^  =  Ä  setzen  wollen,  anzuwenden,  setze  man  dv  =  ä^da 
und  u  es  JCp;  ßo  wird ,  wegen 

V  =  jx'^do!  ^=—r-r    Und     du  ^=^  b m p X^^^  jf*^^ d X 

nach  dieser  Formel: 

(A)    laf>dxXP='-!^--^^is^dxÄ^K 

§.  800.  Bestimmt  man  aus  dieser  Formel  das  Integral 
rechts,  und  schreibt  dann  n  —  m  und  p-^-l  statt  n  und  p; 
BD  erhält  man  noch  (weil  dadurch  X=^a-\-bx^  ungeändert 
bleibt) : 

(A)    ix'dxXv=.    ^^^^^^    __-^^Ja,.^dxAH-i. 

Anmerk.  Von  diesen  beiden  Formeln  {Ä)  und  (Ä)  dient  die  erstere, 
nm  den  Exponenten  p  nach  und  nach  um  1 ,  2 ,  3 ,  .  .  .  Einheiten 
zn  TermJndem,  and  die  letstere,  um  diesen  Exponenten  eben  so  zu 
rergrCssern.  Setzt  man  nämlich  in  der  erstern  n-\-m  statt  n  und 
p — 1  statt  p ;  so  wird  das  Integral  rechts  von  jenem  J  xM-*»  dx  X^^^, 
dieses  durch  die  fortgesetite  Substitatioii  ron  n  +  S>»  statt  n  und 
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p  —  2  statt  p,   wieder  von  jenem  Jx»+5«  Jx  X>-3  n,  g.  ^^    abbin- 
gig  gemacht. 

Ähnliches  gilt  von  der  zweiten  Formel  (^')}  ^^  welcher  dorch 
wiederholte  Substitutionen  von  n  —  m,  n— 2iii  etc.  statt  n,  und  /»-f-  1, 
p  -f-  2  n.  8.  w.  statt  p ,  das  Integral  rechts  nach  und  nach  ron  dea 
Integralen 

Jx»-'^»rfjcA]p+»,   Jx»-3mrfxJEH-3  n.  s.  w. 

abhängig  gemacht  wird.  Auch  kann  man  diese  Snbstitationen ,  an- 
statt erst  bei  vorkommenden  speciellen  Fällen,  gleich  hier  allgemeiB 
vornehmen.    [IIL,  380.] 

§»  810,    Beispiele  über  diese  beiden   Beductionefor- 
meln  (A)  und  (Ä), 

1)  Um  das  Integral  y  =  /ar'^c/x(l— •!;*)  au  bestimmen  ,  hat  man 
wegen  na— '4,  m  =  2,p=7},  a»^  l  und  b  «»  —  1 ,  nach  der  Bedac- 
tionsformel  (Ä),  zuerst: 


'^  +  —Jx-^d^xK 


^  —3       ■    —3 


und  fär  n  i»  •— •  2  und  p  =  i  (alles  Übrige  bleibt  unge&ndert)  abennals  : 
/x--2rfxX*  =  i;^^  +  --^ 

wobei  endlich  fdxX        ==  J  »»  arc«nx  ist  [§.  772,  (13)], 

Diese  Werthe  gehörig  substituirt,  erhält  man  also: 

r      (1— g')^  .   (1-x')^   . 
y  =  ^ Tli — H r^  +  arcBinx. 

oX  X 

2)  Zur  Bestimmung  des  Integrals  y«/**(fx(l  +  x*)— 3,   ftr  wel- 
ches n  =  4,  m«2,/)i»»-«3,  a=l  und  &  =  l  ist , ' hat  man  nach  der 

Formel  (^  )  (§.  809) :  y  =  — +  }  /  x*  dx  -X"— ^ ;    and   wenn  man 

4 

in  der  nämlichen  Formel ,  um  eben  so  das    letzte  Integra]  weiter  zq  re- 
dodren ,  n  =  2,  p=r  — 2   setzt   (m ,    a  und  6  behalten  ihre  WerAe): 

/ X» rfx X-2  =  "^^-^^   +i!dx X-i ,  wobei  endlich 


Jl+x« 


ist  [§.  772,  (14)].    Diese  Werthe  gehörig  substitnirt,  erhält  maa 
y-C^ix«(l+xV2-4x(l+xVJ  +  »arcf«vx. 

§.  811.    Um  femer  Reductionsfonneln  zu  erhalten,  welche 
den  Exponenten  n  verkleinern  oder  vergrössern,  zerlege  man 


5S5 

in  der  Formel  (A')  (§.  809)  A>+i  in  äpX=  ÄPia  +  baf') 
=  aaP  -{'ba^AP;  so  wird  /^»*~*»d^  A^-J  =  ajd?*^"*d«  A** 
-^bja^  dx  Ap.  Substituirt  man  diesen  Werth  für  das  an- 
geführte Integral  rechts  der  Formel  (A'\  und  bestimmt  dann 
aus  der  entstehenden  Gleich,  das  Integral  fa'^dxJCP;  so  er- 
hält man  nach  einer  leichten  Reduction  die  Formel : 


§.  812.  Bestimmt  man  aber  aus  dieser  Gleich,  wieder 
das  Integral  rechts,  und  setzt  hierauf  n  +  m  statt  n;  so  er- 
hält man  noch : 

^      ^    •'  (n  4"  0  <*  (n  +  1)  a  -^ 

An  merk.  Nach  der  ersten  Formel  (B)  wird,  indem  man  wieder  n-^nif 
n-— Sm»  •  .  .  statt  n  setst,  der  Exponent  a  nadi  nnd  nach  um  m, 
2m,  3m,  .  .  .  Einheiten  vermindert  Dagegen  wird  in  der  sweiten 
Formel  (B)  dieser  Exponent  n  durch  die  successiye  Substitution  von 
H-^mt  n  -j-  2m  u.  s.  w.  statt  n ,  nach  und  nach  um  eben  so  yiele 
Einheiten  vergrGssert,  während  bei  beiden  der  Exponent  p  ungeän- 
dert  bleibt.  —  Für  den  künftigen  Gebrauch  kann  man  diese  Sub- 
stitution und  vorkommende  Reduction  gleich  hier  ein  für  alle  Mal 
ausführen.     [III.,  334.] 

§.  818.  Beispiele  über  diese  beiden  Beductionsfor- 
mehi  (B)  und  (B). 

1)  Zur  Bestimmung  des  Integrals  j  ■  -   hat  man  unmittelbar 

JKI  — X* 

nach  der  vorigen  Bedactionsformel  {B) ,  wegen  n  =  2,  m  ^^  2,  />«»>—  i, 
a  =*  l  und  ö  ■-  —  1 : 

2)  Eben  so  erhält  man  unmittelbar  nach  der  Formel  {B') : 

Jdx  x-l  .      \     r  dx  ri        ^ 

x*(\+x*)         —  1  ^    —  1 J  1  +  X*  X  ^ 

3)  Nach  einer  sweimaligen  Anwendung  der  Formel  (B)  erhält  man 
femer : 


/• 


**^''      -C--—  (x*  +  i)V\-x*  +  iaresinx. 


Kl  -  X»  4 


§•  814.     Um   endlich   den   Exponenten  p  vergrossem 
oder  verkleinern  zu  können ,  ohne  {wie  in  (A)  und  {A' )] 


sag 

jenen  n  zu  verändern,  löse  man  in  der  Formel  (A),  §.  .808, 
den  Factor  baf*'^  auf  und  setze  b  af*^^  =  a"*  bx^  =  x^  {X  —  a) 
^=:>aS^X — aaS^  (wegen  a'\-hx^  ='X)\  so  folgt  aus  der  ge- 
nannten Formel  (^)y  wenn  man  diese  Werthe  substituirt 
und  aus  der  entstehenden  Gleichung  wieder  das  Integral 
ja^AJ'dx  bestimmt: 

iC)ja-dxXP=    ""V^",   +      T\J^dxX^K 

§.  815.  Drückt  man  dagegen  wieder  das  Integral  rechts 
in  dieser  letzten  Formel  aus,  und  setzt  dann /> -|- I  statt />; 
so  erhält  man  noch: 

^     '  •'  to(/) -f- 1)  o         '         «(p+O* 

§,  816.  Beispiele  über  diese  beiden  Reduetionsfor- 
meln  (C)  und  (C). 

1)  Um  dus  Integpral  y^  jäxl/a-^-  bx*  zu  fiaden,  hat  man  nninit- 
telbar  nach,  der  Formel  (Q : 

*  J  K  a  +  6x«    ' 
und  wenn  man  für  dieses  letztere  Integral  den  Werth  aus  §.  790  aetat: 

5drVa+bx^^ixVa  +  bx'+~y^^axVb  +  Va  +  hx'2  +  C 

2)  Eben  so  findet  man  nach   der  Reductionsformel  (C),  mit  Zuaie- 
hnng  des  Integrals  in  §.  791 : 

Jdx  1/7=6?  =  ^xVli^^x^  +  ~^ arc sin  (x  J/-^\-|-  C. 
A  n  m  e  r  k.     Mittelst   der  bisher  entwickelten  Rcductionsformeln    lassen 

sich  alle  Intcgralausdrtlcke  von  der  Form  jx*dx(l  —  x'}*  und 
/r>  dx(^l  4-  x^y  f  wobei  «  und  t  ganse,  übrigens  poaitiTe  oder  ne- 
gative,  und  q  ungerade  Zahlen  bezeichnen,    und  zwar  die  erstem 

auf  das  Integral  i    ,  =  arc  sin  x  oder  1    ^  «=  —  Vi— x*» 

jV\-x*  JV'l—x* 

Jdx         _ 
1  +  x^     ^ 


und  die  letztern  auf  das  Integral  |  — :; — j 5—  =*  arc  fang  x  oder 

xdx 


J 


1  4-  x' 

je  nachdem  s  gerad  oder  ungerad  ist,    reduciren  und  sonach  be* 
stimiaen. 


6X1 

Koch  ist  zu  bemerken ,  dass  diese  Redttctionsformeln  in  jenen 
Fällen,  m  welchen  die  Kenner  verschwinden  ,  unbrauchbar  werden; 
diess  geschieht  in  (-4)  und  (ß')  fftr  » + 1  =  0,  in  (B)  und  (C)  für 
o  =»  0,  in  (Ä)  und  (£^)  ftlr  6  «  0,  in  (-4)  und  (C)  fttr  m  ==  0  oder 
;)  +  1  ^  0  ,  und  endlich  in  (7:)  und  (C)  Ar  mp  +  »  +  1  —  0.  In 
allen  diesen  FÜlen  jedoch  Iftsst  sich  das  betreffende  Integral 
f  x^  dx  (a-^'bx^yp  auf  Monome  oder  rationale  Brüche  amrück- 
fökren ,  wodurch  also  diese  Beductionsformeln  ohnehin  entbehrlich 
werden.     [IIL,  340  in  der  Kote.] 

§.  817.  Um  nun  gleich  die,  eine  bedeutende  Anwen- 
dung findenden  Integrale  von  der  Form  j  .  zu  be- 
stimmen, setze  man  in  der  Keductioneformel  (B),  §.  811, 
a  =  l,  b  =  —  1,  m  =  2  und  p=^  —  ^ ;  so  erhält  man  die 
specielle  Reductionsformel : 

r    xndx      _ _  jc»-!  y^T^l^  _L  n ->  1    ff^^^ 

§.  818.     Setzt   man   nun   in   dieser  Formel   nach   und 

nach  n  =  l,  3,  5,  .  *  .,  und  Kürze  halber  |/ 1  —  x'==wY; 
60  erhält  man : 

^  =  C-J[, 


/■ 

Cx'dx  ^x*X     .       2    rxdx  ^        /  X*     I      1  .  2\    ^ 

Jx^dx  ^        /x*      ,     1  .  4     2    ,     1   .  2  .  4\    ^. 


8.    W. 


§.  819.    Man  erhält  eben  eo  fl\r  n'=2,  4,  6,...,  wenn 
man  auch  noch  are  sinx  =  A  setzt : 

Jx*dx  .>,  /   X*        ,1.3  \     xr    ,        1.3. 

^^=  ^  -  (— +  ^T4- *  j  ^+ -2TT  ^  • 

Jx'dx  ^       /*•      ,       1.5      ,,      1.S.5       Wj>3-5j 

u.  s.  w. 
§.  880»    Setzt  man  in  der  obigen  Formel  des  §.  817  — 


5t8 


statt  X,  also  — r-    »^att   djc,    wodurch    X  =^y  1  —  a *  in 


y  X«  ^  1  X'         , 
=  — ,  und 

X  X    ' 

Jdx  .  A    •       C        dx  .1  *f 

-=-  =  arc  8mx=^  A  in  I  — ,  =  —  arc  «m  —  =  —  Ä 

^  Jx)/x'— 1  Jf 

(wo  A'  und  A'  der  Kürze  wegen  eingefOhrt  sind)  übergeht; 

80  erhalt  "«"  /^,+i  y  ^.  _  i  =  "^  +  "^/^rx^-    «^ 
daraus  ihr  n  =  1,  3,  5 . .  der  Reihe  nach  die  Formeln 


X*X  X 


w. 


§.  821.     Femer  erhält  man  f&r  n  =  2,  4,  6 . .  .^  da  der 
Werth  fiir  n  =  0  bereits  bekannt,  und 

-i-  =  arcwc J?=  (7 — Ä  [§•  772,  (15)]  ist,  sofort: 


Px"— '2x«'""*^'+^' 


A  n  m  «  r  k.     Äbnliche  Formeln    erhAJt  man  atfch  aus  der  Bednciions- 
Formel  {B),  $.  812. 

§♦  822.     Um   das   Integral  ^as^dx{ax'^ -\-bafy   zu   be- 
stimmen, darf  man  bloss  berücksichtigen,  dass 

afldx  {aaf  +  b  ai'Y  =  afl^"^  dx  (a  +  ba^^y 
ist,  und  q  -\'  rp  =  rij  8  —  r=m  setzen ;  denn  dadurch  wird 
dieses  Integral  wieder  auf  die  Form  des  bisher  behandelten 
Integrals  Ja?"  d  ^  (a  +  i  «"')'  gebracht. 

Um  z.  B.  auf  diese  Weise  das  Integral  | —  -^      ^  m    finden, 

1    *  x^Jx  n— A  ,     ,  ^  —  L 

hat  man  =  **  ^     *rfx(2a  — x)     \     Setzt   man  daher  ia 

V  2ax  —  x' 

der  Formel  (5),  §.  Sil,  n-*  J  statt  n,  w—  1,  p  —  -^i,  2a  statt  a  und 
6  «  —  1 ;  so  erh&lt  man  nach  einer  leichten  Reduction  die  spedeUe  Be- 
ductionsformel : 


[directe  Ableitung  dieser  Formel :  III.,  345],  mittelst  welcher  man  durch 
successive  Substitutionen  von  n  —  1 ,  n  »-  2 ,  •  .  .  statt  n,  wenn  n  eine 
ganze  positive  Zahl  ist,  zuletzt  immer  auf 

kommt. 

§.  623,    Um  auf  demselben  Wege  das  Integral 

zu  bestimmen  y  hat  man,  wegen 

dx'\/^ 2ax  —  a?*  =  X  dx \/^2 a  —  ^, 

wenn  man  in  der  Formel  (C),  §.814,  w=^,  fn  =  l,  /)=^, 
2  a  statt  a  und  6  =  —  1  setzt ,  sofort  nach  einer  einfachen 
Seduction : 

xdx 


y 


=  iar]/2a^-^»  +  -fJ- 


und  wenn  man  für  das  Integral  rechts  den  aus  der  vorigen. 
Formel  für  n  =  l  folgenden  Werth 

—  ]/2hx  —  Ä?'  —  a  arc  sin  (— — ) 
subetituirt,  endlich: 

/  dx  \/2ax  —  X*  =  ^  '  "i 

C—  i  (a  ^ x)\/2ax  —  ä?*7-  -^ orc 5tn I ^^-^^ I. 

Reductionsfprmeln  für  einige  besondere  Fälle 
des  Integrals  jx^dx^d-^- ßa -{-yx^y. 

§.  824.  Setzt  man  in  den  Formebi  {€)  und  (C),  §.  814 
und  815,  n  =  0,  «71  =  2,  schreibt  sodann  c+x  statt  x,  und 
setzt  endlich  wieder  nach  vollendeter  Entwickelung  (genau 
so  wie  in  §.  786)  a  +  6c*  =  a,  26c  =  |3,  b  =  y;  so  erhalt 
man.  Kürze  halber,  a  +  ß*  +  y^**  =  -^  gesetzt : 

/V^    f  <^^  _  ß  +  273g  j_  27  (g/?- 8)  /• 

^^  /  J  -»  —  (p-l)(4a7-ß«)  Ä>-1  '*"    (p  -  1)  (4«T  -  ^')  J 


-aüp-1 


dr 

Xp  • 


MO 

Setzt  man  ferner  y  =  jp;^>  so  wird 

^  Xp  Xp         * 

und  daraus,  wenn  man  integrirt, 

(h\  f^^^ i ^  r 

^^^^  J    Xp  2/(p  — 1)A>-i  27  J" 

Beispiel.     Nach    der    Formel    (a)    lasst   sich   z.  B.    das  Integral 
/rfx  Ka-j-^x-j-Yx*  ganz  einfach  entwickeln  j  es  ist  nftmlich, ;»«»}  gesetzt; 

47.  87    |/A' 

wobei  das  letzte  Integral  bereits  in  §.  792  entwickelt  ist  [IIL,  350.] 

§.  825.  Um  eiüe  Reductions- Formel  für  das  Integral 
I -pr~-  ZU  finden,  wo  wieder  A  =  a4-ß^  +  y«*  ist*  l»t 
man 

d .  «->  ^* = (h  - 1)  *-^  d^]/ A  +  ^==^^|tüii. 

oder 

.    ,^1   V*  —  (^  —  0  «  ^-^  rfg  4-  (n  -- 1)  /3  3r>«-^  </ X  +  II 7x*  rf j 

Bestimmt  man  aus  dieser  Gleiohung  -^7-^,  und  nimmt 
dann  beiderseits  das  Integral ;  so  erlrält  man : 

(^^  j-yx^—^Ty ;rr-"J-Fjf- 

__    (n— 1)»    f   x*-^dx 
n^       J      K^     • 

A  n  m  e  r  k.    Mit  Hilfe  dieser  Formel  lässt  sich  auch  eine  Rednctioiis- 
larmel  für  das  Integral  jx^dxYX  ableiten,  weil 


ist. 


§.  826.  Bestimmt  man  aus  dieser  Gleichung,  um  n  zu 
vergrussern,  oder  die  analoge  Beductionsformel  für  nega- 
tive Exponenten  n  zu  erhalten ,  das  letzte  Integral  rechts, 
und  setzt  n-{-2  sti^tt  n;  so  erhält  man,  n  gleich  negaÜT 
genommen: 


541 


Drittes  CapiteL 


Von   der  Integration   einiger  tramcendenten  Differen- 

tialformelQ. 

§•887.  Um  das  Integral  JA/a;*(2x  zu  finden ,  wobei 
X  eine  eolche  algebraische  Function  von  sc  sein  soll,  dass 
sieb  jXdx  nach  den  vorigen  Capiteln  bestimmen  lässt,  setze 
man  in  der  Formel  des  §.  807  u=^Ij^  und  dv=i Xda;  so 
erhält  man,  wegen 

du  =  n/a*~*—  und  v=:zjAdxs=^f(x), 

fix) 
wenn  man  die  algebraische  Function  ^^-^  s==  Ä'  setzt : 

(ö)  jXdxlx''=f(x)la''  —  njA'laf^^dx. 

§.  828.  Bestimmt  man  aus  dieser  Gleichung  das  In- 
tegral rechter  Hand,  schreibt  dann  n  +  1  ß^ a<^t  n,  und  nimmt 
endlich  n  negativ;  so  erhalt  man  noch; 

Von  diesen  beiden  Keductionsformeln ,  in  denen  f(x) 
ssijJCdx  und  X'=^  '^  ^  ist,  leuchtet  die  Anwendung  und 
der  Gebrauch  von  selbst  ein. 

Beispiel.     So  ist  z,  B.  fftr  Jf  —  x»«  sofort 

rtll-{- 1  !•»» 

alte  nach  der  Formel  (a): 

m+1  m-f-1 

Setst  man  in  dieter  ipeoiellen  BedactioDilormel   itott  n  nach  und  naoh 


5a 

n  —  I,  n  —  d,  . . «,  und  snbstitairt  die  zuletzt  gefundenen  Integrale  im- 
mer in  die  n&chst  Yorhergehenden,  so  erh&lt  man: 

(m+1)«         *'       -t-  ...J-t-^• 
A  n  m  e  r  k«     Für  m  »  —  1  wird  diese  Formel  nnbranchbar ;   setzt  mto 
aber  Ix  «=»  ar,  also =  dz,  so  wird 


/ 


[Weitere  Beispiele:  III.,  355.] 

§.  829.  Um  das  Integral  jXüFdx  zu  bestimmen,  setze 
man  in  die  Grundformel  (§.  807)  M  =  -3rund  dv=a^di\ 
so  wird  du  =  dÄ=:  X'dXf  wo  (§.  655)  X'  eine  neueFunc- 

tiou  von  4?  bezeichnet,   und  v=^ja^da=i^  [§»772,  (5)]. 

Man  erh&lt  dadurch:  IXaFdx  =  — ^ -r-jXa^dXy  eine 

einfache  und  leicht  anzuwendende  Reductionsformel  fbr  dae 
genannte  Integral,   wobei  A'  =  -r-  ist. 

Beispiel.    Fs  sei  ^— Jt**,  also  XanT*!—!;   so  hat  man  nach 

dieser  Formel :  f  x* a^ rf x  «  — ; —  -r-  /  «"""^  a^dx,   und  wenn  maa 

la  la 

in  dieser  spedellen  Beductionsformel  statt  a  nach  nnd  nach  n  —  1 ,  n  —  i, . . . 

setzt  nnd  die  entstehenden  Int^;rale  gehörig  in  einander  substiturt: 

/  Ä»  o*  (f  *  — 
a«  r^         fiar«-l    ,     n(n— l)x»-2  ,  ii(ii— •!)  ,  .  8  .  ll    ,    _ 

77l** — u^+ — ^i^^ --^ — u5 — J  +r 

Anmerk.  Für  negative  Werthe  von  n  darf  man  nur  die  rorige  Be- 
ductionsformel umkehren,  d.  L  das  Integral  rechter  Hand  bestxnunea 
und  dann  n+\  statt  n  schreiben ;  man  erhftlt  auf  diese 
wenn  man  n  gleich  negativ  nimmt: 

§p  880,     Um  das  Integral  jXdx  zu  bestimmen,   wei 
X  Kreis functionen  von  x  enthält,  setze  man  zuerst  ii 
den  Formeln  (7)  — (10),  §.  772,  nx  statt  a,   also  nrfjr 
dx;  so  erhält  man  die  ganz  einfachen  Formeln; 


(1)  / C09 nx dx  =  — mnr ;  (2)  fein nx dx  = cos nx) . 

(3)    I ^-r- =  —  tcmgnxili)    f  .   ^  ,  = cotnx; 

welchen  Ausdrücken   noch   durchgehende  die   unbestimmte 
Constante  C  beizufügen  ist. 

§.  831.    Es  ist  ferner 
{!)  J8inxco8xdx=j  mixd8in3:  =  ^8inx^  (§.  774), 

(2)  /  tang  xdx  =  —  ( —  =  —  lc08x  =  l =  /  sec  a 

I      cos  X  cos  X 

(§.  777). 
Wegen    .  ^'       =  ^ :  iang  x  =  ^^^  ist   (§.  777)  : 

^        stn  X  COS  X        cos  X  ^  tan^  x  ' 


(3)  f-T^ 


d  X  f 

=  l  tang  x. 


sin  X  cos  X 

Nach  dieser  letzteren  Formel  ist   ferner,    w^en  sinx 
=  2  dn  \x  coB  ^xi 

(4)  l-r^  =       .         y     ==  l  tang  4  x, 

^  Jstnx        stn^xcos^x  «^  ** 

Setzt  man  in  (2)  und  (4)  90®  —  x  statt  a ,   also  —  dx 
statt  dx;  BO  erhält  man: 

(5)  j  cot  X  dx  =  l  sin  X  =:  —  l  cosec  x 
lind 

{6)j^^^^ltang(i6-ix)  =  lcoii45-'^x) 

=^lt(mg{i5'\-ix); 

m  welchen  Formeln  ebenfalls  noch   die  unbestimmte   Con- 
staute  hinzuzufügen  ist. 

§.  632.  Setzt  man  in  den  trigonometrischen  Formdn 
aiw  §§•  20  u*  21)  2  sin  a,cosß  =  sin  (a  +  j3)  +  sin  (a  —  ß), 
icosacosß  =  cos(a  -{-ß)  '\'  cos  {oL-^ß),  2sinasinß  = 
o«(a  —  ß)  —  co«(a  +  j3),  sofort oi=nx  und  ß=.mx;  so 
;ibt  die  erste,  wenn  man  noch  durchaus  mit  dx  multiplicirt 
ind  beiderseits  die  Gleichung  integrirt: 

jsin  nx  cosmx  dx=si  \  sin  (n-\- m)  x d x -]-  f sin (n — m)  xdx^ 

ßer  wenn  man  im  zweiten  Theile  der  Gleich,   die  Integra- 
on  nach  §.  8^0  ausführt  und  dann  durch  2  diyidirt: 


M4 

(1)1  «n  na  cos  m  x  dx  =  O tt — \ — r th >~  • 

Genau  eben  so  erhält  man  auch  aus  den  beiden  Qbri* 
gen  angeführten  trigonom.  Formeln: 

(2)  leotnxcosmx dx  =    g^,^^)    +    »(,_„)    +  C 

^o\   f    •  j  8in{n — m)x         «in(A  +  m)r    ,     ^ 

(3)  Jmna«nm7rd^  =  -y^;j35;;j 2(^+«,)    +  ^• 

§.  83S.  Sind  die  Exponenten  n  und  m  ganze  posidve 
Zahlen  5  so  lassen  sich  die  Integrale  jainx^da,  j  eosx'^dx 
und  J  sin  .r*  cos  x^dx  mit  Zuziehung  der  Formeln  in  §.  327 
auf  jene  der  §§•  830  und  832  zur&ckführen ,  wie  ganz  ein- 
fach die  folgenden  Beispiele  zeigen« 

§.  834,    Beispiele  hierüber: 

1)  um  das  Inteji^l  fstnx^dx  za  bestimmen^  hat  maa  (§.  3S7) 
sin  X*  =  }  #111  ar  —  \  sin  3x,  also 

/ #in  X*  </x  =■  } /  «tn  X rfr  '-^  f  / *i«  3 r  rfr 

—  C— }  CM  X  +  ^V  cot  8x  (§.  830). 

2)  £ben  10  iat  (§.  827)  i 

J  CO«  X*  </x  =  /  rfx  ( J  CM  4  X  4"  i  CO«  2  X -f- i) 

32     ~      4      ^'     ^ 

3)  Zur  Bestimmung  des  Integrals  j  sin  x*  cos  x*  dx  hat  man  (nachf. 
327)  sin  x*  co«  x*  =  (^  —  ^  cM  2x)(}  cö*  x  +  ^  co«  3x)  =  |  cot  x-j-icot Sc 
—  I  CO«  X  cos  2x  —  ji  CO«  2  X  cos  3  x.  Substituirt  man  diese  Werthe  in  das  ge< 
gebene  Integral  nnd  flüirt  die  Integration  nach  den  Formeln  der  beidcJ 
erw&hnten  §§..  aus,  so  crfa&lt  man  nach  einer  ganz  einfachen  Rednctioaj 

/  «in  X*  CO«  X*  d  X  «aa  4  («m  x  —  ^  «in  3x  <—  ^Vj  sin  5 x  +  C,  j 

oder,  wenn  man  wieder  auf  die  einfachen  Bögen  zurückgehen  will,  nad 
gehöriger  Bubstit.  und  Redaction,  auch: 

jsin  X*  CO«  x*  rf  X  =  J  «in  x*  —  {  sin  x*  +  C  ^ 

§.  8U.    Um  jedoch  diese  vielen  Substitutionen  zu 
sparen,  kann  man  für  das  Integral  j sinafcosaf* d:t,    m 
zwar  ihr  positive  und  negative  ganze  Fxponenten  n  und 
folgende Beductionsfbrmeln  entwickeln:  Setzt  man  «in  x  =1 

rfi 

so  wird  C08X  =  ]/!  —  z^,  coaxdx  =:dz,  also  da^=^==^ 

und  j/i=if9inaf^c08X^dx^=jif^dz(l  —  z*)  '   • 
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Setzt  man  nun  in  den  ßeductionsformdin  (J5)  und  (B ), 


§§.  811,  812,  a=l,  6  =  -^l,  m  =  2,  p=~^,     läset    n 

ung^mdert  und   schreibt  z  statt   a;    so   erhält  man,    wenn 
Kürze  halber  1  —  z^^=^  Z  gesetzt  wird : 

y=^^^i^+~^J^-'d^Z   *    und 


m+1 

— 2 —  ro  —  1 


oder,  wenn  man  in  diesen  beiden  Formeln  (in  deren  letz- 
tem man  n  gleich  negativ  nimmt)  wieder  auf  die  ursprüng- 
lichen Werthe  in  x  zurückgeht,  indem 

z^sinx,  Z^  =  yi  —  z^=^coBx,  dzZ^^  =  dx, 

also  dzZ   ^    =co8x^dx,   dzZ    ^     =(7o«a«+2da?u.  s.  w. 
ist;  so  erhält  man  die  besondem  Reductionsformeln : 
(1)  Jsinx^cosx^da  =  —  «>'^^«>^^"^^ 

"g<^^^  d;p  a-  _         CQ^  3^"i-^ w— w  +  2  Cjost^n 

rinxn  (n— l)«nT«~I  n^l     J«n  x»-^  ^"^ ' 

dazu  kommen  noch,  wenn  man  in  diesen  beiden  Formeln 
90^  — 0?  statt  a  setzt  und  n  mit  m  vertauscht,  die  beiden 
folgenden : 

(3)  isinaf^cosx^dx  =  "^'^  ^'^^  ^" ^"^ 

m  +  » 

^qp;^  /  «en  a?»  C08  ar^^  dxy 

(4)  fi^iil  ^3.  _        *«'» ^^^^        _  »— w+2  f  tf m X»     , 

^  ^  JcoÄX«  (w  —  1)  CO*  xwi-1  OT--1    Jcosxny-'l^^' 

Nimmt  man  in  (2)  m  und  in  (4)  n  negativ,  so  erhält 
man  femer: 

dx  _  l 


(2)   fö! 


ofe 


*in  x»  c<w  x»»         (n—  1)  *iw  x«— 1  c<w  x"»— 1 

<fx 


n —  1        l«{; 


.  «in  x*»—^  CO«  x*»  * 
dx 


stn  z^cosxn^         (»  —  1)  sin  x»*-l  co*  x«-! 

n  +  TO  — 2f  dx 


isin  X*»  CO«  X*»— 2  ' 
Bttrg'i  Compeodiam  d.  hOh.  Malh.  or 


ffi^—  1      J«w 


5*g 

Setzt  man  in  (1)  m=ft  und  in  (3)  n  =  0,  so  erhält  man 
noch: 

(7)  J8in^ax^= 1 jnnaf^^ax, 

(8)  (cosx^dx  =  ^^^^—^ H ^^^{cosaf^^'^dx; 

und  eben  so  aus  (2)  und  (4),  indem  man  baziehungsw.  m==0 
und  n  =  0  setzt: 

—  2  r  rfx 


(9)   r-4^  =  ,    -'"!'       +!L=J(L 

(10)  r-^= '— h  !!i^  f- 


sin  x*~2  * 


Anmerk,    Mittelst  der  mehr  genannteii  Theilformel  fudv  =  uv-*jvdm 

lassen  sich  diese  Fonneln  direct  auf  folgende  Welse  ableiten : 

Es  ist 

jf=fsinx^cosx''^dx=:jsin  a:"— 1  cos  x^^^  sm  x  d  x ; 

setzt  man  daher  sin  xf^—^  -»  u  und  dv=s=:oosx*'*sinxdXf  so  wird  nach 

dieser  Formel : 

sin  x^»^^  cos  x''*'\-^   .    n — 1  -  ,        .  _ 

y^"^ ^Tfl hj;-l7yjö  «?.«»«*»-*  CM  ar«+«, 

oder  wegen  cos  xm+'-i  ■■  c<w  x"»  (l  —  «n  x*)  anch 

»m  i«^l  öOÄ  a:»»+l   ,«  — Irf,  „.o       .^         t 

y  «« r-r 1- r— 7  [  J  dx  .  Stn  X"-'^  CM  X«  — '  Vj, 

woraus  sofort  die  erste  der  obigen  Formeln 

sin  x*»^l  cos  x«»+l   ,    »  — '  1  i.   .  n  t 

y  =  —  I 1 1 — ]  sin  sf^"^*  cos  3^  d  X 

folgt 

Auf  eine  ganz  Ähnliche  Weise  erhält  man  auch  die  Formd  (3), 
und  aus  diesen  beiden  dann  duroh  schickliche  Änderungen  der  Ex- 
ponenten n  und  m  die  übrigen  Formeln. 

§.  886,  Bei  wiederholter  Anwendung  dieser  Formeln 
(deren  Wahl  in  vorkommenden  Fällen  leicht  zu  treffen  ist) 
gelangt  man,  in  der  Voraussetzung  von  ganzen  Exponen- 
ten n  und  m,  zuletzt  immer  auf  schon  bekannte  oder  solche 
Integrale,  die  sich  nach  dem  FrQhern  leicht  bestimmen  las- 
sen. So  kommt  man  bei  jenen  (1)  und  (3),  je  nachdem 
beziehungsw.  n  imd  m  gerade  oder  ungerade  Zahlen  sind, 
auf  die  Integrale :  jcosx^dx^  jsinx^da,  welche  nach  (8)  und 
(7)  (die  zuletzt  auf  jdx  =  x  oder  jcosxdx  :=:  dnx,  und 
jdx  =  X  oder  jsinxda  =  —  cos x  führen)  gefunden  werden ; 
oder  auf: 


5« 

ico8x^8inxdx  = TT-»  istnx^C08xdx=^ — p-r-. 

In  den  Formeln  (2),  (4)»  {S),  (6)  kommt  man  eben  so  bezie- 
hungsweise auf  jcosx^  dx  (das  eben  erwähnte)  oder  j^^^-: ^ 

was  aus  (3)  für  n  =  — 1  (wobei  man  zuletzt  auf  die  in  §.  831 

Cdx 
entwickelten  Integrale  j-: —  oAqt  ^cotxdx  kommt)  gefunden 

wird;  auf /«na^tZa-  (das  ebenfalls  schon  angeführte)  oder 

-. ,  was  aus  (6)  für  n  =  1  (wobei  man  auf  I-t —  oder 

J-. — ^ —  §.831.  kommt)  gefunden  wird:  endlich  auf  f  .  ^, , 
8tn  X  cos  X    *  '  ^   ^  '  istnx^' 

was  nach  (9)  (wobei  man  auf  jda  oder  j-r^,  §.  831,  kommt), 

C       dx 

oder  auf  1-: — ,  was  nach  (5)  fiir  m=l  (wobei  man  zu- 

jsm  xf*  coax  ^  '  ^ 

Cdx  C     dx 

letzt  auf  I oder  i-. ,  §.  831,  kommt)  zu  bestimmen 

JC08  X  JSinX  C08X^     9  7  / 

ist.     [Beispiele   und   sonstige   Bemerkungen   hierüber:    III, 
363—371.] 

An  merk.  Für  die  Anwendimg  ist  die  Bemerkung  wichtig,  dass  die 
eben  entwickelten  Reductionsformeln  entbehrlich  werden,  wenn  von 
den  Exponenten  n  und  m  einer  ungerade  und  positiv  ivt  Das  in 
einem ,  solchen  Falle  einzuschlagende  Verfahren  wird  schon  durch  ein 
einziges  Beispiel  hinreichend  klar. 

Beispiel.     Um  das  Integral  y  =  j ainx^ cos x^ dx  zu  bestimmen, 
löse  man  (den  Factor  mit  ungeradem  Exponenten)  cos  x*  in 

cos  x \  cos  x'  =  cojx  (1  —  sin  x*) 
auf;  so  wird,  wegen  cosx  dx  =  dsinx,  wenq  man  sinx^^z  setzt: 

(Vergl.  §.  834,  Beisp.  3.)    Es  wird  n&mlich  nach  diesem  Vorgänge 
allgemein 

f  sin  x^^  cos  X*  rfx  *«  —  /  sin  x^  cos  x*  d  cos  x 

=  —  J«*  dz  (1  —  z^y^j  für  cosx  »^z  ; 
und 

Isinx^  co9:r^'^   dx^^^^sinj^cosx'^  dsinx 

«  /«^  dz  (l  —  r')* ,  für  sin  x  «*  2. 
[Verfahren  um   transcendente   DiJOfcrentialformeln    auf  eine   algebr. 
Form  zu  bringen:  IIL,  371.] 
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Setzt  man  in  (1)  m=0  und  in  (3)  n  =  0,  so  erhält  man 
noch: 

(7)  jsin^dx  =^^^^^^ — ^^  +  ^^^^^/«na:"'~^ix, 

(8)  (coax^dx  =  ^^^^^^-^ -{'^^^^^^(cosaf'^'^dx; 

und  eben  so  aus  (2)  und  (4) ,  indem  man  baziehungsw.  m=0 
und  n  =  0  setzt: 

rQ\     r  dx     — CO«  of         _i    **  —  ^  C    ^* 

^   ^  jsinx'*         (»"~  1)  *w»  Jc*»^l  "^    n  —  ^  J  *«'»  a:*~^ * 

^      ^  Jco8  x^         (/» —  1)  CO« a:*"^!     "^  TO  —  1  Jco«  xw^2 * 

Anmerk.    Mittelst  der  mehr  genannten  Theilfonnel  !udv  =  uv'-^jvdu 

lassen  sich  diese  Fonneln  direct  auf  folgende  Weise  ableiten : 

Es  ist 

yz=:f8inx*cosx^dx=:!  sin  x»*~l  cos  aC^  sm  x  d  x ; 

setzt  man  daher  sin  «n—l  -»  u  und  dv=:z&>sx'»si»xdx,  so  wird  naeh 

dieser  Formel: 

«in  ar»— 1  co«  ar^'^+l   ,    n  —  1  /■  .         .  a  t  <> 

y  =  -^ __ ^—^jdx.smx^^cosx'^^, 

oder  wegen  co«  ««H-'-i  •«  co«  ar»»  (1  —  sin  x*)  anch 

«mac«— loo«««-|-l   ,    nj-l --  •   ^   o       -^        t 

woraus  sofort  die  erste  der  obigen  Formeln 

sin  a:«— 1  cos  x»n+l   ,    n  — •  1  /.    .  «  « 

y  =  — ■     ■■       , ; — f«t»ap*»— -«oat«««!* 

w-f-n  m-f-n 

folgt 

Auf  eine  ganz   ähnliche  Weise  erhält  man  anch  die  Foimd  (8), 

4M  

und  aus  diesen  beiden  dann  durch  schickliche  Änderungen  der  Ex- 
ponenten n  und  m  die  übrigen  Formeln. 

§.  8S6.  Bei  wiederholter  Anwendung  dieser  Fonneln 
(deren  Wahl  in  vorkommenden  Fällen  leicht  zu  treffen  ist) 
gelangt  man,  in  der  Voraussetzung  von  ganzen  Exponen- 
ten n  und  m,  zuletzt  immer  auf  schon  bekannte  oder  solche 
Integrale,  die  sich  nach  dem  Frühern  leicht  bestimmen  las- 
sen. So  kommt  man  bei  jenen  (1)  und  (3),  je  nachdem 
beziehungsw.  n  und  m  gerade  oder  ungerade  Zahlen  sind, 
auf  die  Integrale :  jcoex'^dx,  jsinx^da,  welche  nach  (8)  und 
(7)  (die  zuletzt  auf  jdx  =  x  oder  jcosxdx  =  «nx,  und 
^  jdx  =  X  oder  jsinxda  =  —  cos x  führen)  geftmden  werden ; 
oder  auf: 


/•«••?  COS  ai^^^      r    •      «  j  8\n  x«+l 

\co9x^8inxdx  = 1-7-9   \8inx^ co8xdx^= — rr"* 

In  den  Formeln  (3),  (4),  (5),  (6)  kommt  man  eben  so  bezie- 
hungsweise auf  jcosx^  dx  (das  eben  erwähnte)  oder  j^^^-: — ^, 
was  aus  (3)  für  n  =  — 1  (wobei  man  zuletzt  auf  die  in  §.  831 

Cdx 

entwickelten  Integrale  \—. —  oA&r  j  cot  xdx  kommt)  gefunden 
wird;  auf  Jma^da*  (das  ebenfalls  schon  angefünrte)  oder 

J- — ^^-- ,  was  aus  (6)  für  n  =  1  (wobei  man  auf  l-r^  oder 

j- 5.831,  kommt)  gefunden  wird;  endlich  auf  1  .  ^, , 

Jstn  X  cos  X    *  '  /   o  '  Istnx^^ 

Jr  d  X 
was  nach  (9)  (wobei  man  auf  ^dx  oder  I-: — ,  §.  831,  kommt), 
dx 
-. — ;: ,  was  nach  (5)  fiir  m=  1  (wobei  man  zu- 

Cdx  C     dx 

letzt  auf  I oder  I-: ,  5.  831,  kommt)  zu  bestimmen 

Jeas  X  Jsmx  cosx'    ^  '  / 

ist.  [Beispiele  und  sonstige  Bemerkungen  hierüber:  in, 
368—371.] 

An  merk.  Für  die  Anwendung  ist  die  Bemerkung  wichtig,  dass  die 
eben  entwickelten  Beductionsformeln  entbehrlich  Averden,  wenn  von 
den  Exponenten  n  und  m  einer  ungerade  und  positiv  igt.  Das  in 
einem ,  solchen  Falle  einzuschlagende  Verfahren  wird  schon  durch  ein 
einziges  Beispiel  hinreichend  klar. 

Beispiel.    Um  das  Integral  y  =jsinx'cosx^ dx  zu  bestimmen, 
lOse  man  (den  Factor  mit  ungeradem  Exponenten)  cos  x*  in 

cos  X  ,  c(W  X*  =  CM  r  (1  *—  sin  x*) 
auf;  so  wird  ,  wegen  cosx  dx=  d  sinx,  wenn  man  «uix  -—  2  setzt : 

(Vergl.  §.  834,  Beisp.  3.)    Es  wird  n&mlich  nach  diesem  Vorgänge 
allgemein 

/  sin  x^^  cos  X*  cf  X  =  —  /  sin  x  ^  cos  x*  d  cos  x 

=  —  /«*  dz  (1  —  Ar')**,  für  c(wx  ■=  «  ; 
und 

fsinx^ cosx^^  dx^^lMnxP cosx  ^ d sin X 

=•  /«**  dz  (l  —  «')* ,  für  sin  x  «*•  «. 
[Verfahren  um   transcendente   Differentialformeln    auf  eine   algebr. 
Form  zu  bringen:  III.,  371.] 
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Viertes  CapiteL 

Von   der  Integration'  mittelst  Reihen  und  innerhalb 

bestimmter  Grenzen. 

§.  8S7.  Läset  sich  das  Integral  jJCda  nach  den  vor- 
hergehenden Capiteln  nicht  genaue  bestimmen ,  wohl  aber  A 
in  eine  convergente  Reihe  nach  steigenden  Potenzen  von  x 
entwickeln;  so  kann  dieses  Integral  wenigstens  approxi- 
mativ oder  näherungsweise  bestimmt  werden.  Dieses 
Verfahren,  welches  das  Integriren  mittelst  Reihen  ge- 
nannt wird  9  ist  äusserst  einfach  und  um  so  wichtiger,  weil 
es  das  letzte  Mittel  bleibt,  zu  welchem  man  leider  nur  zu 
oft  seine  Zuflucht  nehmen  muss.  Zugleich  kann  dieses  Ver- 
fahren auch  dazu  dienen,  gewisse  transcendente  Functionen 
in  unendliche  Reihen  aufzulösen. 

Beispiele. 

§.  888.    Um'^das  Integral  I  durch  eine  unendliche 

Reihe  zu  bestimmen,  hat  man: 

folglich : 

j— n-  =  fdxl ^  -|-  ^—  •  •  •  i 

Ja  +ar         -^         \a         a'    *     a^  / 

eine  Reihe,   welche  für  alle  Werthe  von  axCa  bis  a==a 
convergirt  (§.  282 ,  5.). 

Da  man  übrigens  dieses  Integral  auch  durch  einen  ge- 
schlossenen Ausdruck  erhält»  indem  (§.  777) 

wieder  eine  neue  unbestimmte  Constante  C  ist;  so  hat  man 
zugleich : 
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Setzt  man  dabei,  zur  Bestimmung  der  Const.  C^  ^==0,  so 
wird   C  =^  lay   folglich   wegen   l{a-\-  a)  — ■  ia  =  Z 1 1  +  -j, 

wenn  man  -  =  y  setzt : 


^(1  +y)  =  y  -  ii/*  +  W-ii/*  +  -'- 

[Vergl.  §.  291,  (3)]. 

§.  8S9.  Zur  Ent Wickelung  des  Integrals  y  =  1  i  ■  ^> 
hat  man  -s-t — i  =  1 äH — i :-  +  •••>  ^Iso 

y  =J^^(i— ^  +  -  •  •) 

r'  j^     X*         _  *'  _i_  I     fi 

eine  Reihe,  welche  für  alle  Werthe  von  x<a  converglrt. 
Da  von  der  andern  Seite  auch  (§.  779) 

ist ,    so  hat  man ,  wenn  durchaus  mit  a  dividirt  und  -  =  y 
gesetzt  wird: 

arctanfft/  =  ij  —  ^y^  +  ij/*  —  ly^  +  •  •  •» 
wozu  keine  Constante  kommt  (d,  i.  C=0  wird),  weil  für 
y  =  0  auch  arctangy^=^0  ist.     [VergL  §.  308,  (8)]. 

§.  840.  Um  für  das  vorige  Integral  eine  Reihe  zu  ent- 
wickeln, welche  für  Werthe  von  x>  a  convergirt ,  bemerke 
man,  dass 


a*  a^ 


also 


l-r-; — r  =  {dx  (a^  a;""^  —  a*  a"~*  +  . . .) 

Ja  -f-x" 


a*     .      a*  a« 


FOl 


X      '     3x3         5x*    '  ^ 

r  a  =  1  ist,  da  zugleich  I — ; — -  =  arc  tang  x  ist : 

Jl  -|-  X 

*^  X         3x3        5  X*  » 
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und  da  hier  immer  a>l  sein  muss,  so  kann  man  zur  Be- 
stimmung von  C,  nicht  wie  vorhin,  x  =  0  setzen;  dagegen 
ist  für  d?  =  oo  sofort  arcto«^x  =  iw,  demnach  (7=iir, 
und  daher: 

eine  Reihe ,    welche  um  so  brauchbarer,  je  grösser  x  ist. 

[Auf  dieselbe  Art  erhält  man  auch  zwei  Reihen  fhr  I . 

s.  m.,  379.] 

§.  841.     Zur  Bestimmung   des  Integrals   \^         ,  hat 

man,  wenn     ,  =  (1  —  a*^       nach  dem  Binomial-Theo- 

rem  entwickelt  wird: 

J|/l_x«  l  2.4  2.4.6  '  / 

'    2.3      '    2.4.5    '    2.4.6.7    ^  ^ 

r    dx 
Da  von  der  andern  Seite  auch   I  =iare8inx  ist, 

so  hat  man: 

l  ,  X*        1 «  3x* 

arc  5m  a^=  x  -\ — '■ 1 — '- 1-  . . .  +  C. 

'    2.3      '    2.4.5    '  ' 

Um  dabei  den  kleinsten  Bogen  zu  bestimmen,  welcher  dem 
Sinus  =^  entspricht,  bemerke  man,  dass  für  x  =  0  auch 
arc  8ina!  =  0  sein  muss ;  dadurch  wird  aber  auch  die  Con- 
stante  (7=0  und  damit  die  vorige  Reihe  so,  wie  wir  sie 
bereits  auch  in  §.  308,  (7)  gefunden  haben. 


§.  842.    Zur  Entwickelung  des  Integrals  jda }/2ax — x^ 
hat  man 

l/2a^  — ^*  =  l/2^a,*(l— ^) 

i/o""/    I  1^*  1.1  X*  1  .  1  .  3  x^  \ 

—  K^a  ^^*  —  2  2^ ""  sTT 4? ~  STTTi 8?  *"  •  •  7» 

folglich,    wenn  man   subatitqirt,    integrirt  und  hierauf  2a 
fvls  Factor  nimmt: 
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^  ^  13  25  2a  2. 47  \2a} 

1.1.3       1    /  Jf  \'  1  ^ 

~  27776 'TW  —  ...J  +  a 

Hieraus  erhält  noftn  auch  das  Integral  /dx  l/2ax-|-x*. 

§.  848.     Auf  dieselbe  Weise  findet  man  auch : 

JV2ax^x*         rat     *"    2  .  3  2a    '    2  .  4  .  5  \2a/ 


und 


f/x        1     X*  1.3«*  1.8.5    x' 


KhPx"  23       '2.45  2.4.67 

[Eben  so  kann  man  auch  allgemein  das  Integral  Ja;"rf^(a+6a?'")' 
behandeln.    III.,  380  u.  f.] 

§«  8U.     Setzt  man  für  o*  die  ßeihe  aus  §.  292^  so  er- 
hält man: 

jJCa^dx  =iXdx  +  lajXada  +  I^jJCa^dx  +  ... 

1)  Also  z.  B.  Ar  X— x»: 

•'  n+1         n  +  2      '    2(ii  +  3)    '  ' 

2)  Für  X^—: 

X 


/ 


=  /x+  /axH — _-—  +  --——-+... +  C. 


X  •  '22'     a.3    3 


8)    Setzt    man    in    dieser    letzteren    Formel    o'  «■  ^ ,     wodurch 

Iz       .  dz         ,    ,         -,         ,,         .  ,  ,   , 

x  =  -r— »    dx  =  — ;—  und    Ix '^  Uz  —  IIa   wird;    so    erhält  man,    das 
la  zla 

Glied  -^lla  zur  unbestimmten  Constante  gerechnet: 


/ 


^  =  ««  +  /«  +  i£l  +  if^+...+  c. 


§.  845.  Dass  bei  der  Auflösung  der  gegebenen  Diffe- 
rentialausdrücke in  unendliche  Reihen  die  einzehien  Glieder 
nicht  noth wendig  Monome  sein  müssen ,  zeigt  das  folgende 
Beispiel.  

CdxVl e*x* 

Beispiel.    Zur  Bestimmung  des  Integrals   y  =  I — 

bat  man: 


daher 
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Hvf=-('-*-"-'r^*-"-) 

Jdx       _  «»  C  x*dt e*_  r  x*dx     _ 

£«   sind   aber   diese   s&mmtlichen   Integrale   bereite   in   §.819   be- 
stimmt worden,   und  man  erhält,    wenn  man  die  dortigen  Werthe  sab. 

stitairt,  ferner,  um  abzukürzen,  V^l  —  x*  =  X  und   arc  sin  x  =  A   setit, 
sofort : 

eine  Beihe,  welche,  da  zugleich  auch   x'<:  1  (wenn  Yl-^x*  reell)  ist, 
um  so  st&rker  convergirt,    je  kleiner  e  ist. 

Die  Bernoullische  Reihe. 

§.  846.  Setzt  man  in  der  ursprünglichen  Keductions- 
formel  §.  807,  nämlich  in  \Xda  =  Xx — jxdX,  der  Reihe 
nach  (m)  dX^=^  X'dx^  dX' ^=  X"dx  etc.;  80  erhält  man, 
u  =  X'  und  dv'=xdxy  also  t?  =  ^x*  gesetzt,  weitere: 

ixdX=iXxdx=^X'\x^  —  \ix^dX'i 

u  =  X"  und  dv  =  x*dx  gesetzt ,   wodurch  r  =  ^  ar*  wird, 
femer: 

jx^dX'  =jX"aUa  =  I  X''x*  -  i/a*dA"  u.  s.  w. 

Diese  Werthe  gehörig  einer  in  den  andern  substitnirt, 
erhält  man  endlich: 

X' X*       X"  X*        X"  X* 

f  Xda  =  Xx 1 [-•.., 

^  2        '      2.3  2.8.4     ' 

oder,  da  aus  den  vorigen  Relationen  (m) 

A  =— .,     X    =-_  =  -—.,     X    =-j-^  u.  s.  w. 

dx  dx  ax'  ax" 

folgt,  auch: 
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'  dar  2      '     dar"  2.3         rfx'  2.3.4 

eine  Beihe,   welche  nach  ihrem  Erfinder  die  Bernoul Fi- 
sche heisst 

Beispiel.    Um  nach  dieser   Reihe  das  Integral   i        _  zu  be- 


X 


stixnmen ,  hat  man  X  »  -r—. — ,  also 


Jt 


1  +  x'  <f X         (1  +  x)»'   Jx»        (1  +  x)«' 

d'X        —1.2.3  ir  ,  r  i. 

uX  X  X  X 

l+i;*T+i;  +  2(l  +  x)»  +  80+x)»'*"'*'  +  ^* 
Wegen  JtjT-  =  / (1  +  x)  +  C  ist  auch : 

woza  keine  Constante  gehOrt,   weil  Ar  x  »  0  auch  l{\  +  x)^0  wer- 
den mnss. 


Fünftes  Capitel. 

Von    der    Integration    der    hohem  Drfferentialaus- 
drücke  einer ^  und  der  Partialdifferentiale  mehrerer 

Variablen. 

§.  847.  Bisher  war  immer  der  erste  Diflfercntialquo- 
tient  -—^  =  X  oder  die  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung dy  =  Xdx  gegeben^  aus  welcher  wir  durch  Integra- 
tion y  oder  jXdx  bestimmt  haben. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  bloss  der  zweite  Differen- 
tialquotient-^^- =  A  oder  die  Gleichung  zweiter  Ord- 
nung d^y  =^  Xdx^  bekannt  sei,  aus  welcher  man  die  ur- 
sprüngliche Function  y  herleiten  soll;  so  ist  es  klar,  dass 
diess  nur  durch  eine  zweimalige  Integration  möglich  sei. 

Es  ist  nämlich  ---^  =  Jfdx,  und  wegen  —-— =d,--— 

dx  "        dx  dx 


8!M 


(indem  dx  constant  ist)   auch   d,-r-'=  J^dx,   also,    wem 

dx 

man   integrirt:    -^  s=z  j  A  dx  =f(a)  ■}-  C     Daraus   folg 

weiter :  dy  =/(x)  dx  +  Cdx^  und  wenn  man  abermals  in 
tegrirt;  y  :=jf(x)dx  -{-  Cx -{-  C\  wobei  C  die  Constanti 
der  zweiteh  Integration  bezeichne!.  Wegen  /(x)=^jAd: 
ist  also  auch :  i/  =  jdajJCdx-\-Cx-\'  C,  wobei  durcl 
jdafXdx  eine  zweifache  Integration  angedeutet  wird. 

§.  818.  Ist  die  Differentialgleichung  dritter  Ord« 
nung  d*i/=^Adx*  gegeben,  so  findet  man  genau  auf  die- 
selbe  Weise  (durch  Wiederholung  des  vorigen  Verfahraw) 

y=:tjdx!dxjÄda^+Cx^  +  Cx  +  C\ 

wobei  Cf  C'9  C"  die  unbestimmten  Constanten  sind  mti 
das  erste  Glied  rechts  eine  dreimalige  Integration  bedeutet 
die  so  zu  verstehen  ist^  dass  wenn  die  aus  der  Integratioi 
von  Xda  entspringende  Function  =^f(x)  ist,  sofort  f{x)  di 
neuerdings  integrirt,  und  wenn  dadurch  f  (x)  entsteht,  eni 
lieh  nochmals  f{x)dx  integrirt  werden  soll.  Diese  wie 
derholte  Integration  deutet  man,  von  den  unbestimmten  C<» 
stauten  abgesehen ,  auf  folgende ,  einfachere  Art  an :  Ani 
d*y  =  jrdÄ*  folgt  y=iiXdai^=i^Xdx^i  vlxx»  d^'y^Xdi 
hat  man  y=^jjjJ[da*=j^Xda!*9  und  allgemein  aus  <?j 
=  Xdx^j  sofort  y=/**-X'da*. 

d*w      1 
BeispieL   Um  z.B.  aus  dem  Quotienten  dritter  Ordnung  --^a- 

die  ursprtUigliche  Function  y  zu  finden ,  hat  man  auch  <ry  »>  — j ,  «■ 
daraus 

y  =  Sdx  Sdx  C^  +  Cx*  +  CTx  +  C". 

rdx___± 

J  '*  *' 

a]0o  endlich  y  —  J/x  +  C/x»  +  C'x  +  C\ 


Es  ist  aher  |— r  =  —  :7j^,  »Ißo 
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Integration  der  partiellen  Differentiale. 

§•  849.  Bezeichnet  u  eine  Function  der  beiden  von  ein- 
ider  unabhängigen  Variablen  x,  y^  und  ist  der  zweite  par- 

slle  Differentialquotient  (x^)  =  ^>  also  (§«674)  ;zf=/(x,y); 

f  l'ässt  sich,  obschon  hier  zwei  veränderliche  Grössen  a*, 
irorkommen  •  die  urspr.  Function  u  dennoch  nach  densel- 
3n,  für  die  Integration  der  Differentialformeln  einer  Va- 
ablen  aufgestellten  Regeln  herleiten;  weil  nach  dem  Sinne 
ieses  Differential quotienten  der  Beihe  nach  nur  immer  eine 
&r  beiden  Grössen  x,  y  als  variabel ,  die  andere  aber  als 
>]i8tant  angesehen  wird.  Es  ist  nämlich,  wenn  man  das 
itegral  nach  a  durch  jg  und  jenes  nach  y  durch  Jy  bezeich- 
et, wegen 

^enn  man  auf  beiden  Seiten  nach  y  Integrirt:  l^l  =jyzdy; 

orans  folgt:  l^\  dx  =^  do^fpzdy ,  und  wenn  man  jetzt  nach 

integrirt:  u=jxdxjpzdy;  dabei  ist  wegen  Gleichung  (m), 
670,  die  Ordnung  der  beiden  Integrationen,  ini  AUgemei- 
en  genommen,  willküriich,  und  es  ist  eben  so  gut  auch 
^==  j^dyjxzdx.  —  Kürzer  und  üblicher  ist  folgende  Be- 
sichnung:  u^fjzdxdy  oder  u=jjzdydx,  wobei  eich  je- 
es  der  beiden  Integralzeichen  auf  eine  der  beiden  Variablen 
und  y  bezieht;  ein  solches  Integral  wird  auch  ein  dopp- 
eltes oder  zweifaches  (duplicirtes)  Integral  genannt. 

§.  860.  In  Betreff  der  willkürlichen  Constanten  muss 
och  bemerkt  werden,  dass  man,  der  nöthigen  Allgemein- 
eit  wegen,  dem  Integral  nach  y  'eine  unbestimmte  Func- 
ion  von  ^,  z.  B.  X,  und  dem  Integral  nach  x  eine  unbe- 
timmte  Function  von  y ,  z.  B.  F,  beifügen  muss ,  weil  da- 
lurch  immer  noch  die  Bedingung  erfüllt  wird,  dass  das 
Mfferential  der  Constante  verschwindet,  indem,  wenn  man 
lach  y  differentiirt,  dXj  und  wenn  man  nach  a  differentiirt, 
lY  Null  wird.  Da  indess  in  der  Anwendimg  diese  Integral^ 


566 

immer  innerhalb  gewisser  Grenzen  (§.  869) ,  genommen  w 
den^  so  sind  in  diesem  Falle  auch  diese  willkürlichen  G 
stauten  entbehrlich. 

Beispiel.    Um  das  Integral  u  sr  i  1    ^    va  bestiimnai , 

1  luv* 

man ,  wegen  — r —  » '^  +  *^  —  ...    (Air  x  <r  jr  schreibt  i 

x  +  yxx'x* 

— : —  = A  +  -5— •«.)  w^^  «  —  f« </x  1   — r^  sofort: 

~x^2x*  +  3x'       •••  ■<"^' 
wo  X  die  Stelle  der  unbestimmten  Coustante  vertritt,  und  daher: 

wobei  y  eine  wiUkürliehe  Function  von  y  ist. 

Bei  Umkehrung  der  Ordnung  der  Integration  erh&lt  man  genan  i 
selbe  Besultat,   wenn  nuin  nacb  der  ersten  (nach  x  ansgefthrten)  Ii 
gration  die  Fnnct  7*,  und  nach  der  zweiten  (nach  y  genommeoeo) 
tegration  jene  JT  als  willkürl.  Constante  beifügt  und  iXdx  =  X^ 
wie  SYdy=Y  setzt. 

§.  851.  Es  ist  jetzt  auch  die  Bedeutung  des  dreii 
chen  (triplicirten)  Integrals  jjjvdadj/dzy  wobei  r  ina  J 
gemeinen  eine  Funct.  der  drei  unabhängig  veränderlicl 
Grössen  x^y^z  sein  soll,  leicht  zu  verstehen.    Ca  ist  ni 

lieh,  wenn  der  partielle  Quotient  (577^^)  =  ^  gegeben 

daraus,  wenn  man  zuerst  nach  z^  dann  nach  y  und  endl 
nach  X  integriren  will  (im  Allgemeinen  ist  die  Ordnung  « 
der  willkürlich) : 

u  =jJSv  dx  dy  dz  =ja.  dxjp  dyjg  v  dz. 
In  Hinsicht  auf  die  willkürl.  Constanten  ist  wieder 
bemerken ,  dass  man  nach  der  in  Bezug  auf  z  durchgefil 
ten  Integration  eine  willkürl.  Function  von  Xy  y,  und  so 
den  beiden  übrigen,  nach  y  und  a  ausgeführten  IntegnU 
nen  beziehungsweise  eine  Function  von  a,  z  und  y ,  z  hei 
gen  muss. 
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Sechstes  Capitel. 

>n    der  Integration    der    vollständigen  ^    ferner  der 
mogenen  Differentialformeln  zweier  oder  mehrerer 
Variablen  der  ersten  Ordnung. 

tegration  der  vollständigen  Differentialformeln. 

§.  852.  Da  es  für  jede  Function  mehrerer  Variablen 
nrohl  partielle  als  vollständige  Differentiale  gibt^  so 
an  man  auch  wieder  umgekehrt  die  Function  durch  In- 
rration  ihres  partiellen  oder  vollständigen  Differentials  zu 
den  verlangen.  Das  erstere  ist,  wie  wir  im  vorigen  Ca- 
el  sahen,  immer,  wenigstens  näherungsweise  möglich,  in- 
m  sich  das  Verfahren  auf  die  Integration  von  Funptionen 
ner  Variablen  beschränkt.  Schwieriger  ist  die  letztere 
ifgabe,  die  uns  zum  Theile  jetzt  beschäftigen  soll;  wir 
schränken  uns  dabei  auf  die  Differentialausdrücke  der  er- 
en  Ordnung  von  Functionen  zweier  Variablen. 

§.  85S.  Es  sei  u  =/{«,  y)  eine  Function  der  beiden 
abhängigen  Variablen  ^,  y;  so  ist  (§.  671) 

(1)    du  =  Pda+Qdy 
8  Tollständige  Differential  derselben,  wobei  im  Allgemei-* 
n  J^  und  Q  neue  Functionen  von  a  und  y  sind,  itir  welch« 
670)  die  Bedingungsgleichung  besteht: 

<^)  f = m- 

^  aber  (§.  671)  P=i^l  ist^  so  erhält  man,  dieses  par- 

Ue  Differential  nach  x  integrirt,  daraus  (§.  849) 

(3)    u=S.Pda  +  Y, 
»bei    Y,  als  eine  willkürl.  Funct.  von  y,   die  Stelle  der 
best.  Constante  vertritt.  Diese  Function  Y  wird  aber  hier 

rch  die  Bedingung  bestimmt,  dass  (§.  671)  I  j^i  =  Q  sein 

DU98.     Differentiirt  man  daher  diese  Gleichung  (3)  nach  y, 
d   setzt   das   Integral  (4)  jxPda=iv;   so   erhält  man: 


91» 

(ji\ = 1^1  -f  j^,  folglich  auch  nach  der  vorigen  Be  dinguo] 
gleichung  sofort  Q  =  lj^\  +  7-  •  Ana  dieser  Gleicli  11 
folgt  <?y=  I  Q  —  (j")  l^y»  ^^^  wenn  man  integrirt: 

Man  hat  daher  nach  der  Gleichung  (3),  mit  Bückdcht  i 
jene  (4): 

ein  Ausdruck  y  welcher  immer  vollkommen   bestimmt  wi 

den  kann,  weil  die  Differenz  Q —  (jlji  ^^  wir  der  Küi 

wegen  durch  S  bezeichnen  wollen,  bloss  eine  Function  t 
y  ist ,  und  also  kein  a  enthält.  Denn  es  ist,  wenn  man  na 
a  differentürt : 

oder  wegen  (J.  670) 

nämlich  zufolge  der  Bedingungsgleichung  (2),  zum  Bein 
da»«  S  k^io  a ,  n^d  sofort  höchstens  die  Yariable  jf  e 
hüten,  kmn* 

A  n  m  e  r  k.    Kehrt  mfi«  die  Ordnung  dieses  Yeiiahrena  in  so  veit  1 
dass  man  anstatt  vom  Co^cienten  P,  von  jenem    Q   aasgeht, 
setzt  f^Qdy  =  v  \  so  erii^Ut  man  iie  mit  der  ohigcn  (L)  gaai  t 
löge  Gleichung 

wohei  eben  so  diese  Pifferens  -P"^  1  j"  1  ^^'oi  y  enthält 

Beispiel    Um   die   Differentialformel  du  «-  J^*  T  *.  ^  t 

»  +  y 

welcher  P—    ^  ?    w  imd  Q  -•     7"/  ^  ,  folgUch 

/^      /rfQ\        g'  —  y' 


TW*« 

ist ,   zum   Beweis ,    6aa» '  de   yoUstindig  sei ,   za  integriren ,    liat  niAn 
also  nach  der  obigen  Formel  (I.): 


g)  +  C.    [HL,  4tO.] 


K  «»  v  =  ßrc  tang 

\y 

Integration    der     homogenen    Differentialaus- 
drücke  der  er  8  ten  Ordnung. 

j.  854.  Die  in  §.  077  entwickelte  Relation  (q) ,  welche 
;wi8chen  einer  homogenen  Function  und  den  Differential- 
])oefBcienten  ihres  roUständigen  Differentials  Statt  hat, 
lietet  ein  äusserst  einfaches  Verfahren  zur  Integration  ho- 
oogener  Differentialausdrftcke  dar.  Denn  es  sei  Pda  -^  Qdy 
\-  Rdz  -f- . . ,  =  du  ein  vollständiges  Difierential  einer  Func- 
ion  tt  von  den  Variablen  ä!y  y  ^  z^  . , »  und  zugleich  so  be- 
chaffen ,  dase  P»  Q,  i2,. ..homogene  Functionen  dieser 
ITariablen  von  einem  und  demselben  Ghrade  m  sind,  wo- 
hirch  also  u  eine  hooAOgene  Function  des  (m  -f- 1)*"  Grades 
vird;  so  ist  zufolge  der  erwähnten  Relation: 

Pa  +  Qy  -^^  Rz  -{-...  =^  (m  -{- 1)  u .  also 

Ä)!(Pdx  +  Qdy-\-Edz  +  ...)=^^^±^^^^±^'^a. 

Beispiele.  l)Fflrda8  Integral  {(ydx  +  xdy)  ist  P '^  y^ 
Q  ■=  X,  m  =  1  und  (t— f  =  1  j^l  =  ^  >  ^^  die  Bedingung  der  In- 
tegrabilitat   vorhimden.     Nach    der    vorigen  Formel  {A)   ist  demnafsh: 

/(ydx  +  xrfy)  =  3ti+jy[ «  ,^  +  C. 

S)  Uin  das  Differentiale 

du  =  (3xa  +  20^*) dx  +  (4axy  +  36y «)  dj 
m  integriren  ,   ftr   welches   P  —  3x*  +  2ay*  nnd  Q  =-  4axy  +  36y' 
homog.  Functionen  des  m  »  3**"  Grades  sind ,  ha^  man  ifieder  hhaM.  der 

genannten  Formel: 

8 

und  es  ist  hier  u  eine  homog.  Function  des  dritten  Or»dM. 

Anmerk.  Für  m  —  —  1  führt  die  obige  Formel  (A)  auf  die  idear 
tische  Gleichung  0  »>  0 ,  und  zeigt  dann  gew<>hnlich  an »  dass  das 
gesuchte  Integral  nicht  algebraisch  ist,  so,  dass  man  dann 
wieder  sur  allgemeinen  Integrationsmethode  Zuflucht  nehmen  muss. 


Siebentes  Capitel. 

Von  der  Integration  der  Differentudgleickungen  der 
ersten  Ordnung  zwischen  zwei  Variablen. 

§.  856.  Sind  die  DifferentiaIcoe£Gcienten  der  gesuchtai 
Function  nicht,  wie  bisher  angenommen  worden,  unmittelbar 
oder  explicit  durch  die  unabhängigen  variablen  Gröasen  aus- 
gedrückt, sondern  hat  man  bloss  (implicite)  eine  Bdatk» 
oder  Gleichung  zwischen  diesen  Grossen ;  so  muss  man  & 
ursprüngliche  Function  aus  dieser  Differentialglei- 
chung entwickeln  oder  herleiten. 

Eine  solche  Differentialgleichung,  und  zwar  wie  wir 
hier  yoraussetzen,  zwischen  zwei  Variablen  von  der  erstei 
Ordnung  und  vom  ersten  Grade,  ist  von  der  Form 

und  lässt  sich  immer  auf  jene  (1)  Mda  -|-  Ndy  =  0,  wobal 
im  Allgemeinen  M  und  N  Functionen  von  x  und  y  sind,' 
zurückfuhren.  —  Die  vorzüglichsten  Mittel,  deren  man  ioA 
zur  Zurückleitung  der  ursprünglichen  Gleichung  oder  Func- 
tion aus  ihrer  Differentialgleichung  (1)  bedient,  wenn  nicht 
etwa  ohnehin  Mda  -{-  ^dj/  ein  voUständiges  Differential 
der  Function  u  =  (f{x,  y)  ist,  in  welchem  Falle  man  diese 
nach  dem  vorigen  Capitel  bestimmen  und  sofort  u^=^  C  findea 
wird,  bestehen  a)  in  der  Absonderung  der  Variablen, 
und  h)  in  der  Auffindung  des  integrirenden  Factors 

a)  Von  der  Absonderung   der  veränderliche! 

Grössen. 

§.  866.  Der  Zweck  jenes  Verfahrens,  welches  das  Ab 
sondern  der  Variablen  genannt  wird,  besteht  darin,  di 
gegebene  Differentialgleichung  Mdx  +  Ndy  =  0  auf  jeo 
Xrf«+ydy=0  zu  bringen,  in  welcher  X  bloss  ein 
Function  von  x  und  Y  eine  Function  von  y  ist.  In  diesei 
Falle  erhält  man  dann  jJCdx  -^jYdy  =  C,  wo  Ceine  wiD 


kürliche  Constante  bezeichnet,  und  das  Ganze  sonach  auf 
die  Integration  von  Differentialen  einer  Variablen  zurück- 
geführt ist. 

Beispiele.  1 )  Ist  die  Differentialgleichung  ydx  '\'  xdy  =0 
gegeben ,  so  erhält  man  daraus   durch   Division   mit   xy   (wodurch  hier 

die  Absonderung  bewirkt  wird) : 1 — *^  =  0 ,   und  aus   dieser  Glei- 

X  y 

chnng  durch  Integration ,  wenn  man   der   willkürlichen    Constanten  die 
Form  IC  gibt :  Ix  +  ly^lC,  d.  i.  Ixjf^lC  oder  xy  —  C. 

S)   Aus    der    Differentialgleichung  dxVl  +  y*  —  xdy^^O    folgt 

dnrch  Absonderung: —  ■■    ,     ^  —  ,     und    daraus    durch  Integration 

(§:   790) :   Zx  =  /  (y  -|-  VT+y*)  +  C>  oder  wenn  man  der  Conslanten 
C  die  Form  -^  /  C  beilegt : 

ICx^K^^  Vi  +y«)   oder    Cx'^  y  •\'  V 1  +  y*. 

8)  Ist  allgemein  ^  die  Gleichung  XYdx  +  X'  y  (fy  —  0  gegeben, 
so  bewirkt  man  die  Absonderung,  indem  man  diese  Gleichung  durch 
X'Y  dividirt  Auf  diese  Weise  erhält  man  s.  B.  aus  der  Gleichung 
x*y  dx  +  (2y  —  1)  V x  dy  mm  0  sofort : 

|x*  +  2y  -.  /y  =  C. 

§.  857.  Ist  die  gegebene  Differentialgleichung  h  o  m  o  g  e  n , 
d*  i.  (§.  677)  so  beschaffen,  dass  Jf  und  N  homogene  Func- 
tionen von  X  und  y  und  z.  B.  der  n***  Ordnung  sind ;  so  ist 
das  Trennen  oder  Absondern  der  Variablen  immer,  und 
zwar  dadurch  möglich ,  dass  man  y  =  xz  setzt ,  wo  z  eine 
neue  veränderliche  Grösse  ist.  Denn  da  bei  dieser  Voraus- 
setzung die  Differentialcoefficienten  Jlf  und  N  von  der  Form 

sind,  wobei  a-f-P  =  y  +  Ä==...=ni8t;  so  erhalten 
diese  durch  die  genannte  Substit.  von  az  statt  y  die  Form: 

af^(Az^  +  Bz^  4-  •  •  •)  >  8^  >  ^^^  ™*^  -^=  ^"-^  ^^^ 
JV=  a^27 ,  wo  Zund^  bloss  noch  Functionen  von  z  sind, 
setzen  kann.  Dadurch  wird  aber  die  gegebene  Differential- 
gleichung (1)  (§.  855),  wenn  man  zugleich  auch  Air  dy  den 
aus  y  =  xz  folgenden  Werth  adz'\-zdx  substituirt: 

Zaf"  da  +  Z'a^(xdz  +  zdx)=0,. 
aus  welcher  Gleichung  man  durch  Absonderung 

Borges  Compsndlum  d.  htfb,  Math.  36 
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c/jf    1        Z"  dz     ^ 


und  daraus  durch  Integration 

erhält,   in   welcher    Gleichung  nach  vollendeter  Integration 
für  z  wieder  der  entsprechende  Werth  -  hergestellt  wird. 

Beispiel.     Für  die  homogene  Differentialgleichung 

y  dx  ^ ■ —    du 

erhält  man^  y  '^^x  gesetzt,  nach  gehöriger  Reduction: 

{\+*){xdz  +  zdx) 
,ax jf— j , 

Jx       1  4-  « 

und  daraus  durch  Absonderung: \-    ^  ,   </z  —  0.  Diese  letatere Gld. 

X  2z' 

chung  integrirt,  was  keine  Schwierigkeit  hat,  gibt:  ^ar  +  i/«  —  r-«»C, 

mZ 

y 

oder  wegen  «  «^  £.    endlich  : 

X 

/x  +  i/(^)-^  +  C.  PII,  478.] 

§•  858.  In  der  gewohnlich  sogenannten  linearen  Glei- 
chung der  ersten  Ordnung:  dy  -{-Py  dx=  Qdxy  in  wel- 
cher P  und  Q  beliebige  Functionen  von  a  bezeichnen,  lässt 
sich  die  Absonderung  der  Variablen  auf  eine  sehr  sinnrei- 
che Weise  bewirken.  Setzt  man  nämlich  y=:AZf  also 
dy  =  JCdz-\-zdXf  wobei  X  eine  noch  unbestimmte Funct. 
von  a  bezeichnet;  so  erhält  man:  zdX'{'Ädz-\-PXzdx 
=  Qdx\ 

Um  nun  diese  Gleich,  in  zwei  andere  zu  zerlegen,  in 
welchen  sich  die  Variablen  absondern  lassen,  bestimme  man 
die  Funct.  JiC  dergestalt,  dass  JCdz-\-PXzdx  =  0,  folglich 
auch  zdJI^=  Qdx  wird.    Die  erste  dieser  beiden    Gleich. 

durch  X  dividirt,  gibt  dz-^-Pzdx^^O  oder  —  =  —  Pdx, 

und  wenn  man  integrirt:    lz=^ — jPdXy  oder  wenn  e   die 
Basis  der  natürlichen  Logarithmen  ist,  sofort  auch 

{a)z=e-^P^». 
Mit  diesem  Werthe  von  z  gibt  jetzt  die  zweite   der  ange- 


ses 

führten  Gleich. :  dÄ=:  Qe^^^^dxy  und  wenn  man  integrirt; 
{oL^  X-=^^ Qdxe^^"^" -\-  C.  Da  aber  y=^Xz  ist,  so  hat  man 
endlich ,  wenn  in  dieser  letztern  Gleich,  fiir  X  und  z  die 
Werthe  aus  (a)  und  (a)  substituirt  werden: 

Beispiel.  Um  die  Gleich.  dy-^ydx^>=^x^dx  zu  iutegriren,  hat 
manP— 1  nnd  Q«x*,  demnach  jPrfr —/(/x  ==  x,  nnd  nach  der 
Formel  (jß):  y  ««  «— *  (J  ar'  e*  </x  +  C) ,  oder  wegen  (§.  829)  /  x*  e*  (f  x 
«  c*(ar*-- 2x  +  2)  endlich: 

y«Ce-«  +  x»  — 2ar+2. 

Anmerk.    Diese  gefundene  Gleichnng  dÜferentürt,  gibt: 

dy  «<fx(2x  — 2 — C«— *), 
und  wenn  man  aus  diesen   beiden  letzten   Gleich,  die  Conetante  C 
eliminirt,    erh&lt  man:    dy'\'ydx^='x^dxj    nämlich  erst  dadurch 
die  ursprünglich  gegebene  Differentialgleichung  wieder.  Vergl.  §.  681, 
Anmerk.  [HL,  481  —  483.] 

h)  Aufsuchung  des  iniegrirenden  Factors. 

§.  850.  Aus  §»  681  (Anmerk.)  folgt,  dass  eine  Diffe- 
tentialgleichung  der  ersten  Ordnung  zwischen  zwei  Variab- 
len nicht  bloss  aus  der  unmittelbaren  Differentiation  einer 
Gleichung  mit  zwei  Variablen »  sondern  allgemein  dadurch 
entflieht  9  dass  man  aus  einer  solchen  und  der  daraus  abge- 
leiteten Differentialgleichung  eine  beliebige  Constante  elimi- 
nirt  (Anmerk.  des  vorig.  §.).  Besitzt  nun  die  erstere  oder 
ursprüngliche  Gleichung  die  Form  w=C,  wo  u=f(x,  y) 
sein  soll ;  so  wird  schon  durch  die  unmittelbare  Differentia- 
tion die  Constante  C  eliminirt,  indem  man  du^=^0  erhält, 
und  es  ist  klar ,  dass ,  wenn  nicht  etwa  ein  vorhanden  ge- 
wesener gemeinschaftlicher  Factor  aufgehoben  worden,  aus 
dieser  Differentialgleichung  nach  dem  sechsten  Capitel  leicht 
wieder  die  ursprüngliche  Gleichung  u=  C  zurückgeleitet 
werden  könne,  indem  in  diesem  Falle  du  ein  vollständi- 
ges Differential  einer  Function  zweier  Variablen  a;  und  y  ist, 

Ist  z«  B.  -  *»  C  die  nrsprüngliche  Gleichnng,  so  folgt  daraus,  wenn 

man  differentiirt: ;;; =■  =  0.  Wird  daher,    ohne  mit  dem  gemein- 

1 
sdufUichen  Factor  -|  absukftrsen,  die  Diff^rentialgleicfating 
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y      y^ 

xur  Integration  gegeben;    so  findet  man  nach  dem   Torigen  Capitel,   da 
dieses  Differential  vollständig  ist,  ohne  Schwierigkeit  wieder  -  »  C. 

§«  880«  Hat' man  dagegen  einen  in  du^^zctu  vor- 
handenen gemeinachafilichen  Factor  z  aufgehoben»  so,  daes 
nun  d'u  kein  vollständiges  Differential  mehr  ist,  und  soll 
jetzt  die  Gleichung  ctu^=0,  die,  wenn  die  ursprüngliche 
Gleichung  nicht  die  genannte  Form  u=  C  besitzt,  auch 
durch  die  erwähnte  Elimination  der  Constanten  C  entste- 
hen kann,  integrirt  werden ;  so  kann  dieses  in  der  vorliegen- 
den Form,  da  jetzt  die  Integrabilitätsbedingung  mangelt, 
nicht  unmittelbar  ausgeführt  werden,  und  die  Int^ration 
wird  nur  dann  erst  möglich ,  wenn  man  die  unvollständige 
Differentialgleichung  d'u  =  0  wieder  mit  dem  abgekürzten 
Factor  z  multiplicirt  hat. 

So  erhalt  man  im  vorigen   Beispiel   dorch  Abkürzung   des  Factors 
-ä  die  Gleichung  ydx^^xdy  »'O  [man  erhält  diese  Differentialgleichniig 

y 

.  aber  anch  ,  wenn  die  nrsprüngh'che  Gleichung  nicht  u  «»  x^  «»  C,  son- 
dern tf  =:  ^  >^  Cx  =^  0  ist,  und  ans  dieser  und  ihrer  Differentialgleichniig 
du  =  dy — Cdx^'O  die  Oonstante  C  eliminirt  wird],  welche,  da 
xdjf'--^dx  kein  vollständiges  Differential  ist  [man  findet 


m=-""m-^'^- 


so  nicht,    sondern  dann  erst  integrirt  werden  kann,    nachdem   man  mit 

dem  abgekürsten  Factor  <  «■  -^  multiplicirt  hat. 

Eben  so  wird  die  unvollständige  DifferentialgL  Sy  dx+  2xdy  =  0 
(welche  entsteht ,  indem  man  die  Gleichung  x*y^^^  C  differentiirt  nnd 
dann  durch  x'y  abkfint)  durch  die  Multiplication  mit  dem  Factor 
zsszx'y  vollständig  und  integrabel. 

§.  861.  Erklär«  Ein  solcher  Factor  nun,  mit  welchem 
man  eine  unvollständige  Differentialgleichung  multipliciren 
muss,  um  sie  vollständig  und  integrabel  zu  machen,  heilst 
integrirender  Factor,  und  es  gibt  für  jede  unvollstän- 
dige Differentialgleichung  zwischen  zwei  Variablen,  die  den 
ersten  Grad  nicht  tibersteigt  und  von  einer  Gleich.  9  («,  y,  C)=0 
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abgeleitet  worden,  immer  einen  integrirenden  Factor  Zj  wel- 
cher im  Allgemeinen  eine  Function  von  x  und  y  ist* 

-  §.  862.  Zur  Entwickelung  des  Verfahrens,  den  integri- 
renden Factor  aufzufinden,  sei  3fda;+iVrfy  =  0  eine  un- 
vollständige Differentialgleichung  und  z  =f{x,  y)  der  zuge- 
hörige integr*  Factor,  so,  dass  nunmehr  Mz  da  -{-  Nz  dy  =  0 
eine   vollständige  Differentialgleichung  ist,    mithin  die 

Bedingungsgleichung  besteht:  I  ',  -l  =  I  '  ^j.  Diese  letz- 
tere Gleichung  entwickelt,  gibt,  wenn  man  gleich  trans- 
ferirt : 

«  <;)-^(if)+[Q-(S)]'=»- 

§.  86S.  Wäre  man  nun  allgemein  im  Stande,  aus  die- 
ser Gleichung  (1)  einen  Werth  für  z  zu  finden,  so  würde 
die  Aufgabe  gelöst  und  ein  integrirender  Factor  fOr  die  ge- 
gebene Differentialgleichung  gefunden*  sein;  allein  die  In- 
tegration dieser  Gleichung,  die  dabei  nöthig  wird,  ist  in  der 
Begel  schwieriger  als  die  der  ursprünglichen  oder  gegebe- 
nen Gleichung  selbst ,  und  es  ist  bis  jetzt  nur  erst  unter 
gewissen  Bedingungen  möglich,  diesen  Factor  z  vollkommen 
zu  bestimmen*  Diese  Bedingungen  sind:  erstens,  wenn  z 
eine  Function  entweder  bloss  von  a  oder  bloss  von  y  sein 
darf,  und  zweitens,  wenn  die  gegebene  Differentialgleichung 
homogen  ist;  beide  diese  Fälle  wollen  wir  nun  weiter 
untersuchen. 

§.  864.  Es  sei  also  z  z.  B.  bloss  eine  Function  von  a, 
so,  dass  es  hinreicht,  die  Gleichung  Mdx  -f-  ^dy  =  0,  um 
sie  vollständig  und  integrabel  zu  machen,  mit  einer  gewb- 

sen  Function  von  x  zu  multipliciren ;  so  wird  l^j=:0,und 

die  obige  Gleichung  (1)  verwandelt  sich  in  folgende: 

oder  da  der  zweite  Theil  der  Gleichung  kein  y  enthalten 
kann  (indem  sonst  z  auch  von  y  abhängig  wäre  und  bloss 
eine  Function  von  a?  ist,  so  sei: 


KJUä 


«i[C^-{S)]=^. 


also  -^^iXda;  so  ist,  wenn  man  integrirt: 

lz=iXda  oder  (I)  z  =  e^^^'. 

§.  885.     Genau   eben    so  erhält  man  bei   der  Voraus- 
setzung,  dass  z  bloss  eine  Function  von  y  sein  darf,  für 

An  merk.  Die  beiden  Gleichungen  (2)  und  (3)  dienen  zngl«idi  aU 
Kennzeichen,  ob  der  gesuchte  integrirende  Factor  z  bloss  eine 
Function  Ton  x  oder  von  y  sein  darf.  —  Wird  in  (2)  X  oder  xd 
(3)  y«sO,  so  ist  diess  ein  Zeichen,  dass  z  constant  und  die  gege- 
bene Gleichung  schon  an  und  f^  sich  eine  Tollstftndige  Differential- 
gleichung ist 

Beispiel.    Für  die  gegebene  Differentialgleichung 

dx  +  (adx  +  2by  dy)  Y  l  +  x'  -=  0 

ist  M^  1  +  aV  l-fx"  und  iV«26y  VT+T*,  folglich 

also  die  Integrabilitftts  -  Bedingung  nicht  vorhanden.    Weil  aber   nach 
Gleichung  (2)    (§.    864)    X  =  —  — - — •,  bloss  eine  Function   von  t 

1  "^  X 

ist,   so  l&sst  sich  der  integrirende  Factor  nach  Fomu  (L)  ((.  SM)  be- 
stimmen.   Es  ist  nftmlich 

jXdM J^iii-, 1/0+*') lVT+^  (§.  777), 

1 


daher  «  —  «-U^TTi»  oder /2  —  — /Kl +Jr"'"'r7=r==i»    ^^*^   "•* 

K     1  -f-  X' 
1 

z  «-  als  gesuchten  integrirenden  Factor.  Die  gegebane  Gleich. 

K    1  +  x' 


damit  multiplidrt,  gibt     •  -f" ^  ^'  +  ^^V  <iy  ^^0,  welche   Glei- 

V  1  +  x' 

chung  nuB  in  der  That  integrirbar  ist;  denn  man  hat 

(§.  790)  r--i^«i(x+y7+10. 

J  K  l+x' 
jadxaBmax  und  /26y  e/y  «»  &y';  also  die  gesuchte  Integralgleichung : 

flx  +  6y'  +  /(x-4-Kl+x*)-C. 

§.  806.    Ist  aber  zweitens  die  gegebene  Differentialglei- 
drang  Mdx+Ndy  =  0  homogen,  sind  namlidi  Jf  und 
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iV  homogene  Functionen  von  x  und  y  und  gesetzt  vom  n**" 
Grade;  ßo  sei  der  gesuchte  Integrirende  Factor  z  vom  m**" 
Orade*  Bemerkt  man  nun^  dass  in  der  vollständigen  Diffe- 
rentialgleichung (1)  Mzdx'{'Nzdy^=^du  die  Glieder  Mz 
und  Nzy  welche  sofort  vom  m  -|-  w**°  Grade  sind,  durch  das 
I>ifferentiiren  von  u  eine  Dimension  verlieren  (vergl.  §.  677), 
so  war  u  nothwendig  vom  Grade  m  +  n  + 1  >  und  es  ist 
zufolge  des  in  §♦  677  entwickelten  Satzes : 

Mzw  -{-  JNzy  =  (w  -f-  ^  +  1)  w» 

Die  vorige  Gleichung  (1)  durch  diese  getheilt,    erhalt  man, 
wenn  gleich  durch  z  abgekürzt  wird: 

Mdx  +  Ndy  1  du 

Mx  +  Ny  m  +  n  +  1   u 

Da  nun  aber  der  zweite  Theil  der  Gleichung  integrabel  ist, 
so  muss  es  auch  der  erste  sein,   woraus   sofort  folgt,  dass 

hier  z  =  j^    ,  ^^    der  gesuchte  integrirende  Factor  ist. 

An  merk.  1.  Hat  man  Air  die  Diffierentialgleichang  Mdx -\-  Ndy  ^»0 
einen  integrirenden  Factor  z  gefunden,  so  können  daraus  noch  un- 
zAhlige  andere  abgeleitet  werden.  Denn  multiplicirt  man  die  voll- 
ständige Gleichung  Mzdx'^Nzdy  '^  du  mit  einer  beliebigen  Func- 
tion von  u,  80  ist  Mz(f  (m)  dx-j'Nzff  (u)  dy  «^  (f  (u)  du  immer  noch 
eine  vollständige  Differentialgleichung  [weH  (f{u)du  ein  vollstftndi- 
ges  Differential  ist].  Alle  Faetoren  also,  die  nur  inmier  ans  «9(11) 
abgeleitet  werden  können,  sind  fOr  die  gegeb.  Differentialgleich.  in- 
tegrirende Faetoren. 

A  n  m  e  r  k.  2.    Die  auf  diese  Art  vervolUt&ndigten  Differentialgleichun- 

crexi  — ,/    .  ^^  ^    gehören  «um   Grade  —  1 ,    nnd   können  daher 

*         Mx+Ny      ^ 

(§.  854,  Anmerk.)  nicht  nach  §.  S54  integrirt,    sondern  mfissen  auf 
gewöhnliche  Art  behandelt  werden. 

Beispiel.   Fftr  die  homogene,  unvollst&ndige  Differentialgleichung 
y^dx  +  x*dy  —  xydy^O  ist  Jlf «  y»,  2V=«  x'  —  xy ;   folglich   der  in- 
tegrirende Factor :    -77: — .    ..-    =  »-- — .  Die  gegeb.  Gleich,  damit  mul- 
"  Mx  +  Ny        x^y 

tiplicirt,  gibt:  y  — 1+  — ^  =  0,  und  da  in  dieser  Gleichung 

ist,  so  ist  sie  in  dor  That  vollständig  und  sofort  integrabel     Wird  die 
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nun,  6o  cruaii»  nuui  —  - 

Intdgralgleichang. 


Integration  ausgefUirt,  so  erhält  man  ~  -^  -\-  ly  ^m»  C  (ta  dM  gesuchte 


Achtes  Capitel. 

Bestimmte  Integrale  und  Anwendung  derselben  auf 
die  Rectification  und  Quadratur  ebener  Curven,  Qua- 
dratur oder  Complanation  krummer  Oberflächen  und 
Cubatur  der  von  ihnen  begrenzten  Körper. 

Bestimmte  Integrale  oder  das  Integriren  inner- 
halb bestimmter  Grenzen. 

« 

Erklärungen. 

§.  SWt.  1)  Da  man  jedem  Integral ,  um  demselben  die 
nöthige  Allgemeinheit  zu  geben ,  eine  unbestimmte  Constante 
beifügen  muss;  so  wird  ein  solches ,  mit  dieser  Constante 
versehenes  Integral  ein  vollständiges  oder  allgemeines, 
und  so  lange  die  Const.  nicht  bestimmt  ist,  auch  ein  unbe- 
stimmtes Integral,  dagegen  wenn  die  Constante  C  einen 
bestimmten  Werth  erhalten  hat,  ein  besonderes  oder  par- 
tiouläres  Integral  genannt.  Wird  aber  einem  Integral  gtr 
keine  Constante  beigefügt,  so  wird  es  (den  Fall  ausgenom« 
men,  in  welchem  C=0  ist)  ein  unvollständiges  odo: 
incompletes  Integral  genannt. 

Ist  nämlich  f(a)  die  durch  Integration  des  Differential- 
ausdruckes Ada  entstehende  Function ,  so  ist  (1)  jÄds 
^=^/(^)  "h  ^  ein  vollständiges,  unbestimmtes  In- 
tegral, wenn  C  die  noch  unbestimmte  Constante  bezeichnet. 
(2)  jXdx=f(a!) -{-c  ein  besonderes  Integral,  wenn  c 
ein  bestimmter  Werth  der  Const.  C  ist.  (3)  jJCdx  =f(x) 
ein  unvollständiges  Integral  (wenn  nicht  etwa  C  =  c^O 
geworden). 

§.  868.  2)  Weiss  man  aus  der  Natur  des  betreffenden 
Gegenstandes,  dass  fClr  ar  =  a  das  Integral  fÄdx=^A  sem 
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muss;  so  hat  man  aus  dem  mibestimmten  Integral  (1)  zur 
'  Bestimmung  der  Constante  C  die  Bedingungsgleichung 
i4=/(a)4-C>  daraus  C=sA — /(a),  und  daher ,  wenn 
dieser  Werth  in  (1)  substituirt  wird,  das  particuläre  Integral: 
jXdx  =/(a)  — /(a)  +  A.  Wird  dann  noch  der  Werth  des 
Integrals  /  Xdx  für  o;  =  &  durch  B  bezeichnet,  so  hat  man 
B  =/(b)  -f{a)  +  A  oder  (4)  J?  -  ^  =/(J)  -/(a)  als 
das  vollkommen  bestimmte  Integral. 

Man  nennt  A,  wenn  ^  =  0,  den  Anfang  des  Inte- 
grals, und  sagt,  wenn  es  sich  bis  x  =  b  erstrecken  soll,  das 
Integral  jXdx  fange  bei  a  =  a  an  und  sei  für  a;  =  &  com- 
plett  oder  vollständig.  Die  beiden  Werthe  x  =  a  und 
x=ib  heissen  Grenzen  des  Integrals,  und  wenn  diese  ge- 
geben sind,  so  wird  im  eigentlichen  Sinne  das  Integral  ein 
bestimmtes  genannt,  oder  man  sagt,  das  Integral  sei  in- 
nerhalb der  Grenzen  von  ^  =  a  bis  x  =  &  genonunen,   und 

wird  diess  jetzt  allgemein  durch  |  Xdx,  oder  wenn  das  In- 
tegral JXda  zwischen  den  Grenzen  a=^ao  und  a:  =  ^«  zu 

nehmen  ist,  durch  |      Xdx  angedeutet. 

§♦  SW.  Wie  die  vorige  Gleich.  (4)  zeigt,  wird  dieses 
bestimmte,  innerhalb  gegebener  Grenzen  zu  entwickelnde 
Integral^  ohne  dass  man  erst  die  Constante  C  zu  bestimmen 
braucht,  auch  gefunden,  indem  man  in  dem  allgemeinen  In- 
tegral (1)  zuerst  x  =  b  (bei  welchem  Werthe  nämlich  das 
Integral  enden  soll),  femer  x  =  a  (wobei  es  anfangen  soll) 
setzt,  und  das  letztere  Resultat  vom  erstem  abzieht;   denn 

man   erhalt   dadurch:     (5)   j    Ädaf=f(b)—f(a),   wobei 

Xda  =  d.f{x)  ist. 

Da  sich  nun  aber  bei  diesem  Verfahren  die  Const.  C 
aufhebt,  so  erhält  man  dasselbe  Resultat  auch  aus  dem  un- 
vollständigen Integral  (3);  es  ist  daher  bei  einem  Integral, 
welches  innerhalb  bestimmter  Grenzen  genommen  werden 
soll,  nicht  erst  noth wendig,  eine  unbest.  Constante  beizu- 
fügen.  [Häufig  jedoch  benützt  man  sie  zur  Bestimmung  des 


j: 


Anfangs  des  Integrals ,   wodurch  man  sofort  faXdx=/(j:) 
—f(a)  +  A  erhält]. 

An  merk.    Der   numerische   Werth   eines   bestimmten   Integrals,    wie 

Xdxy  Iftsst  sich  daher  immer  leicht   angeben,    sobald  man  die 
a 

Fonction /(ar) ,  durch  d^ren  Differentiation  Xdx  entsteht,  entweder 

in  einem  geschlossenen  Ausdruck  oder  durch  eine  convergirende  Beihe 

darstellen  Iftsst.  Ist  diess  nicht  möglich,  so  muss  man  diesen  Werdi 

durch  Nftherungsmcthoden ,    wovon  weiter  unten  (§.  SSO,  Anmerk.) 

eine  angeüfthrt  wird,  niherungsweise  zu  bestimmen  snchen  *). 

*)  Ein  besthnmtes  Integral  von  der  Form  i  f(a)  da ,  wobei  »  die  Va- 
riable, /(a)  irgend  eine  Function  derselben  und  a,  6  zwei  constante 
Grössen  bezeichnen,  hat  im  Allgemeinen  einen  bestimmten  oonstanten 
Werth,  und  kann,  wenn  man  denselben  eine  geometrische  Bedeutung 
beilegen  will,  als  die  Fl&che  einer  Curve  angesehen  werden,  deren 
Abscisse  a  und  Ordinate  /(et)  ist,  und  wobei  die  Flache  durch  die 
Abscissenachse,  die  Curve  und  diejenigen  beiden  Ordinaten  begrenzt 
wird,  denen  die  Abscissen  a  ^=»  a  und  a  =  6  entsprechen.  Der  Werth 
dieses  Ausdruckes  kann ,  wie  bereits  bemerkt,  immer  entweder  genau 
oder  nftherungsweise  angegeben  werden,  mit  Ausnahme  jener  FlUe, 
in  welchen  die  Ordinate  oder  Function  /(x)  f&r  einen  oder  mehrere 
Werthe  von  a,  welche  innerhalb  der  Grenzen  o  und  b  liegen,  unend- 
lich gross  wird. 

Blan  kann  jedoch  von  dieser  Auffassungsweise  auf  eine  noch  all- 
gemeinere flbergehen  und  annehmen,  dass  die  mit  /(et)  bezeichnete 
Function  eine  verftnderb'che  Grösse  x  in  sich  enthalte,  in  welchem 
Falle  dann  der  obigö  Ausdruck  aufhört  eine  constante  Grösse  sn  be- 
deuten, indem  er  eine  Function  der  Variablem  x  wird,  welche  -nm 
der  Foim  der  Function /(a)  und  den  beiden  Grenzen  abhängt  Dean 
sobald  die  angezeigte  bestimmte  Integration  in  Beziehung  auf  oc  aoz- 
gefilhrt  worden,  ist  diese  Grrösse  a  verschwunden,  und  es  bleibt  nur 
noch  eine  Function,  welche  die  Variable  x  enth&lt. 

Es  kann  aber  ausserdem  die  Variable  x  in  den  durch  a  und  b 
bezeichneten  Grenzen  enthalten  sein,  so,  dass  also  der  allgemeinste 
Ausdruck  eines  bestimmten  Integrales ,  welches  eine  Function  von  z 
darstellt,  sofort  sein  wird: 

X  ■=■  I  /(«,  z)rfa. 

Wir  mllssen  uns  hier  mit  dieser  Andeutung  begnttgen,  und  besUg- 
lich  der  weiteren  AnsAkhrung  dieses  interessanten  Capitelz  auf  grössere 
Werke,  a.&.  aof  Havier's  Lehrbuch  der  Differential,  and  Integral« 


§.  8Ta.   Aus  der  obigen  Darstellungeweiee  des  beBtimm- 

ten  Integrales  von  (1)  j      JCdx  z=zf(xj  —/(xq)  folgt  auch, 

dass  man  das  Intervall  der  gegebenen  Grenzen  der  Integra- 
tion Xq,  Xf^  durch Einscbaltung  anderer  Werthe  4?| ,  0:3,  ••  • 
der  Variablen  x,  in  zwei,  drei  und  mehrere  Intervalle  zer- 
legen und  sonach  setzen  kann: 

Jx^  Jx^  Jxi 

=  p  Xdx  +  p  Adx  +  f''Xdx  =»  etc., 

'»         't         *i 

wdl  offenbar 

=/(^i)  -/(*o)  +/(«„)  -/(*i) 

ist. 

Dabei  können  die  Werthe  ^1 ,  Xa ,  •  •  •  übrigens  auch 
ausserhalb  des  Intervalles  von  Xq,  x^  liegen* 

An  merk.    Wegen  |     Xdx  ^/(xj) — /(*a))  fo^lft  durch  Yergleichong 
mit  der  obigen  Formel  (0: 


j      Xdxzzz^i     Xdx, 


d.  h.  man  kann  die  beiden  Grenzen  eines  bestimmten  Integrals  mit 
einander  rerwechseln,  wenn  man  das  Vorseichen  desselben  indert; 
eine  Bemerkung ,  Ton  welcher  in  der  Anwendung  ein  häufiger  Ge- 
brauch gemacht  wird. 

§.  871.    Setzt  man  nach  dem  vorhergehenden  §. 

r^w  fi  /•'» 

I     f(x)dx=J    f(x)dx  +  \     fix), 

*f  X^  X^  *f  X| 

SO  wird,  im  Falle  Xi  das  arithmetische  Mittel  zwischen  x^ 
und  ^^,  und  dabei  die  Function /(o?)  so  beschaffen  ist,  dass 

recfanung  mit  Zns&tsen  yoq  Liou rille  (übersetzt  ans  dem  FransOsi« 
sehen  von  Dr«  Theod.  Wittstein)»  JoUy*!  Anleit.  sur  Diff  erential- 
nnd  Integralrechnung  n.  s*  w.,  rerweisen. 


.  I 
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sie  zu  beiden  Seiten  dieses  Mittels ,  z.  B.  für  o;  =  X|  —  a 
und  x  =  a!i  -{-a^  paarweise  gleiche  Werthe  mit  denselben 
Vorzeichen  besitzt,  sofort: 


/•3f|  /•«w 

I     f{^)dx=^l     f{x)dXi   d  her  auch 


H     f  V(^)  ^«  =  2  r V(a?)  d:r  =  2  p/Ca)  da: ; 

•'Jfo  •''o  •^'i 

dagegen ,  wenn  die  Function  f{x)  für  diese  Werthe  j*,  —  a 
und  a?4  -}-a  zwar  gleiche  absolute  Werthe,  jedoch  mit  ent- 
gegengesetzten Zeichen  erhalt,  sofort 

(w)     I     f{x)  d^  =  I    fix)  da  —  I     fix) dx  =  0  wird. 

An  merk.  Die  Fonnel  (m)  begrttDdet  in  gewissen  FäUen  eine  Verein- 
fachung des  Verfahrens,  wovon  in  der  Anwendung  ein  b&ufiger  Ge- 
branch gemacht  wird. 

So  ist  z,  B. 

I   ff  ^ir 

I  cMo?  cf  X  »  2 1     C05X  rfjr  =  2  i  «n  -  —  «n 0 1  -*  2 ;    dagegen 

r"        r^         f" . 

I    sinxdx  ■«  I     sinxdx  -f-  I    sinx  dx 
Jo  Jo  •'ff 

=«  1—  CO*  ö  +  COäOI  +  I—  CO« ff  -f-  CM  -I  —  1 , 

>»ff  ^ff  ^    ^ff 

.1    eMX<fx«l   cofJtrfaf-j-l    cosxdx 
Jq  ^0  *^n 

=«  I ""  « •"^ *t'>^l  +  l«»«  —  «in - 1  —  0. 

§.  8T2.    Beispiele    über    die    bestimmten    In- 
tegrale. 

1)    Um  die  bestimmten  Integrale  j    sinx^  dx  und  |      eosx^dx   tn 

finden,  hat  man  zuerst  fsinx*  dx  «-J  (x  — «inr  cosx) 

und  /  cos  x^dx  «=»  i{x  •{-  sinx  cos  x)  ;  mithin  ist 


I    ainx^  dx  »   j    co«x*rfx=  •- 


ns 


2)  üra  das  Integral  J     jiqj^  zu  finden,   hat  man  zuerst  Ar  das 
allgemeine   Integral  [§.  772.  Form  (U)]  f-r^,  =r  larctang^. 
Folglich  wegen  arc  tang  c«  —  -  und  arc  tang  0  =  0  sofort 


J. 


~     rfor 


ir 


o»+x*  2a' 


3)  Eben  .0  istj^'^^^«  |,   J"^e«*  c/.  -  <x> 


0 


e— nar  rfx  =  —  u,  8.  w. 


4)  Um  das  Integral  1     innerhalb  der  Grenzen  Ton  *  —  0 

JV  hx  —  a:* 

bis  X  =  6,  d.  i.  das  bestimmte  Integral  P  /*  ^^   .  ^u  finden,  hat  man 

J  or  6x  —  X* 
zuerst  nach  Formel  (a) ,  §.  822  ,  wenn  man  2a  —  ö  setzt : 

/^*  <^Jf  ^x»»-lK6x~x»    ,    (2n  — 1)6  f  x»-"t<fx 

integrirte  Theil  sowohl   flr  x  =  0    als   auch   ftr  x  =-  6  verschwindet,  so 
wird 

J,y6x-xa  2«         JoK6x-^x* 

Setzt  man   in   dieser  Formel   der   Reihe   nach  n  —  1 ,  2 ,  3  ,  »  .  , 

und    bemerkt,    dass    wegen     (§.    772)    f  ^    ^^         —  arcmv  (^— ^ 

JK6x— X«  \6/ 

sofort     I  ■      ■     —  arc  tinv  2  —  arc  »inw  0  =-  tc  — .  0  — i  w   ist :    so 

Jpyftx  — x» 

hat   man,   wenn   noch  Kürze  halber    Ybx  —  x*  =  ^  gesetzt  wird : 

J^xdx        hC^dx        b 

J*  ?^-°[f        ^"'»— '  fc  f  *  x'i-idx        1.8.5..  (%m—i) 
^     X     "     in>       J,~X  2.4.  6....  2™      *""• 

5)  Um  die  Differentialgleichung  <f  i  «» von 

*Vg(6— X)  (2rx— x«) 
X  =  0  bis  X  =  6  zu  integriren   (ein  in  der  Lehre   rom  Pendel  Torkom- 
mender  Fall) ,  hat  man  : 


6»4 

Nun  ist  aber 

demnach,  wenn  dieser  Wertb  snbstituirt  nnd  nm  abzukürzen,  Vbx — x*  «^ JT 
gesetzt  wird : 


0     ^ 


1.3.5        1     r*JP'<^ar 


•   2 . 4. 6  '   8 

■  0 


nnd  wenn  man  die  im  vorigen  §.  fllr  diese  bestimmten  Integrale  gefoiH 
denen  Werthe  snbstituirt ,  endlich : 

6)  Um  das  bestimmte  Integral  y  =  1    sin^  dtf  Vi— a*5tii^"    ra 

finden ,   setz»  man   V  l*-o*  «tny*  =  x ,    so   wird  m  9  •-•  —  V^l— rz*, 

a 

rftt  ■«    ,  —  nnd  daher,    wenn  man   diese  Werth«  in 

y  snbstitnirt  und  bemerkt ,   das8  ftr  die  beiden  Grenzen ,   zwisdien  wel- 
chen das  Integral  zu  nehmen  ist,  d.  i.  I&r  9  —  0  und  9  =:  -  die  YaiiabU 

X  beziehungsweise  =  1  und  s=  Vi— a*  wird ,  sofort : 

I  —  x*rfx 

y  =7  I     —  —  oder  aueh  (Anmerkung  in  f.  870) 

•^^  aVa'-'l  +  x* 
«Lf*         Jr»rfx 

Nach  der  Formel  (jB)  in  §.811  ist  aber,   wenn  man  Kflrze  halber  | 
a*  —  1  +  X«  =  -X"  setzt  (wegen  n  —  2,   yii  =  2,   p  =  — -J^,    assa'^-*l 
nnd  6  =  1) 

Jx'dx     '  xYX         o«— 1  r  rfx 
yx-    2  r-jFX 

oder  wegen  (J.  790)  Itt^  ■*  '(*  +  K-2r),  sofort: 


l  Cx^dx 


-  i^-^^K'  +  rx), 


2a  2a 


sts 


Ber&cksicbtiget  man  nun ,  dass  in  y  fttr  die  obere  Grenze  von  x  =  1  die 

Wurzelgrösee  YX=^i   »^^  ^^  die  untere    Grenze   von   x  —  l/l— o^ 
gleicb  Null  "snrd;  so  hat  man  endlich 

a  a'— 1 

oder  nach  einer  einfachen  Reduction: 


^K.  +  «)-[-"-^/(V-rr:ö] 


2  |_      '        a 


1— .»1 


Noch  einfacher  gelangt  man  zu  diesem  Resultate,  wenn  man  in  dem 
gegebenen  Ausdrucke  Yon  y,  cm  ^  =■  x  und  j —  ==■  a*  setzt,  denn  da- 


a' 


durch   erh&lt   man   sin  tf  «=  V^l  — -  x* ,    dtp  =  -t==  und   mit   Rdck- 

Vi  —  x' 

sieht  auf  die  nOthige  Aenderung  in  den  Grenzen: 


—  äj   (/xya»  +  x»  =  aj   rfx y ft«  +  x'. 


Es  ist  aber  (§.  816,  1.) 

J(/xya»+x««ixV«»  +  x»+-y-/(x  +  ya»  +  x*) 

und  daraus  ganz  einfach,  nach  einigen  Beductionen,  und  wenn  man  den 
Werth  Ton  «*  wieder  herstellt: 

wie  zuvor. 

Anmerk.  1*    Aus  diesem  letztem  Beispiele  ist  ersichtlich,  dass  wenn 

man  in  einem  bestimmten  Integrale    I      /(x)dx  (Clt  die  Variable 


X  eine  neue  Yer&nderliche ,  z.  B.  k,  welche  mit  der  ursprOnglichen 

X  durch  die  Gleichung   x  ==  9  (ti)  zusanmienh&ngen  mag ,    einfUiren 

will,  man  zugleich  auch  die  Integrationsgrenzen  In  der  Art  ändern 

mflsse,    dass   dabei   die   ursprüngliche  Bedeutung  beibehalten  wird. 

Man  muss  nftmlich  bei  dieser  Annahme  von   x  »  9  (ti)  Air  dx  so- 

d(p  (u) 
fort      y     du  [§.  681,  Relat  (4)]  und  statt  den  Grenzen,  x«,  *« 

diejenigen  Werthe  von  u  setzen,   welche  sich  beziehungsweise  aus 
den  Gleiehungen  x^  —  9  (11)  und  x^,  —  9  (m)  Ar  n  ergeben. 

Anmerk.  2.  Die  Eigenschaft  der  bestimmten  Integrale  ll^st  sich 
auch  zur  Ableitung  der  Taylor*  sehen  Reihe ,  und  zwar  auf  fol- 
gende Weise  benützen. 

Nach  der  Relation  (5)  in  §.  869  ist,  wenn  man  sich  Kürze  hal- 
ber der  Lagrange* sehen  Bezeichnung  (f.  637)  bedient,  sofort 


X 


/(x)«lx-/(i  +  »)-./(x). 

Setit  man  nun  im  ersten  Theil  dieser  Gleiduii^  x-^k  — « 
statt  X,  wobei  u  eine  nene  yeranderliche  Grtese  beaeidmei,  ao  er- 
h&lt  man  nach  der  Torigen  Bemerkung  ftr  die  neuen  Integrationa- 
grenaen  (aus  den  Relat.  x «» z  +  A •-« u  und  x-f~^  =  '~{~^^^*) 
besiehnngsweise   u  =  A   und  u  ■»  0 ,   so  wie  statt  cur  sofort 

d.(x  +  h-^u)  j  . 

—      * ^du  '^^'du, 

du 

folglich  ist 

daher  auch 

/(x  +  Ä)-/W-rrfu/(x  +  Ä-^a)...(m) 

Wendet  man  auf  das  unbestimmte  Integral  fdufCx^^^k  —  u) 
die  Methode  des  theilweisen  Integrirens  (§.  807)  an,  so  erhält  naa 
ganz  einfiich 

/rfii/(x +  *  —  «)  =  «/(* +  Ä-^ti)4-/tt</a/"(x  +  Ä  —  «) 

=uf{x+h^u)+j-r{x+h-^u)+^r{x+h^)+,. 

Kimmt  man  nun  dieses  Integrale  swischen  den  Grenzen  0  und  ü,  so 
erh&lt  man,  (da  die  sftmmtlichen  Glieder  der  Reihe  fbr  die  unter« 
Grenae  «  =  0  verschwinden): 


/. 


*rf«/(x + Ä  -  ii)  -  Ä/(x) + j-rX') + iT8/"w + •  •  • 

■*"2.3..(»-ir  (*)      ■^■J^  2.3..  (n—l)-' (*+*-*•)• 

Darch  Substitution  dieses  Werthes  in  der  obigen  Gleichung  (m)  er« 
h&lt  man  endlich  fUr  die  T  a  y  1  o  r'sche  Reihe  den  Ausdruck : 

J  ^  2.3..(n--l)'H'  +  *  —  •) 
in  welchem  das  letzte  Glied  den  Best  der  Reihe  beaeichAet,   wel- 


chen  man  vemachlflssiget ,    wenn'  man   bei   einem  bestimmten  Glied 
der  Reihe  stehen  bleibt.     (VergL  §.  660,  Anmerk.)    ^ 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  aus  dieser  letztem  Reihe  Ar  die 
Mac  lau  r  in'sche  Reihe,  wenn  man  x  «— 0  und  x  an  die  Stelle 
von  A  setet,  den  Ausdruck : 


j. 


*       u«— J  rftt  n' 


2.3..(»—  l)*'(x  — m). 
[Allgemeine  Methode  der  näherungsweisen  Integration;  IIL,  396  ff.] 

Keetification  der  Curveu* 

§.  873.  Erklärung.  Eine  Curve  rectificiren  heisst 
eine  gerade  Linie  finden,  welche  mit  einem  bestimmten  Bo- 
gen der  Curve  einerlei  Länge  besitzt ,  oder  noch  gewöhn- 
licher:  den  Bogen  durch  die  Abecisse  ausdrücken. 

§.  814.  In  §.  710  haben  wir  für  das  Element  oder  Dif- 
ferential des  Bogens  einer  ebenen  Curve,  diese  auf  rechtw. 
Coordinaten  bezogen,  den  Ausdruck  gefunden: 

de  =  Vdx'  +  dt/'  =  dx]/l  +-^. 
Entwickelt  man  daher  aus   der   Gleichung  der  Curve  den 
Quotienten  ■j^=/(^)  ^od  substituirt   denselben  in  de,   so 

erhält  man  ds  =  dx  |/1  +/(«)*  =  -X^dXy  also  für  die  Länge 
des  Bogens,  welcher, ^zwischen  den  Puncten  enthalten  ist, 
dessen  Abscissen  af  und  af'  sind,  sofort  das  bestimmte  In- 
tegral: 


=  1     Xdx^ 


wobei  das  Integral  je  nach  Beschaffenheit  von  Ä  entweder 
genau  oder  nur  näherungsweise  bestimmt  werden  kann;  im 
erstem  Falle  heisst  die  Curve  rectificabeL 

Anmerk.  Da  f&r  eine  Cuire  von  doppelter  Krümmung  das  Curven- 
element  nichts  anders,  als  der  Abstand  der  beiden  Functe  jr,  y,  s 
und  X  -f-  dx,  yi'dy,  Z'\-  dz  ist;  so  hat  man  daför    (§.  555): 

.,  -  K.X»  +  .,.  +  .,.  =  .X  |/a  +  (f )'  +  (^)\ 
Barf^s  Comp«ndinm  d.  h6h.  Math.  37 
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§.  8T&.'    Beispiele  hierttber. 

1)  Es  sei  die  zu  rectificirende  Curve  die  Eyolyeiite  des  Krei- 
ses, so  ist  dafür  (§.  746)  ds  =^  R'^d(f,  also 


r 

»I     R(pd^^\R(f\ 


2)  Ans  der  Qleichang  der  Neil 'sehen  oder  cabischen  Parabel 
(§.  780)  y«— pV  folgt  -j^  — jy>*x*;  es  ist  daher  allgemein 

M  -  Sdx  Vl+ip'x^  -2?7  <^  +  *'''*)*  +  ^  (5-  "^'  ^-J-     ^ 
Und  da  der  Scheitel  der  Carve  im  Ursprung  der  Coordinaten  liegt,  abo 
f&r  x^O   auch  «  =  0  ist;    so  hat  man  aar   Bestimmang  der  Const  C 

8  8 

die  Bedingungsg^eicbang  0  —         ,  +  C,    and  darans  C«« — r,  so, 

dass  also  die  vom  Scheitel  bis  in  einem  beliebigen  Pnnete  der  Cvrre, 
welchem  die  Abscisse  x  entspricht,  gesähite  Länge  des  Bogens 

Offenbar  ist  dieser  Ausdruck  nichts  anderes,   als  das  bestimmte  Integral 

f  dxVr+TpT. 

3)  Fftr    die   gemeine   oder  Apolonische   Parabel   ist   ans 
y*=rpx  sofort   T^  —  ^|/?,  demnach  t^fdxVl  +  i/>x-l  ,     oder, 

CdxV  a  +  x 
wenn  man  ^p  '^a  setst :  «  ^  I tt- • 

Es  ist  aber,  wenn  man  Kürze  halber  Yax  +  x^^'X  setst : 
Ya  +  x a-\-  x         "i     ' 


Vx  X  X^  X* 

folglich  auch: 

C  xdx    ,      r  dx 

Da  nun,  wenn  man  in  der  BeductionaCbnnel  (D)  (§.  825)  »-»1,  ai=ro, 

j--j--K«  +  2x  +  2-X)  ist,  so  hat  man  ,  — X+-|-r^,  und  wenn 
der  Bogen  wieder  Tom  Scheitel  aus  gez&hlt  wird,  sofort: 


,  =  X+— J^  -— -Vax  +  x«  +  -/|^ X_ J 


6TO 

A  n  m  e  r  k.  Gibt  man  der  Gleichnng  der  Parabel  die  Fom  x  »  p'y\  so 


wird  -j-  =■  2p'y ,  uikd  man  erhält  ans  dt  -«  dy  1/    1  +  — -j   so- 
fort einfacher: 

<r)  *  ^  /  dy  1/  1  +  4p'V"  -  :~.  K ay y  +  V  1  +  4;>' V") 

+  iy  l^l  +  4;>'*y«  (§.  816,  BeUpiel  l.). 

4)  FOr  die  Bectification  der  Ellipse  hat  man,  die  Abscissen  vom 
Mittelpnncte  gezählt  (§.  710,  Beispiel): 


dt 


<*V  a*^ 


c  X 

oder  wenn  man  —  ««■  e  und  —  ^  2  setit  •   wodurch   dx  ^^adz   wird, 

a  a 


and  gleich  integrirt: 


=.| 


dzV  1— «2  z* 


ein  Integral ,  welches  sich  in  keiner  endlichen  Form  darstellen  lAsst,  in- 
dem es  znr  Classe  der  elliptischen  Fnuctionen  gehOrt  (welche 
diesem  speciellen  Falle  ihren  Namen  verdanken),  jedoch  bereits  in  §.  845 
darch  eine  convergirende  Reihe  ausgedrückt*)  worden.     Es  ist  n&mlich, 

c  X 

wenn  man  gleich  wieder  f&r  e  und  z  die  Werthe  —  und  —  herstellt,  und 

1    /^ ^^ 

nm  abznkflrzen,   1/    1 ^j-  *■  X  setzt : 

»^aA  +  4'  \4-  -s:— 4^1 

^  2a  1.2a  ^      J 

wozu  keine  Constante  kommt,  wenn  man  den  Bogen  oder  das  Integral 
a  von'  X  B-  0  anfangen  l&sst ,  weil  dafür  A  «>  arc  sin  I  -  I  ebenfalls  (eben 
so  wie  X)  verschwindet,   und  die  Gleichung  0^>^0-^C  entsteht.    Soll 

*)  Unter  den  elliptischen  Functionen  oder  Transcenden- 
t  e  n  versteht  man  im  Allgemeinen  alle  Functionen ,  welche  in  dem 
Integrale  begriffen  sind: 

Xdx 


!i 


Vx-^ßx+yx^+ix^+sx^* 

wobei  X  eine  rationale  Function  von  x  und  a,  ß  .  .  reelle  Grössen 
bezeichnen.  Ausser  Euler  ^  welcher  diese  Functionen  zuerst  unter- 
suchte, hat  sich  besonders  Legendre  in  seinem  ^^Exercices  de  Calcul 
Intigrtjtl,*'*'  und  sjAter  Jacobi  mit  diesem  interessanten  Gregenstande 
beschäftigt. 
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lieh  ferner  das  Integral  bis  x^-a  erstrecken,  so  wird, -wenn  ü  denUnH 
fang  der  ganzen  Ellipse  bezeichnet,  daftlr  «  <»  ^  C7,  and  nach  der  rorigen 

Reihe,  wegen  A  ^  arc  sin  1  ^  -— -  nnd  JT  ^  0 ,  wenn  man  gleidi  dnrdi- 

ans  mit  4  mnltiplicirt : 


'  1  /l .  3 .  g  c"y  1 

eine  Bdhe  (nichts  anderes,  als  das  bestiaimte  Int^ral  I     — ^  =. 

§.  868),  welche  nm'so  besser  convergirt,  je  kleiner  die  Exoentricitit 

~  —  ^°*  ""  ^'    ist.    [HL,  433.] 
a  a 

Zusatz.  Fflr  6  «»  a  oder  c  =  0  rerwandelt  sich  die  Ellipse  in 
einen  Kreis  Tom  Halbmesser  a,  nnd  man  erii&lt  daf^  ans  der  Torigen 
Beihe,  wie  es  sein  soll:   ^^2air. 


5;  Für  die  Hyperbel  hat  man  (§.  473)y  =-- Vx"  — a*  ,       nnd 


daraas  -r—  —  — .  »  folglich  fftr  a»  +  6'  —  c' : 


■J^ 


(f  X  V^  c»  ar*  —  a* 


a  >^x«  -  a» 


Nimmt  man  a  zur  Einheit  und  entwickelt  V  c*  x*  —  1  in  eine  Reihe,  so 
erh&lt  man 

nnd  wenn  man  für  diese  Integrale,  indem  das  erste  ohnehin  bekannt  nnd 

gleich  Vx'< — 1  ist,  vom  zweiten  angefangen,  die  in  §.  821  gefandenen 
Werthe  setzt  nnd  die  Constante  so  bestimmt,  dass  fftr  x>-*aB>l,  ««»O 

(also  da  das  dortige  A^  »»  arcnn  —  »^  -r)  wird,  endlich : 

X        8 

[1.1       1 1.1.8     /  1    ,    1.8   \        li/Tz-r 
^~2TT?"2x«     2.4.6c»\4x*"*"  iTT?;     •J'^' 

(ir  .l\r    1,1.1  1,1.1.3  1.3,        1 

A  n  m  e  r  k«    um   in  diesen  Ausdmck  die  Grösse  a  wieder  hinein   an 
bringen  oder  sichtbar  zu  machen,'  darf  man  nur  (§.  371)  —  ,  


nnd statt  «,  c  und  x  setzen. 

a 
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6)  Für  die  gemeine   C  7  c  1  o  i  d  e  ist  (§.  740)  dx  —  —  ^  ^ 

d,  i.  #  — C— .2y2a(2a— y). 

Z&hlt  man  den  Bogen  «  Tom  ünprung  ^  (Fig.  87),   ao  wird  Ar  r%-  tr. 
X  =-  y  aa  0  auch  «  «« 0 ,  nnd  daher  ist 

0  «i  V^  )■         ^        —  4a  —  2  K2o(2a— y) 
Jgy2a  — y 

die  Länge  eines  Bogens  vom  Ursprung  A  bis  su  einem  Foncte  Jf,  wel- 
chem  die  Ordinate  y  entspricht  Für  y^2a  wird  $  =  Bog.  ^2>  i-^  4a; 
demnach  ist  der  ganze  cycloidische  Bogen  ADB^ssi^a, 

7)  Um  auch  ein  Beispiel  Ar  die Bectification  der  Folarcurren  sa 

geben,  sei  «— -^  die  Folargleich.  einer Cnrve  *),  so  ist  -r^— — ,  und 

2«  '  dff      2« 

nach  der  hieher  gehörigen  Formel  [5),  §.  785] 

d*-||VT+?,   also   t-^rdcpVT+V*. 

Wird  die  Integration  ausgeführt  [am  einfachsten,  indem  m^  im  Integral 
§.  816,  Beispiel  1,  a»»  1,  6  =>  1  und  x  =>  (p  setzt),  so  erh&lt  man: 

An  merk.  Als  Beispiel  für  eine  Curye  von  doppelter  Krümmung  kann 
man  die  Schraubenlinie  wählen,  deren  Gleichungen  (§.  626,  An- 
merk.)  sind :  x  »>  r  sin  9 ,  y  =  r  cos  tf  und  x  *^  ra(f»  Hieraus  folgt 
dx  ^=  r  costp  diff  dy  ^^'—rsintp  d(f  und  dz=:radtf;  es  ist  also  das 
Curyenelement  (§.  874,  Anmerk.) : 

*)  Es  ist  diess  die  Archimedische  Spirallinie,  und  entsteht  durch 
die  combinirte  Bewegung  des  Halbmessers  eines  Kreises  um  seinen 
Mittelpunct  und  eines  Punctes,  welcher  auf  dem  Halbmesser  YomMit- 
telpnnct  gegen  den  Umfang  des  Kreises  so  fortschreitet,  dass  er  die- 
sen Halbmesser  in  der  nimlichen  Zeit  gleichförmig  dnrchl&uft,  in  wel- 
cher der  Halbmesser  eine  Umdrehung ,  ebenfalls  gleichförmig,  ToUen- 
det  hat  Setzt  man  daher,  dass  dieser  Funct  auf  dem  Halbmesser 
»i  1  das  Stück  u  zurücklegt,  während  der  letztere  den  Winkel  9  be- 
schrieben hat ;  so  ist  dieser  Erklärung  zufolge  u :  1  =  9  :  29r,  woraus 

sofort  die  obige  Gleichung  der  Curve  u  » -^  folgt 


688 


d$  —  y  dx*  -^^  dy^  +  dz'  ^rdtfVl  -f-  a\ 
und  daher 

ein  Idcht  einsusehendes  Resultat.    (Ein  weiteres  Beispiel  IIL,  438.) 


Quadratur  der  Curven. 

§.  876.  Erklär.  Eine  ebene,  auf  ParalleloGordinaten 
bezogene  Cunre  quadriren  heisst  im  Allgemeinen ,  die  Fläche 
bestimmen  9  welche  zwischen  einem  beliebigen  Bogen  der 
Curve,  den  Ordinaten  seiner  Endpuncte  und  der  zugehöri- 
gen Abscisse  liegt.  Am  gewohnlichsten  jedoch  wird  die 
Fläche  vom  Scheitel  derCurye  (wenn  ein  solcher  vorhanden 
ist)  an  gerechnet* 

§,  8T7.  Da  wir  in  §.  711  bei  Voraussetzung  rechtwin- 
keliger Coordinaten  fbr  das  Element  oder  Differential  der 
Fläche  dz=i/da  gefunden  haben;  so  reducirt  sich,  wenn 
y=zf(x)^X  die  Gleich,  der  Curve  ist ,  das  Problem  der 
Quadratur   auf  die  Berechnung   des   bestimmten   Integrals 


£■• 


JCdx,   wenn  a\  x"  die  Abscissen  derjenigen  Ordinaten 
sind,  welche  die  zu  bestimmende  Fläche  begrenzen. 

5.  818.    Beispiele  hierüber. 

1)    FtU*   die   Familie   der  Parabeln,    welche  in  der  Gleichung 

1    2 
yn  mm  pt"*  begriffen  ist,  folgt,  wegen  ^  «»  p*»  x»  =  JT ,  sofort,  wenn  die 

Fläche  Yom  Schdtel  der  Curve  gerechnet  wird: 

►jc  m  1    m-f  • 


-""/c 


a*  et»  -B  — ; —  p*  a?    »    . 

2)    Für  die  gemeine  Parabel  erh&U  man ,  wegen  ai  *  l  und 
fi  ■«  2 ,   aas  dem  vorigen  Integralansdrucke   fikr  die  vom  Scheitel  Ä  bis 
pif.  M.     EQ  einer  beliebigen  Ordinate  PM^y  (Fig.  54)  gezählten  Fl&die: 

«  =  Jp*ar    «.  JarV^=»'}xy. 

Soll  aber  die  zwischen  den  beiden  Ordinaten  PM  und  P  M'^  deren 
Abscissen  AP^a  \mA  AP^  ^h  sind ,  liegende  Flache  PPM*M  aus- 
gedruckt  werden ;  so  bestimme  man  entweder  in  dem  allgemeinen  Inte- 
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1    4 
gra]   z  =  ^p^  x^  +  C  zuerst  die  Constante  C  bo,  daas  fftr  3r»a,  2=0 

1    1 

vird  (d.  i.,  §.  868,  fttr  den  Anfang  des  Integrals),  wodurch  C  —  —  J/>    a    , 

1.     4        4 
demnach  2  =  }/>^(x'  —  a  )   wird,   und   nimmt   dann  das  Integral   his 

jc  a»  6  (bei  welchem  Werth  das  Integral  enden  soll) ;    so  erh&It  man  ftür 

die  gesuchte  Flache:  z^}p^(b^  ^  a^).    Oder  man  nimmt  sogleich  das 

bestimmte  Integral  /  p^ *' dar «  Jp^  (6^  —  a*)  (welches   nämlich   in 

dem  Unterschiede  der  beiden  Flächen  APi£  und  ÄPM  besteht). 

8)   Fttr  den  Kreis,   dessen  Qleichung  (§.  406)  y  —  V^o*  —  x*  ist, 
hat  man  z  '^  fdxVa* — x*  oder  (§.  816,  Beisp.  2) 

wobei  die  Constante  C  wegeilt,  wenn  die  Flftche  von  der  durch  den 
Mittelpnnct  gehenden  Ordinate  (für  welche  sofort  ar  =  0  ist)  gerechnet 
wird.  Nimmt  man  dann  das  Integral  bis  x^a  (d.  h.  also,  nimmt  man 
das  bestimmte  Integral  von  x«0  bis  X"»a),  so  erhält  man  filr  die 
Fläche  des  Yiertelkreises: 

9  «■  \a^  ort  sin  1  =  ^a*  -, 
und  sonach  für  die  ganze  Kreisfläche:  F=a''K, 


Man  kann  auch  von  der  Gleichung  y  —  VTojp^^x*  (§.  413)  ausge- 
hen uud  das  Integral  x^fdxV^ax — x',   welches   das   Kreissegment 
A'pm'  (Fig.  92),  woftLr  Ap=x  ist,  darstellt,  aus  §.  823  nehmen;  oder  Fig.  81 
wenn  man  fttr  n  'eine  unendliche  Reihe  haben  will,  dieses  Integral  nach 
§.  842  entwickeln* 

4)  Fttr  die  Ellipse  hat  man,  die  Abscissen  vom  Scheitel  gezählt: 

«=     fdx V2ax  —  X*  «-  Segm.  A'p m  (Fig.  92).    Da  aber   (yoriger  §.)  pü.  ml 

das  Integral  /</»;V2ax  —  x*  das  Kreissegment  A'pm  darstellt,  und 
dieses  mit  dem  erstem  fttr  x=:0  gleichzeitig  verschwindet,  also  das  eben 
genannte  Integral  in  beiden  Fl&chen  einerlei  Anfang  hat ;    so  ist, 

^dxY^ax  —  x'  —  -X"  gesetzt ,    sofort   Äpm :  X pm  =  -  X:  X  =»  6 :« 

a 

Dieses  constante  VerhiUtniss  gilt  aber  fttr  jeden  Werth  von  x  bis  zu 
x<a2a,  wofttr  A'pm  in  die  Halbellipse  =ifj  und  A'pm'  in  den  Halb- 
kreis «- ^F  ttbergeht,  so,  dass  man  hat  i/iiF=b:a,  woraus  endlich 

fttr  die  Fläche  der  ganzen  Ellipse  /^~F^^  ^d^it^^abif  folgt. 

5)  Zur  Bestimmung  des  elliptischen  Sectors  ACM  (Flg.  92)  hat  f%.  n 
man  fttr  das  Element  der  Fläche  [$.712,  (p)],  wenn  die  Abscissen  vom 

Mittelpuncte  gezählt  werden:  rf«  «-  —  -  — ,  ^^  (§•  791) 

2  Ka*  —  X* 


fiSft 


=  C —  arc  «tnl  -  I ; 


dabei  wird,  wenn  man  das  Integral  oder  die  Fl&che  bei  x» a  anlangcB 
l&ssty  wegen  0  =  C —  arc  sin  1 ,  die  Constante  C  ^= -r-  -,  also  Sector 

geht  Sect  4C3f  in  ACB^  \f  über,  und  man  hat  if=  |    d*  --^^ 

oder /=a OTT,  wie  im  yorigen  §. 

An  merk,    FiU>  6  «*  a  erhalt  man  aus  dem  vorigen  Ausdrncke: 

Kreissect  A  CM  *"  vi  n  —  '""^^  **"  "  1 

wie  es  sein  soll. 

$)   Für  die  Hyperbel  hat  man,  die  Abscissen  Tom  Scheitel  ge* 

sfthlt  (§.474):  z  —-/cfxV  2ax-)- x*,    und   wenn    man   dieses  Integral 

a 

nach   §.  824  (Beisp.)   entwickelt   and   Kürze   halber   V^ax  +  x*  ^  X 

setst; 

dabei  «rhält ,  da  für  x  —  Ö  auch  z  »  0  ist ,  die  Constante  C  den  Werth 
—  ^a6/(-— >a).    Aach  kann  das  genannte  Int^ral  nach  $.  842  in  eine 

unendliche  Beihe  aufgelöst  werden. 

5    . 

Geht  man  von  der  Gleich.  (§.  472)   y  e=  ^V x'^  —  a*  ans,  so  mnst 

das  Integral  nach  §.816  (Beisp.  1.)  and  die  Constante  so  bestimmt  wer- 
den, dass  für  x<-«a,  z^O  wird.    £111,,  445  u.  446.] 

7)  Um  auch  ein  Beispiel  für  die  Fl&chenberechnang  einer  auf  Fo- 
larcoordinaten  bezogenen  Carve  zu  geben ,  so  muss  man  bemer- 
ken, dass  es  sich  di^bei  um  die  Berechnung  jenes  Fl&chenraumes  ABM 
Fig.  «k  (Fig.  93)  handelt,  welcher  von  der  Curve  BM,  einen  festen ,  etwa  mit 
der  Achse  zusammenfallenden  Badiusvector  AB  und  dem  variablen  oder 
beweglichen  Leitstrahl  AM  eingeschlossen  wird. 

Bezeichnet  man  diese,  dem  Drehungswinkel  BAM'^tp  entspre- 
chende Fläche  durch  co,  so  hat  man,  wenn  9  um  d(p  zunimmt,  wofür 
auch  der  Leitstrahl  AM^^u  um  du  wftchst,  für  das  Dreieck  AMm 
sofort 

dtA  SM  ^t<  (»-f-  du)  sin  dtp  »p  ^u(tf  -f-  du)  d(p  «»  ^u*  dtf  -^^udud^ 
d.  i.  dtü  =  ^u*  d(p, 

W&re  z.  B.  die  betreffende  Curve   die   logarithmische   Spi- 
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r  a  1  e,  deren  Polargleichung  y  =  log  u,  oder  w^  a^  ist  *)  (wofür  man 
anch  tt  =*«'<>•?  schreiben  kann),  wobei  a  die  Basis  des  betreffenden  Lo- 
garithmensystemes  bezeichnet ;  so  würde  man  fftr  die  zwischen  der  Gurre 
und  zweier  Leitstrahlen  u^  and  u,  die  mit  der  Achse  die  Winkel  9^ 
und  y,  also  unter  sich  den  Winkel  9  —  9^  einschliessen,  liegende  Fl&che 
den  Ausdruck 


a29 a39«  «*  —  «2 

du)  a*V  = — oder  auch    «  «- ; — ^. 

4/a  4(a 


§.  819.  Die  Gleichung  der  Hyperbel,  auf  ihre  Asym- 
ptoten bezogen,  ist  (§.  543)  ^y  =  i(a*  +  6"),  und  da  bei 
rechtwinkeligen  Coordinaten  der  Asymptotenwinkel  ein  Rech- 
ter, also  (§.472,  9.)  die  Hyperbel  gleichseitig  oder  i  =  a 

ist,  in  diesem  Falle:  ay=ia^  oder  y=:^.  Mit  diesem 
Werth  erhält  man  für  die  von  der  Curve  und  einer  Asym- 
ptote begrenzte  Fläche :   ;?  =  y  j—  =  ~  Za;  +  C 

Rechnet   man    die  von    der  Asymptote  CA"'  (Fig.  73)«*»»- 
begrenzte  Fläche  von  der  durch  den  Scheitel  gezogenen  Or- 
dinate AE\  für  welche,  wegen  W.  A  CX=i5%  a=  CE' 

=  -4ü^=  jX-   (und  xt/  =  a?^=  |-)    wird;    so    hat   man: 

2?  =  —  {la  —  l  CE%  oder  wenn  man  CE'  =  —-  =  1   setzt, 

auch  z  =  lz.  —  Es  stellen  also  die  natürlichen  Loga- 
rithmen die  asymptotischen  Räume  der  gleichseitigen 
Hyperbel  dar ,  und  diess  ist  der  Grund ,  warum  man  diese 
Logarithmen  auch  hyperbolische  genannt  hat.  Uehri- 
gens  muss  bemerkt  werden ,  dass  nicht  bloss  die  asympto- 
tischen Räume  dieser,   sondern    überhaupt  jeder   Hyperbel 

*)  Nimmt  man  a>- 1  an,  so  w&chst  der  Leitstrahl  u,  welcher  für  (p=0 
sofort  =  1  wird  (so  dass  also  die  Curye  in  einem  Puncto  B  der 
Achse  Äx  beginnt,  wof&r  AB  ^^l  ist)  bei  einer  positiven  Zunahme 
von  (p  ununterbrochen.  Die  Gurre  entfernt  sich  also,  indem  sie  eine 
unendliche  Zahl  Ton  Windungen  um  den  Fol  A  bildet,  fortw&hrend 
Ton  diesem  Fnncte.  Lftsst  man  9  in  negativer  Richtung  wachsen, 
so  wird  u  ununterbrochen  kleiner:  die  Curve  n&hert  sich  daher  wie- 
der von  dem  Puncto  B  aus  in  nnxfthligen  Windungen  dem  Pole  A^ 
ohne  diesen  Punet  jemals  wirklich  bu  erreichen. 


886 

logarithmisch  ausgedrückt  werden  können ;  nur  sind  dann 
die  Logarithmen  keine  natürlichen ,  sondern  je  nach  der 
Grösse  des  Asymptotenwinkels  aus  irgend  einem  andern 
Systeme  zu  verstehen.  Sie  sind  z.  B.  aus, dem  Briggi- 
schen Systeme  zu  nehmen  Ihr  eine  Hyperbel ,  deren 
Asymptotenwinkel  nahe  =  45®  44'  25"  ist,  [HT.,  447 ; 
Fläche  der  Cycloide :  448.] 

§.  880.  Um  endlich  noch  die  von  den  beiden  Curventheilen 
Flg.  94  l^MN'  und  NM'N'  (Fig.  94)  begrenzte  ebene  Fläche  zu 
berechnen ,  so  seien  auf  die  rechtwinkeligen  Ck>ordinaten- 
axen  AXy  -4 F  bezogen  -4Q  =  «',  -4Q'  =  x'  die  beidai 
äussern ,  und  AP=  x  die  allgemeine  Abscisse ,  femer 
QN=^j/ y  QN'='y'*  die  den  Abscissen  jt',  «^,  und 
PM  =  y  =/  {x) ,  PM'  =  y  =  y  (a)  die  der  allgemeinen 
Abscisse  x^  und  zwar  beziehungsweise  in  der  obem  und 
untern  Curve  entsprechenden  Ordinaten ;  so  hat  man  nach 
den  bisher  Entwickelten  für  die  gesuchte  Fläche  den 
Ausdruck : 

wofür  man  offenbar  auch  \    dx   \       dy  schreiben  könnte. 


dx   I       dy 

s'  J  fix) 


Beispiel.  Wird  e.  B.  die  za  sachende  Fl&che  ron  swei  Kreis- 
ng.  9&  bOgen  NDN"  und  NEN*  (Fig.  95)  eingeschlossen,  wovon  der  er- 
stere  den  Halbmesser  22  und  der  letztere  jenen  r  angehört  and  welche 
die  gemeinschaftliche  Sehne  NN'  =  2a  besitsen  ,  die  mit  der  Absdssen- 
achse  AX  parallel  sein  soll ;  so  nehme  man  den  Durchschnittspnnct  Ä^ 
des  ans  dem  Halbirungspnnct  B  der  Sehne  NN  auf  die  Achse  gefiülten 
Perpendikels  zum  Ursprung  der  rechtwinkligen  Coordinaten  und  setze 
AB  ^  b,    Diess  Toransgesetzt  ist  wie  leicht  zu  sehen :  , 

PM  =-/(t)  =  6  +  VR*—ri  —  Kä»— a*  und 

PM'  =/(x)  =  6  —  Kr»--x»  +   V?^> 


,1 


daher  (wegen  (dx  V  r*  —  x"  —  —  Vr* — x*  4-    -  arenn  — ^ 

2  '2  r' 


«=  2a6  — aVÄ*— a«  +  R^aresin^ 
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dxf(x)^   I       dx  [6—  Vr*  —  x'  +  Kr»  —  a*] 


a 


^  2  a  6  -f-  <>  V»**  —  ö*  —  r*  orc  lin  - 

r 

also  endlich  nach  der  obigen  Formel: 
F  =  -^a  [V^Ä«— a»  +  Kr*  —  a»J  +  [ä'  «rc«»  4  +  ''•  «»"c «»  -]. 

Gehören  beide  Kreisbögen  sn  einem  und  demselben  Kreise,  so  ist  R^r 
und  dafür 

F  —  —  3a  Vi^5^=^  +  tr*  aresin  - . 

r 

Geht  in  diesem  letatem  Falle  die  Sehne  in  den  Durchmesser  Aber ,   ist 
also  a  ^  r,  so  wird 

jP=  8r*  arc9in  1  —  2r"  -  —  r"« 

2 

wie  es  auch  in  der  That  sein  soll,  wefl  die   gesuchte  FUche  in   diesem 

Falle  in  die  Kreisflache  vom  HallHnesser  r  übergeht 

/x" 
ydx   immer   als 
*' 
den  Ausdruck  einer  you    der   Abscisse ,   cwei    bestimmter   Ordinate 

und  einer  ebenen  Ourve  begrenzten  Flache  ansehen  kann,  so  wird 
man  f&r  dieses  Integrale,  selbst  wenn  in  der  wirklich  bestehenden  Be- 
lation  y  ^=f{x)  die  Function /(x)  unbekannt,  und  y  nur  f  Ar  einzelne 
Werthe  von  x  gegeben,  oder  y  gar  nicht  als  Function  you  x  aus- 
drückbar (die  CurYC  als  ganz  uuregelmassig)  wäre,  einen  genäherten 
Werth  erbalten ,  wenn  es  möglich  ist ,  die  genannte  Flache  nach 
irgend  einer  andern  als  der  Integrationsmethode  mit  hinreichender 
Scharfe  zu  berechnen. 

Eine  solche,  in  der  Anwendung  sehr  bravchbare  Nahemngsme- 
thode  erhält  man  aber  nach  Sympson ,  wenn  man  die  betreffende 
Cunre  in  allen  Fallen  als  einer  gemeinen  Parabel  angehörig 
ansieht 

Ist  nämlich  QNLN*  Q  (Fig.  96)  die  zu  berechnende  Fiaehe  und  Fig.  m 
sieht  man  den  Bogen  NL  N*  der  BegrenzungscurYe  als  Bogen  einer 
gewöhnlichen  Parabel  an,  welche  durch  die  drei  Punete  iV,  X,  N' 
geht  und  wobei  die  Ordinate  PL  zwischen  den  beiden  äussern  QN, 
Q'N*  gerade  in  der  Mitte  liegen  soll;  so  fehlt  bekanntlieh  (II.  §.  135) 
sur  YÖlligen  Bestinunong  dieser  Parabel  noch  eine  Bedingung  und 
man  kann  als  viertes  Bestimmungsstück  annehmen,  dass  der  Punct 
X  der  Scheitel  eines  Durchmessers  PL  der  Parabel  sein 
soll,  (welcher  also  §.  620  mit  der  Achse  AB  der  Parabel  pa- 
rallel  ist). 

Dies  vorausgesetzt,  wird  (§.  622)  die  Sehne  NN*  durch  die  Or- 
dinate PL  im  Punete  E  halbirt,  und  die  durch  den  Punct  L  mit 
NN'  parallele  Grerade  bildet  in  diesem  Punete  eine  Tangente  an  die 
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Curre.  Da  nun  bekanntlich  das  paraboÜBche  Segment  NL^N^ 
}  Parallelogramm  Nf ,  dasselbe  also  doppelt  so  groas  als  die 
Fl&che  NFLN*F  ist,  so  hat  man,  wenn  man  Ettrse  halber  das 
Trapez  QNEN*  Q  ^A,  jenes  QFF*  Q '^  B.  Die  paraboliache 
Flache  Q  iVX  iV'  Q'  —  ^  und  das  parabolische  Segment  NL  N'  N=r/ 
setai,  sofort /—  F-—  A^% (.B—F)  und  daraus  SF=  A+tB{\) 

Nun  ist  aber  A^{QN+ Q' N'')AP  und  B— (QF+ Q'F')X 

AP  oder  wegen  PL=^     \^        auch  B^tPL.AB,  und 

« 

daher,  wenn  man  diese  Werthe  in  (1)  substitnirt,  auch 

AP 
F=:  -^ (QN+  Q' N-  +  *PL), 

oder  wenn  man  QQ'  •-  a  setzt,  «ofort: 

F~.i.^(,QN+Q;N'  +  4PL)    (8) 

Halbirt  man  QP  undPQ'  in  den  Puncten  p,  p'  und  sieht  durch 
diese  Halbirungspuncte  die  Ordinaten  pm ,  p'm  ;  so  ist ,  wenn  man 
QP-^PQ'  =ia  setzt,  auf  dieselbe  Weise  die  Flftche 

QNLP^l  .  ^-  iQN-^PL  +  4pm)   und  die  Fliehe 
8       8 

PLir  Q'  =  \  .  ^  {PL  +  Q' IT  +  Ap'm)  ,  folgHch  anch 

s     s 
^  -.  i     ^  iCiN+  PL+Apm  +  PL+QN*  +  4p'm') 

8       2 

oder  wegen  o  =ö  ^^^  wenn  man  die  Ordinaten  QN,  i>ni>>-  QI'^AT 
der  Reihe  nach  durch  jfoi  ^i  •  •  ^4  bezeichnet,  endlich: 

Diese  Formel  Iftsst  sich  leicht  weiter  fortsetzen,  im  Falle  man  die 
Intervalle  Op,  pP^  n«  s.  w.  abermals  halbiren  und  durch  die  Hal- 
birungspuncte wieder  die  Ordinaten  ziehen  wollte. 

Theilt  man  hingegen  jedes  der  beiden  Torigen  Intervalle  QP  und 
PQ  anstatt  in  zwei,  sofort  in  drei  gleiche  Theile,  bezeidmet  die 
entstehenden  auf  einander  folgenden  Theilnngspuncte  durch  1 ,  2,  8, 
4,  5,  6,  so  wie  die  durch  die  Puncte  Q  (oder  0)  1,  2  .  .  6  (oder  Q*) 
gesogenen  Ordinaten  der  Reihe  nach  durch  y»*  yi  •  •  y«  nnd  setzt 
die  Grösse  der  Intervalle  0,1  ^l,S^...  «■■5,6«»a';  so  hat  maa 
nach  der  durch  die  vorige  Relation  (2)  ausgesprochenen  Regel  flkr 
die  Flächen  der  auf  einander  folgenden  Streifen  oder  Trapeze  der 
Reihe  nach: 


(yo  +yi  +  4yi)»  t-j-  (ya4-  y*  +  *y,) ,  t-^  (y*  -Hy*  +  *y»)» 


3^2  WQ   .  jr.   ,    -71/,  3.2   ^'  '   ^'   •      '»•''  3.2 
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folglich,  wenn  man  diese  Fl&chen  summirt,  wegen  a '  «-  —--  sofort: 

8 

Ans  dem  Gkmge  dieser  /Entwickelang  folgt  nnn ,  dass  wenn  man  die 
Abscisse  QQ'  =^a  überhaupt  nar  in  eine  gerade  Anzahl,  z.  B.  in 
2n  gleiche  Theile  theilt,  sofort  auch  allgemein  die  gesuchte  Fl&che 
durch  die  Formel 

^- 8^  (yo  +  4yi  +  2y,  +'4^3  + . .+ ay2„^3  +  4y2»-i  +  ^2«)' 

nnd  zwar  um  so  genauer  ausgedruckt  wird,  je  grösser  man  n  nimmt. 
Es  ist  also  endlich,  auf  das  oben  erwfthnte  Integrale  znrückkom- 

mend,  wegen  |      ydx  ^^F,  wobei  y^  nnd  y^»  ^^  ^^^  Abscissen  x 

und  x"  entsprechenden  Ordinalen  bezeichnen  und  wegen  a  =  z"< — x', 
sofort  auch 

y^'='s.il    (yo  +  4y,  +  2y,  +  4y,  +  . . 

+  2y2^2  +  ^y2n-l  +  y2«  ) 
ein  Nilherungswerth   ftür    dieses  bestimmte  Integral ,  -  nnd    zwar  von 
jeder  beliebigen  Genauigkeit  .  Dieser  eben  entwickelte  Ausdruck  (a) 
ist  unter  dem  Namen  der  Simpson^achen  Formel  bekannt*). 


*)  £e  ist  nicht  uninteressant ,  zu  zeigen ,  wie  diese  Formel  durch  die 
Differensenrechnung  oder  die  Interpolationsmethode  entwickelt  wer- 
den kann. 

Ist  nftmlich  y=/(x)  und  Iftsst  man  die  Variable  x  um  die  con- 
stante  Differenz  dx  wachsen ,  so  erh&lt  man  f&r  y  die  aufeinander 
folgenden  Werthe/(0), /(z/x), /(2^x)  .  ,  ,/(nJx),  wof&r  wir  y,, 
y^  y«  •  •  y<>  setzen  wollen.  Nun  ist  nach  der  Formel  (II)  im  §.233 
sofort 

y«>-"y»  +  n^yo+ "  ^~^   ^'yo  +  .-.+-^yo- 

Bezeichnet  man  den  jedesmaligen  Werth  von  y ,  welcher  irgend 
einem  Werthe  x  der  unabhängigen  Variablen  entspricht ,  durch  y« , 
und  will  man  y«  nach  der  yorigen  Formel  ausdrucken,  also  y«  statt 
tfn  setzen,  so  muss  man,  wie  die  Vergleichung  zeigt  (da  yn^-Zi^n^x], 

X 

dagegen  Vx '^/(x)  ist),  x  statt  ndx,  d.  i.  --r—  statt  n   setzen,    wo- 

d  X 

durch,   wenn  man  sogleich  die  Multiplicationen  in  den  Binomialfac- 
toren  ausf&hrt,  entsteht: 


Um  diese  Fonnel  auf  ein  einfaches  Beispiel  anzuwenden,    so  sei 

—  SU  berechnen. 
1 

Setzt  man  in  der  genannten  Fonnel  (o)  suerst  nnr  n «-  3 ,   so 

\ 
hat  man  wegen  y  — und  x'  «■  1 ,  ar"  =  2  sofort 

X 

y.=y«»=iV  — -7r  =  i,    sofort 


j, 


<—  ^  (12'477056)  =  ■  693169. 


,.-,.+^^,.+[(i)-(ü)]4^ 

+t(i;)'-'fe)V.(i)]i^+... 

Da  nun  nach  dem  Begriffe  des  Interpolirens  diese  Fonnel  <Se 
Function  y  nicht  bloss  Ar  die  Werthe  Ton  0,  dx,  %/ix  ..,  sondern 
ftberhanpt  für  jeden  beliebigen  Werth  der  Variablen  x  darst^t ,  so 
darf  man  nur  mit  dx  multipliciren  und  zwischen  den  Grenzen  tob  x' 


f" 


J, 


bis  x"  integriren,   um   das  gesuchte  Integrale   |     ytix  an  erhalten. 

r' 

Setzt  man  dabei ,   um  auf  die  obige  Fonnel  zu  kommen,   x'  »>  0 
und  a:"  =  2z/x,   d.   h.   integrirt   man   zwischen  den  Orenaen  O  und 
2z:/x,  so  erh&lt  man  ganz  einfiich: 
2^x 

y  cf  X  —  z/x  [2y^  +  2z/y^ +•  J  zi'y^  —  tAt -^V«  +  A  ^'y.  —  •  •  ]. 
0 

oder  wegen  (§.  232)  ^y.  —  yi— y©  und  -^'y»  ^  y»  —  *yi  +  5*  ^^ 
wenn  man  substituirt, 
2^x 

y  dx  —  z/x  [Jy^  +  Jy^  +  Jy,  — ^-d*y^  +  Vff -^'y.  — ..  ]. 
0 

Genau  auf  dieselbe  Weise  erh&lt  man  auch  ftkr  die  folgenden  In- 

A*Adx     /t^dx 
tenralle  die  Integralausdracke  für  |  i        •  •  • ,    «md  iwar  am 

^%dx    ^ ^x 
einfachsten  aus  dieser  letztem  Formel  selbst,   wenn  man  besiehnngs- 
weise  y^,  y„  y,  .  .  an  die  Stelle  von  y^  setzt;    man  erhftlt  dadurch, 
wenn  man  die  ähnlichen  Theile  zusammen  nimmt  und  a  eine  goadc 
Zahl  bezeichnet   (wegen: 


J. 
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Nimmt  man   dagegen ,    um   das  Integn^e  genauer  su   erhalten, 
fi  =  6 ,    so  erhält  man  eben  so : 

1     ' 

=-  i^  (24-95835182) 

=  -  69314866. 

.2 

I  /f  •«•  I 

Da  nnn  aber  bekanntlich 


j; 


lieh    I —  lognat.  x,  also  1     ^—  logruU,  2= 


*  6931472  ist ,  so  sieht  man ,  dass  das  letztere  Resultat  erst  in  der 
gten  Decimalstelle  abweicht  und  um  eine  Einheit  zu  gross  ist.  Nimmt 
man  dagegen  n  grösser ,  als  6  z.  B.  gleich  8  oder  10  u.  s.  w. ,  so 
kann  man  das  Resultat  bis  zu  jeder  beliebigen  Decimalstelle  genan 
erhalten. 

Co  mp  lana  t  ion    oder    Quadratur    der    durch 
Umdrehung  erzeugten    Oberflächen. 

§.  881.    Es   sei  BMif  (Fig.  80)  die  (gänzlich  ober- «,.  sa 
halb  der  Axe  AX  liegende  Curve,    durch   deren    TJmdre- 

muAx  ^^dx  ^4dx 

Jndx 
ydz  ,  %.  870)  sofort: 
(n— 2)  dx 

— A  (^  Vo + ^V. + ^V  -f . . +^*y«-^4-^  V-9) 
+ A  (^*yo + ^»ya  4-  ^*y* + . .  4-  J^f^-^-d^r^i) 
—  tMtt  (^Vo  +  ^'y.  + +^V-2) 

o.  ••  w. 

Wie  man  sieht,  so  ist  die  erste  Reihe  — (yo+^yi+2ys+**-f-yfi) 

nichts  anderes,  als  die  obige  Nftherungsformel  (a),  in  welcher  man 
nur,  um  die  Übereinstimmung  in  der  Bezeichnung  herzoBtellen,  x'^bO, 
x"  '»n  und  n  statt  2n  setzen  darf.  Diese  Reihe  stellt  sofort  den  In- 
halt jener  Fl&che  dar,  welche  entsteht,  wenn  man  in  dem  Intervall 
▼on  0  bis  %dx  statt  der  Curve,  deren  Ordinate  y  ist,  den  Bogen 
einer  Parabel  substituirt ,  welcher  durch  die  Endpuncte  der  drei  Or- 
dinalen y^,  yj,  y,  geht;  und  eben  so  in  den  folgenden  Intervallen 
▼on  2dx  bis  Adx  u.  s.  w» 

Die  übrigen  Reihen  des  gefundenen  Ausdruckes  bilden  die  Correc- 
tion  der  genannten  Näherungsformel. 


hung  um  die  Abscissenaxe  AA  die  zu  bestiminende  kranmie 
Oberfläche  erzeugt  wird.  Man  ziehe  zu  den  beiden  Abscis- 
sen  AP=^a  und  AJP'  =  x-^  h  die  rechtwinkeligen  Ordi- 
naten  PM^  P M\  und  die  Sehne  MAf^  bezeichne  die  der 
Abscisse  x  entsprechende  (durch  BM)  erzeugte  knunme 
Oberfläche  durch  « =/(j?)  [wo  eben  /(«)  die  zu  befitim- 
mende  Function  ist] ;  so  ist  die  der  Abscisse  x  -\-h  ent- 
sprechende Oberfläche :  cü=f{a-\-h)f  und  die  vom  Bogen 
MM'  erzeugte  Zone: 

r  =  a>'  —  «  =/(x  +  h)  —f{x)  =^ A  +pA*  +  •-(§.  660). 

Wird  femer  die  durch  Umdrehung  der  Sehne  MM' 
um  diese  Axe  AX  erzeugte  Oberfläche  des  abgestutzten 
Kegels  durch  v   bezeichnet,  so  i&t  bekanntlich 

v'=7z  {MF  +  M'P')  MM*,  oder  wegen 

M'P^y'=y  +  ^h  +  ..     und    ÜJ/' =  |/A* -f  (y '  —  y)' 


=  A  1/  1  -f-  -T-;  +  Ph  +  •  -  (wenn  man  näixUich  £&r  y  eub- 
ätituirt)  auch:  "* 

t,'  =  «(2y  4-pÄ  +p'h*  +  . ..)  a1/i  +ig.  +  PA  4- ... 
E^s  ist  daher,  wenn  man  gleich  durch  A  abkürzt: 

^.       *  (2y  +/>A  + .  .)v|/l-fig.H-PA  +  ... 

— +  jA  +  .. 

ein  Quotient,  welcher  sich  immer  mehr  der  Einheit  nähert, 
je  kleiner  A  wird,  und  diesen  Werth  endlich  (tir  A  =  0 
vollkommen  erreicht.     Setzt  man  also   A  =  0 ,    so  hat   man 

(wegen  —  =  1),  wenn  man  gleich  mit  —  multiplicirt,  fllr 
das  Element  oder  Differential  der  krummen 
Oberfläche:  do  =  2^y da  1/1  +  ^ ,  also  für  die 
(durch  Umdrehung  erzeugte)  Oberfläche  selbst : 

(1)     iD  =  2^J^ydx|/l4-^. 
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An  merk.    Nach  der  Methode  des  unendlich  Kleinen,  findet  man  diese 

Formel  ganz  einfach  auf  folgende  Art :  Nimmt  man  (Fig.  80,  a)  die  ^ay^ 
Zunahme  PP'  der  Abscisse  unendlich  klein  oder  ^^  dx  an,  so  fällt 
(§.  712,  Anmerkung)  der  Bogen  MM'  mit  seiner  Sehne  zusammen 
(d.  i.  der  Unterschied  ist  unendlich  klein  der  zweiten  Ordnung)  und 
ist  BS  ds.  Durch  Umdrehung  dieses  Bogens  4»  um  AX  wird  dem- 
nach die  krumme  Obcrfiftche  eines  abgestutzten  Kegels  er- 
zeugt, die  durch  dta  bezeichnet  werden  muss,  wenn  man  die  durch 
Umdrehung  des  Bogens  B  M  erzeugte  Oberfläche  »>  co  setzt ;  in- 
dem,   wenn  x  in  x -{•  dx   übergeht,    auch  u  um  dui  zunimmt.     Es 

folgt  also  wie  vorhin:   <f u  =*  «  (y  -j- y  +  <^y) «?«  =•  2 «y  V  d x*  -\-  dy^y 

wenn  man  n&mlich  für  d»  den  bekannten  Werth  V  rf or *  +  <^y*  setzt. 

§,  882.     Beispiele  hierüber : 

1)  Es  sei  die  gegebene  Umdrehungscurve  die  gemeine  Parabel, 

dy  p 

80  ist  ihre  Gleichung  y  ^px  ,  und  wegen  —  «»  — T^^nach  der  vorigen 

dx        2ypx 

Formel : 

a,  =  «/rfxV/>2+4px-  JL(p«4.4px;*-|-C^(§-  776,  6). 

6p 

Wird  die  Oberfläche  vom  Scheitel  an  gerechnet,  so  wird  für  ar  =  0  auch 
00=^0,  also  0  =  Jp"7r  +  C,  und  daraus  die  Const  C=  —  ip*«, 
daher  endlich  die  krumme  Oberfläche  des  Paraboloides  oder  p a- 
rabolischen  Conoides,  dessen  Höhe  x  =h  ist : 

»- J[(p'+4p*)*-p»]. 

2)  Ist  die  gegebene  Curve  eine   Ellipse,    deren  Gleichung  also , 
wenn  die  Umdrehung  um  die  grosse  Achse  Statt  findet, 

»  =*=  -  Va'  —  JE*    ist;    so    folgt    nach    der    obigen    Formel,    wegen 
a 


dy  —  bx 


nnd  a*  —  6'  =  c*  sofort : 


X 


(m)     w  •-  — =-    SdxV a*  —  c*x* 
a 


^  [|V«*~c'x>  +    g  aresin  ('^)]  +  C  (§.  8lft,  %), 


2b 
"*    a' 

Nimmt  man  dieses  unbestimmte  Integral ,  um  die  ganze  elliptische 
Oberfläche  zu  erhalten  ,  von  x  ==  —  a  bis  x  =  +  a  (§.  868>  ,  so  erhält 
mnn  fär  diese  Oberfläche  O  des  Klli))8oide6  oder  elliptischen 
S  phäroides  (durch  Umdrehung  der  Ellipse  um  ihre  grosse  Achse) : 


Ü  z=  2 6 IT  I  6  4-   —  aresin  ( - 1  j- 


Zusatz.     Für  den  Kreis    wird    &  »»  a    und    e  =  0 ,    folglich    das 

2  bn 
vorige  Integral :    w  =  — j-  fa^  dx  =  %a'KXy  welches  wieder  von  x  =—  —  a 

bis  r  =  +  a  genommen  ,  die  Kugeloberfläche  (•)«.  4a%  gibt 
Burg*s  Conip«aiUttni  d.  böb.  MatU.  gg 


Anmerkttng.  Dieses  Resultat  erh&lt  man  flbrigens  andi  aiu  den 
▼origen  Aiudrnak  fHr  O,  wenn  man  dabei  den  Werth  des  leisten, 
die  Fonn  f  annehmenden  Gliedes  (welches  «—  a  ist),  nach  §•  68S 
bestimmt. 

3)  Geschieht  die  Umdrehung  dieser  Ellipse  um  die  kleine  Achse, 
so  erhält  man  die  entstehende  knimme  Oberfläche  u'  am  einfiichstcD  , 
wenn   man   im   vorigen   Integral   (m)  a  and  6  mit  einander  rertaiuchi; 


Satr 


dadurch  entsteht  aber:  »'  =  — -  {dxVb*  +  c"»*     oder    (f,  816,  1.) 

Soll  die  durch  Umdrehung  eines  Bogens ,  dessen  Endponcten  £e 
Absdssen  x  =  a  und  x  =ß  lukommen ;  erseag^  Zone  berechnet  wer- 
den ;  so  wird  man  dieses  Integral  von  x  »*  a  bis  x  «»  /3  nehmen.  Soll 
dagegen  die  ganze  Oberfläche  bestimmt  werden ,  so  ist  daftr  a  -» —  b 
and  ß  =  ^  b,  und  daher: 


"=•"[" +  E'(^)] 


Zusatz,    ^neh  hier  hat  man  wieder  fOr   b==  a,    wobei    das   die 
Form  %  annehmende  letzte  GUed,    nach   §.  685  bestimmt,    den  Werth 

^  =  a  hat ,  fllr  die  Kngelfiäche:  4a'ff. 

Cubatur   der  durch  Umdrehung  erzeugten 

Körper. 

§•  888.  Bezeichnet  man  den  bei  der  oben  (§.  881) 
Fl«.  80  angenommenen  Umdrehung  der  Curve  BMM"  (Fig.  80)  um 
die  Abscissenachse  AX  durch  das  Segment  ÄBPM  er- 
zeugten (und  von  der  in  §.  881  berechneten  Oberfläche  be- 
grenzten) Körper  durch  ti,  jenen,  welcher  dem  Segment 
ABP'&f  entspricht  9  durch  u  und  endlich  den  Körper, 
welcher  von  dem  Segmente  PM'  erzeugt  wird,  durch  v\ 
so  ist,  wenn  man  u^s=^f{a)  setzt  [wo /(a)  die  zu  bestim- 
mende Function  ist] ,  auch  u'  =f(x  -|-  A)  und 

«  =  «'_«  =  /(x  + A) -/(.r)  =5^  A  +ph*  +  .  . 

Das  Trapez  PM"  beschreibt  bei  dieser  Umdrehung  den 
abgestutzten  Kegel 

r'  =  i  PP'if  (MF*  +  i{  r^+MP.  MT) 

=  iA«(3y*  +  3ygA+..). 


Ee  ist  also ,  wenn  man  gleich  wieder  durch  h  abktkrzt :        ^ 

"  '^"     _1_         »    _L  ' 

t 

und    für    A  =  0  ,    wofür   —  =  1  wird :  ^   =  Try* ,     also 
du^=^izy^dx  y  oder  das  Volumen   des  durch   Umdrehung 

erzeugten   Körpers:    (2)    u  =  ff  j    y^dx. 

Anmerkung.  Nach  der  Methode  des  unenrilich  Kleinen  entsteht 
durch  Umdrehung  der  Fl&che  ABMP  dei*  Körper  «,  also  durch 
jene  des  unendlich  schmalen  Trapezes  Pm,  welches  (S  712,  Anm.) 
als  ein  Rechteck  behandelt  werden  mnss,  das  Element  desselben  du 
und  da  dieses  Rechteck  einen  Cjlinder  beschreibt,  dessen  kreis- 
förmige Basis  den  Halbmesser  y  besitit  und  Höhe  =  dx  ist ;  so 
folgt  wie  YOrhin  du  =  ny*  dx, 

§•  884.  Beispiele  hierüber. 

1)  Ist  wieder  die  Umdrehdngscurve  die  gemeine  Parabel,  so 
ist  wegen  y*  =  p  r : 

J*  « 

xdx  -»4-  ii|iap*  —  -^y'- 

Lässt  man   die   Abscisse^  x  bis  A   zunehmen   und   setzt   die  zugehörige 

Ordinate  y  =  Vp  A  =  r ,  so  bildet  A  die  Höhe  und  r  den  Halbmesser  der 
kreisförmigen  Basis  des  parabolischen  Conoides ,  und  man  hat  för  den 
Inhalt  desselben:  u  — ^r'nA,  dieser  ist  also  dem  halben  Cjlinder gleich, 
welcher  mit  dem  Conoid  einerlei  Basis  und  Höhe  besitzt. 

2}  Für  das  durch  Umdrehung  der  Ellipse  um  die  grosse  Axe 
entstehende  EUipsoid  hat  man: 

Fftr  den  Inhalt  der  Zone,  deren  Oberfläche  durch  einen  Bogen  er- 
zeugt  wird,  dessen  Endpuncten  dieAbscissen  a  und  ß  entsprechen,  muss 
dieses  Integral  wieder  von  x— a  bis  x*»ß  genommen  werden.  Fftr  das 
ganae  elliptische  Sph&roid  ist  demnach  dieses  Integral  von  x  =^  —  a  bis 
X  «-1  -f-  a  zu  nehmen ;  dadurch  erh&lt  man  (§,  869)  ,  wenn  man  dieses 
EUipaoid  durch  K  bezeichnet: 

a 
3)  Geschieht  die  Umdrehung  derselben  Ellipse  um  die  kleine  Axe, 
so  erh&lt  man  för  das  nun  entstehende  EUipsoid  (indem  man  nur  in  der 
vorigen  Formel  von  u,  a  und  b  mit  einander  verwechseln  darf) 

38« 


und  wenn  man  znr  Bestunmnng  des  ganxen   elliptischen  Sphftroides  K 
dieses  unbestimmte  Integral  von  x  =  —  h  bis  jr  =  -{-6  nimmt : 


a"« 


Zasatz.   Die  Vergleichnng  der  beiden  am  die  grosse  and  kleine 
Axe  erzeugten  elliptischen  Sph&roide  gibt: 

Fflr  h'^a   dagegen   erhfllt  man  aus   beiden  Aasdrücken  als  Inhalt 
der  Kagel: 

flg.  04.  Anm  erk.  Dreht  sich  irgend  eine  ebene  Figar  NMN*M*  (Fig.  94)  am  dne 
in  ihrer  Ebene  liegende  Axe  AX  um,  so  erhält  man  den  Inhalt  des 
erzengten  Körpers  sofort  dnrch  das  bestimmte  Integral : 

wenn  wieder  y  «  PM^=f(x)  und  y  =  P3£  =f(x)  die  der  allge- 
meinen Abscisse  x  beziehungsweise  in  der  obem  und  untern  Cnrre 
entsprechenden  Ordinaten ,  und  x',  x"  die  Absdssen  A  Q  und  A  Q 
bezeichnen. 

Beispiel    Ist  z.  B.  die  beschreibende  Fl&che  eine  Kreis fl&che 
Fl«.  97.      faM  (Fig.  97)  vom  Halbmesser  CN=ry  der  Abstand  des  Mittelpunctes 
C  von  der  Umdrehungsaxe  AX^^Oy  und  A  der  Ursprung  der  rechtwin- 
keligen Coordinaten,  also  AP^^x\  so  ist 

PM^f{x)  «  a  +  Yr^^x^   und   P JT  =/ (x)  «  a  —  VT^Zp, 
folglich  nach  der  vorigen  Formel   der  Inhalt  des  erzeugten  ringfönnigea 


Körpers : 

.-fr 


■'•)] 


dx  Vr*  —  x'  =  4a7t .---«  ^^^ar'ii 


LI 

2 

s 


(wegen  /(fxKr*  —  x»«fyr*—x*  +  v«''^ **'»-'  5.816,  2). 

An  merk.  Stellt  man  diesen  Ausdruck  in  der  Form  von  «>»r'ic.2a« 
dar,  so  erkennt  man  darin  die  Gnldins'sche  Begel,  welche  in  der 
Mechanik  (Supplem.  41)  abgeleitet  wird. 

W&re  die  erzeugende  Fläche  eine  Ellipse  Yon  den  Halbaxoi  a 
und  6,  welche  sich  um  eine  mit  der  grossen  Axe  2  a  parallele  Ge- 
rade, die  von  ihr  um  die  Grösse  c  absteht,  umdreht,  so  wäre  der 
kubische  Inhalt  des  erzeugten  Körpers  w^  ahn  ,%c^  =^  2a6cff*. 


\ 


Anhang« 


r>ie   Elemente  der  Variationsrechnung. 


Einleitung, 


§.  1.  JLlie  Aufgaben  ftber  die  Maxima  und  Minima 
fbhren  nicht  nur,  wie  aus  dem  Vorhergehenden  zu  ersehen, 
zu  einer  schönen  Anwendung  der  Difierentialrechnung,  son- 
dern auch  noch  zu  einer  merkwürdigen  Erweiterung  der- 
selben oder  zu  einer  neuen  ßechnungsmethode,  nämlich  zur 
sogenannten  Variationsrechnung.  Bei  den  bisher  be- 
handelten Problemen  dieser  Art  handelte  es  sich  bloss  da- 
rum, diejenigen  Werthe  der  veränderlichen  Grössen  zu  be- 
stimmen ,  für  welche  die  betreffende  Function  dieser  Va- 
riablen ,  die  immer  als  gegeben  oder  bekannt  voraus- 
gesetzt war,  ein  Maximum  oder  Minimum  wurde. 

Fasst  man  hingegen  diese  Fragen  von  einem  allgemei- 
neren Gesichtspuncte  auf,  und  sieht  dabei  die  Function, 
welche  unter  gewissen  Bedingungen  einen  grOssten  oder 
kleinsten  Werth  annehmen  soll ,  sdbst  als  unbekannt 
oder  unbestimmt  an;  so  reicht  die  Differentialrechnung 
nicht  mehr  aus  und  man  muss  zu  dieser  neuen,  nämlich  zur 
Variationsrechnung  Zuflucht  nehmen. 

Soll  z.  B.  in  einer  gegebenen  ebenen  Curve,  deren 
Gleichung  y  =/(a')  sein  mag,  unter  allen  Bögen  derselben, 
deren  Projection  auf  die  Abscissenaxe  eine  constante  Grösse, 
z.  B.  =a  ist,  jener  gesucht  werden,  welcher  d^bei  die 
kleinste  Länge  hat,    so  muss  man  in  dem  bestimmten  In- 

ydx*  +  ^y*  jenen  Werth  der  Variablen  a 

suchen,  woftür  dasselbe  ein  Minimum  wird,  was  ganz  ein- 
fach nach  den  bekannten  Regeln  mit  EQlfe  der  Differential- 
rechnung geschieht. 
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Soll  dagegen  unter  allen  ebenen  Curven,  welche  durch 
zwei  bestimmte  Puncte  a', y',  x\y"  gehen,  diejenige  be- 
stimmt werden,  deren  zwischen  diesen  Puncten  liegender 
Bogen  am  kleinsten  wird;  so  muss  die  Gleichung  der  ge- 
suchten Gurve  y  '=f{jxi)  9  d.  i.  die  Relation  zwischen  der 
Ordinate  y  eines  beliebigen  Punctes  dieser  Curve  und  der 
entsprechenden  Abscisse  a  erst  gefunden  werden,  wofür  das 


.x" 


bestimmte  Integral  8  =  1     \/dx^  +  dy^  ein  Minimum  wird, 

eine  Aufgabe,  welche  nach  der  bisher  vorgetragenen  Regel 
der  Differentialrechnung  nicht  aufgelöst  werden  kann. 

Auf  gleiche  Weise  kann  verlangt  werden,  unter  allen 
ebenen  Curven  diejenige  zu  finden,  welche  bei  einem  gege- 
benen Umfange  die  grösste  Fläche  einschliesst  (oder  was 
dasselbe  ist,  bei  einer  gegebenen  einzuschliessenden  Fläche 
den  kleinsten  Umfang  besitzt).     Diese  Forderung  fallt,   da 


I  yda  die  Fläche  der  von  der  Abscisse,  den  beiden »  den 
Abscissen  x',  a"  entsprechenden  Ordinaten  und  dem  zwi- 
schenliegenden  Bogen,    so  wie  I     ]/da;*  -f-  <^y*    die   Länge 

dieses  Bogens  bezeichnet,  mit  der  Aufgabe  zusammen :  die- 
jenige Relation  oder  Gleichung  zwischen  a  und  y  aufzu- 
suchen (oder  die   Function  /  in  y=f(x)   zu   bestimmen), 

wofür   das   bestimmte   Integral  l     j/da   unter   der   Voraus- 


X 


Setzung,  dass  der  Ausdruck  1     ]/d^*+"dy^  dabei  constant 

bleibt,    ein   Maximum   werde.     Auch    dieses  Problem   läast 
sich  nur  mittelst  der  Variationsrechnung  lösen. 

A  n  m  e  r  k.  Noch  allgemeiner  werden  diese  Aufgaben  über  das  Maxi- 
mum and  Minimum ,  wenn  man  dabei  auch  die  Grenzen  der  In- 
tegrale ,  d.  i.  x  ,  .t"  als  variabel  ansieht.  Sind  z.  B.  zwei  ebene 
Curven  gegeben,  und  soll  unter  allen  Curven  ,  welche  diese  beiden 
mit  einander  \;crbindcn  können ,  überhaupt  die  kürzeste  gefunden 
werden;  so  mu.ss  man  wieder  jene  Relation  y=^/(,x)  aufsuchen,  fltr 


mi 


V  dx*+  dy*,   in   welchem  jedoch 

X 

die  Grenzen  x,  Xg  in  der  Art  yariabel  sind,  dass  sie  die  Abscissen 
beliebiger  Pnncte  der  gegebenen  beiden  Carven  bezeichnen,  ein  Mi- 
nimum wird. 

In  der  analytischen  Mechanik  sind  solche,  in  das  Gebiet  der 
Variationsrechung  gehörigen  Angaben  noch  wichtiger,  und  es  hat  in 
der  That  auch  das  yon  Joh,  BemouUi  zuerst  behandelte  Problem  der 
Linie  des  schnellsten  Falles,  oder  der  Brachystochrone^  die  erste  Ver- 
anlassung znr  Begründung  der  Variationsrechnung  gegeben. 

Erklärungen. 

§.  2.     Soll  in  der  Voraussetzung  von 

V=F(x    V    ^    -^        ) 
t/  als  eine  Function  von  x  angesehen  und  dabei  so  bestimmt 

F<ij;. dafür  ein 

x' 

Maximum   oder  Minimum  wird,    so  sei  f/=f(x)  diese  ge- 
suchte Belation  (also  /  die  erwähnte  Function)«    Setzt  man 

sonach  in  dem  Ausdrucke  von   V  für  t/,   —-  .  .  .    bezie- 
hungsweise /(ä?),       ,  •   y      i^t     •  •  •  ^nd  führt  die  in  (a) 

angezeigte  Integration  aus,   so   wird  man   einen  Ausdruck 
von  der  Form 


j. 


X 


Vdx  =  (f{xy  x") 

X' 

erhalten. 

Bezeichnet  ferner  /'  (a)  eine  Function ,    welche  von  der 
vorigen /(^)  nur  unendlich  wenig  verschieden  ist,    so   ent- 

steht,  wenn  man  eben  so  in   V  wieder  /'  (^),     '^,        . . .  für 

y,  ^  •  •  •  setzt,  und  die  Integration  zwischen  den  genann- 
ten Grenzen  au8fühi*t,  ein  Resultat  ^'(a?',  x"),  welches  von 
den  vorigen  9  (a;',  a")  nur  um  unendlich  wenig  abweicht. 

Man  bezeichnet  nun   die  auf  solche  Weise  entstehende 
verschwindend  kleine  Differenz  9'  (a', ^a")  —  9  (a',  a")  durch 


den  griechischen  Buchstaben  S  und  nennt  ^9(2:',   x")   die 
Variation  der  Function  f(s\  x"). 

§.  S.  Da  man  also  unter  einer  Variation  die  unendlich 
klein  werdende  Änderung  einer  Function,  oder  wenn  man 
will,  das  Difierentiale  der  Function  nach  dem  Buchstaboi  i 
versteht,  so  folgt,  dass  wenn  t/=/(a!)  ist  und  f^  {x)  eine 
vonf(x)  nur  unendlich  wenig  abweichende  Function  be- 
zeichnet, sofort 

*y=/(^)~/W  ist- 

Auf  ganz  gleiche  Weise  ist  auch,  unter  derselben  Vor- 
aussetzung, für y  =/(«9  t£,  z .. .)  sofort  die  Variation  vony : 

Sy  =/  (a-,  u,  z  ..  .)  --f{x,  u,  z  ..  .). 

§.  4.  Die  Bedeutung  der  Variationen  lässt  sich  tkbri- 
gens  auch  durch  folgende  geometrische  Betrachtung  an- 
schaulich machen. 

Es  sei  y=/(«)  die  Gleichung  der  ebenen  Curve  RS 
Flg.  w  (Fig.  98) ,  und  fiir  irgend  einen  Punct  M  derselben  seien 
AP^Xf  PM'=y  die  Coordinaten;  so  entsprechen  dem 
Übergänge  von  diesem  Puncte  M  zu  dem  unendlich  nahe 
liegenden  Puncte  N  in  derselben  Curve  die  unendlich 
kleinen  Zunahmen  PQ^^dx  und  QN — PM=dy. 

Ist  ferner  RS'  eine  der  vorigen  unendlich  nahe  liegende 
zweite  Curve,  so  entsprechen  dem  Übergänge  von  dem 
Puncte  M  der  ersten  Curve  zum  correspondirenden  Puncte 
M  der  zweiten  Curve  die  ebenfalls  unendlich  kleinen  Zu- 
nahmen PP'  =  Sx  und  P^Af^  —  PM=^  Äy,  oder  da  es ,  um 
nur  den  Einfluss  kennen  zu  lernen,  welche  eine  Veränderung 
in  der  Relation  y=/(a)  auf  das  Integrale  jVdx  hervor- 
bringt, genügt,  y  unabhängig  von  x  zu-  oder  abnehmen, 
also  X  unverändert  zu  lassen,  oder  Sx=^0  zu  setzen,  wo- 
durch M'  auf  m  fällt,  sofort  auch  Mm  =  dy. 

So  wie  also  die  unendlich  kleine  Änderung  dy,  welche 
entsteht,  wenn  man  in  der  nämlichen  Curve  i2iS  von  einem 
Puncte  M  zu  dem  nächst  folgenden,  dem  erstem  unendlich 
nahe  liegenden  Puncte  N  fortgeht,  das  Differentiale 
von  y  heisst ,    so  wird  jene  unendUch  kleine  Änderung  iy. 


welche  in  y  entsteht,  wenn  man  von  dem  Pnncte  M  der  ge- 
nannten Curye  RS  zu  dem  correspondirenden  (in  derselben 
Ordinate  liegenden)  Puncte  m  der  zweite  n,  der  erstem 
unendlich  nahe  liegenden  Curve  RS  übergeht,  die  Varia- 
tion Ton  y  genannt. 

§.  5.  Da  also  die  Variation  Sy  nichts  anderes,  als  ein 
Differentiale  von  y,  nur  in  einer  andern  Bedeutung,  ist,  so 
fordert  die  Variationsrechnung  im  Grunde  genommen  keine 
neuen ,  von  der  Differentialrechnung  verschiedene  Kegeln 
oder  Grundsätze,  sondern  nur  eine  neue  Anwendung  der 
bereits  bekannten.  Die  Regeln  und  Formeln  der  Differen- 
tialrechnung gelten  daher  auch  ftlr  die  Variationsrechnung, 
nur  dass  man  dabei  überall  den  Buchstaben  i  statt  jenen  d 
setzen  muss. 

So  ist  z.  B.  für  y  =  2w'  +  ^  die  Variation; 

Jy  =  6 1**  Jtt  -j-  o*  log  a  Sa} 
dabei    dürfen  jedoch  die  Grossen  Su  und  Sa,   obschon  sie 
ebenfalls  unendlich  klein  sind,   dennoch   mit  jenen  du  und 
da^  denen,  wie  wir  gesehen,  eine  andere  Bedeutung  zukömmt,' 
nicht  verwechselt  werden. 

Wir  gehen  nunmehr  zu  einigen  vorbereitenden  Sätzen  über. 

§.  6.    Es  ist  nach  dem  eben  Gesagten 
5 (y  +  dy)  =zSy  -\-Sdy  und  daraus  Ädy  =  ä (y  +  dy)  —  iy^ 

Um  von  Sy  das  Differential  zu  erhalten,  muss  man  in 
Sy  sofort  y  m  y  -\'  dy  übergehen  lassen  und  jy  abziehen ; 
dadurch  entsteht  aber  dSy^^Siy-^- dy)  —  Äy,  nämlich  wie- 
der der  vorige  Ausdruck,  so  dass  also 

idy  =  diy  ...  (1) 
ist.     Es   ist   nämlich   ganz    gleichgiltig,    ob   man 
zuerst    eine    Function    differentiir t    und    dann 
variirt,  oder  umgekehrt  zuerst  variirt  und  dann 
differentiirt  ♦). 

♦)  Da  die  Ordinate   QN'  (Fig.  98)    eben  sowohl  durch  die  Variatiun  v%  «& 
der  Ordinate  QN,   als  durch  die  Differentiation  von  jener  P'M'  eni- 
stehen  kann,  so  hat  man,  da  im  erstem  Falle  QIN' »  QN+  S ,  QN 
^ y  +  rfy  ■+•  «^ iy+dy),  and  im  let»tem  Falle  Qir  »^PM'  +  d .  PM 
^»lf'\'^y  +  d(jf'\'i}ß)  ist,  sofort  wieder  die  obige  Rektion  (1). 
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Aus  dieser  Belation  (1)  folgt  weiters  unmittelbar 
S  d^y  =  d^  Sy  und  allgemein  S  d^y  =  (t^Sy. 

§.  r  Es  sei  femer  F=/Z7,  also  dV=UvaidSdV=dü, 
so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  vorige  Relation  (1)  auch 
dSV=  SU  und  daher,  wenn  man  wieder  integrirt^ 

SV=iiU, 
oder,  wenn  man  fiir   V  den  ursprünglichen  Werth  herstellt: 

SfU=iSU  .  .  (2), 
d.  h.  es  ist  gleichgiltig,  ob  man  zuerst  integrirt 
und  dann  yariirt,  oder  umgekehrt  verfährt.  Eben 
so  folgt  daraus  auch  ferner: 

ijjU=iSjü=jjSü,   d.  i.  Sj^U=!*SU,  80   wie  auch  all- 
gemein : 

Sj^U=i*SÜ. 

§.  8.  Ist  Ueine  Function  von^,  y,  da,  dy,  d^?*,  dy\,., 
so  muss  man,  um  SU  zu  erhalten,  aina-^-  Sa,  y  in  y-^-Sy 
u.  s.  w.  übergehen  lassen,  und  von  der  auf  diese  Weise 
geänderten  Function  die  ursprüngliche  abziehen;  dadurch 
erhält  man  aber  (indem  man  dabei  ebenfalls  die  mit  den 
hohem  Potenzen  von  Sa,  Sy  .  .  .  behafteten  Glieder  aus- 
lassen muss)  nichts  anderes,  als  das  gewöhnliche  Differen- 
tiale von  U  in  Bezug  auf  die  Variablen  x,  y,  da,  dy  xua.'w^ 
jedoch  hinsichtlich  des  Buchstaben  S  genommen.  Es  sind 
nämlich  die  Variationen  von  a,  y,  da,  dy .  •  sofort  Sx,  Sy, 
Sda,  Sdy,  Sd^a  u.  s,  w*  so,  dass  wenn  man  das  Difieren- 
tiale  von  U  durch 

dU=Mda  +  Nd^a'\'Pd''x  +  ..'\'Ardy  +  N'd^+jP'(jPy+.. 
ausdrückt,  sofort  auch  die  Variation  von  U  durch 

SU=MSa  +  NSda'\'PSd^a+QSd^a  +  .. 
+  M'Sy  +  lsrSdy'\-PSd^y  +  QSd^y  + . . 
ausgedrückt  wird,   woraus  sonach  folgt,   dass   man  in  dem 
Ausdrucke  von  dU  nur  überall  das  erste   aus  der  Differen- 
tiation von  U  entstehende  Differentialzeichen  d  in  das  Varia- 
tionszeichen S  verwandeln  darf. 

§.  0.  Lässt  sich  dabei  U  auf  die  Form  Vdx  bringen 
und  wird  y  als  eine  Function  von  a  betrachtet,   ao  ist   V 
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irgend  eine  Function  von  os^  y ^  p^  q^  u.  s.  w.,  wenn  man 

nämlich -^ssj?,    -J* ^=  q  u.  s.  w.  setzt,   folglich   ihr  Dif- 

ferential 

(a)  .  dV=Mdx'\'Ndy'\-Pdp'\-Qdq  +  ..y 
oder  was  dasselbe  ist: 

Nach  der  vorigen  Bemerkung  ist   sonach  die  Variation 
von   Vi 

{a)..iV=Mix  +  NSy  +  PSp  +  QSq  +  .., 
oder  auch: 

Dabei  kann,  wie  bei  der  gewöhnlichen  Differentialrech- 
nung, ip  =  S.j^  entweder  unter  der  Voraussetzung,  dass 

dx  constant,  oder  auch  unter  jener  entwickelt  werden,  dass 
dx  selbst  noch  veränderlich  ist;  dasselbe  gilt  auch  in  Be- 
ziehung auf  Sqy  Sr  Vi.  e,  w.    In  diesem  letztem  Sinne  ist 

^     ^    dy  dxidy  —  dy  idx  idy'—pSdx    \ 

*              *  dx  rfar'                                    dx              \  l    \ 

j.     »     dp  dxddp  —  dpidx  ^dp  —  qidx    l  ^' 

" ""     'dz  rfx*                                  dx            ) 

u.  s.  w. 
Man  muss  also ,  im  Falle  die  Variation  von   V  in  dem 
Sinne  entwickelt  werden  soll,  dass  dx  variabel  ist,  in  dem 
obigen  Ausdrucke  (a')  von  ÄFfiir  Spy  äj,,..    diese   eben 
entwickelten  Werthe  setzen. 

An  merk.  In  den  vorstehenden  Entwickelungen  wurde  bloss  der  Fall 
betrachtet,  in  welchem  nur  eine  einzige,  von  der  absolut  Variablen 
X  abhängige  Function  y  vorkömmt,  was  sofort  auch  für  alle  Auf- 
■  gaben  genügt,  die  sich  auf  ebene  Curven  beziehen.  In  jenen  Auf- 
gaben jedoch,  in  welchen  Curven  von  doppelter  Krümmung  be- 
trachtet werden,  kommen  ausser  der  unabhängig  variabeln  Grösse  x 
zwei    davon    abh&ngige  Functionin  y    und  z  vor ,   so  dass  dabei   V 

dy        d^y 
ausser  der  Veränderlichen  x  die  Functionen  w,  —--  ,    -r-^  . .  •  und 

"     dx       dx* 

dz       d^z 
z ,  -;- ,    -p-=-  etc.  enthält.      In   diesem  Falle   ist   es  aber  ebenfalls 
dx       dx 

leicht,  aus  den  obigen  Entwickelungen  die  entsprechenden  Ausdrücke 
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der  obigen  Relation  (a'): 

Dabei  fUIt  eben  sowohl,  wie  in  der  obigen  Entwickelnng  (a'),  das 
erste  Glied  Mix  noch  hinaus ,  wenn  man  annimmt ,  dass  x  in  F 
keine  Variation  erleidet ,  was  bei  allen  Aufgaben  der  Fall  ist ,  bd 
welchen  die  Absdssen  der  i^dpuncte  der  gesuchten  Cnrre  Con- 
sta n  t  sind. 

§.  10.  Um  nun  unter  der  Voraussetzung,  dass  ü  eine 
Function  von  Xy  y,  dx^  dy^  d^x^  d^y .  •  •  ist ,  die  Variation 
d/27  zu  entwickeln,  hat  man : 

SjU=  jiU,  oder  weiin  man  fiir  S  Udea  Werth  aus  §•  8  eetztf  auch 
iSU=j(MSx  +  NSdx  +  Pid^x  +  QSd^x  +  ...) 
+S(AeSy  +  N'idy  +  JP'Sdh/  +  QfSd^x+  ...). 
Dieser  Ausdruck  lässt   sich  jedoch  dadurch  weiter  le- 
dudren,  dass  man  in  allen  Gliedern,  in  welchen  die  beiden 
Operationszeichen  d  und  S  zusammen  vorkommen,  das  Dif- 
ferentialzeichen  d  vor   das    Variationszeichen   S    setzt   und 
dann  die  Theilintegrationen  anwendet.    Dadurch  wird 
jMSx=jMSx,  iNidx=iNdSx  =  NSx—jixdN 
jFSd^x  =  jFd'^ix  =  Pdix  —  fdix  dP  =  Pdix  —  dPdx 

+  i'Sxd*P 
iQSd*x=jQd^Sx=:Qd^Sx—id^SxdQ=Qd^Sx—dQdix 
+jdSx  d*Q=  Qd^ix—dQdix  +  d^Qdx—jSx  d^Q 

u.  s.  w. , 
und  da  man  durch  blosse  Verwechslung  der  Buchstaben 
hieraus  auch  dieselben  Ausdrücke  für  jM'iy^  jN'Sdy  u. 
s*  w.  erhalt,  so  folgt,  wenn  man  diese  Werthe  in  dem  to- 
rigen  Ausdrucke  von  ijU  substituirt  und  Alles  nach  ix, 
dSx,  d^Sx  u.  8.  w.  ordnet,  sofort: 

(3)  SfU—  (N—  dP+-  d^Q—.  .)Sx  +  (P—dQ  + .  .)dix 

+  (Q  — etc.)rf*Jj:-|-.. 
^{N'^dF-^d^Q—..)iy+{P'—dq[  +  ..)diy 

+  ((/— etc.)rf*ÄyH-,. 

ViiM'--  dN'+  d^P'—  d*Q+  ..)iy. 


*« 

nEmlich  ein  Ansdrucky  welcher  aus  zwei  ganz  ähnlichen  Thei«- 
len  besteht,  wovon  der  eine  durch  die  Variation  von  x,  und 
der  andere  durch  jene  von  j/  erzeugt  wird. 

A  n  m  e  r  k.  Enth&lt  U  auBser  x  und  y  noch  die  Variable  z ,  ao  mau 
man  dem  vorigen  Ausdrucke  noch  einen  dritten  Theil  hinzufügen, 
welcher  aus  der  Variation  von  z  entsteht,  und  den  beiden  Theilen 
in  X  und  y  ganz  ähnlich  oder  analog  ist  Ähnliches  gilt ,  wenn  in 
Ü  noch  mehrere  Variable  enthalten  sind. 

§.  11.  Setzt  man  die  unter  den  Integralzeichen  stehen* 
den  Ausdrücke  gleich  Kuli,  so  verschwinden  in  (3)  die  mit 
den  Integralzeichen  behafteten  Glieder ,  und  es  müssen  so- 
nach die  beiden  Gleichungen 

und    M'^dN'+dPP'—d^Qf+..=0\   ^*^^ 

die  Bedingungsgleichungen  für  die  Integrabilität  von  27sein» 
was  sich  auch  in  der  That  leicht  beweisen  lässt. 

Ist  n&müch  U  ein  vollständiger  Bifferentialausdruck  und  s.  B. 
U-^dü',  so  ist  auch  lü=idü'mmdiir,  mithin  iü  ebenfalls  ein 
ToUst&ndiges  Differentiale  (nAmlich  von  iü').  Hat  man  nun  in  derEnt- 
Wickelung  von  l^U  alle  Glieder,  welche  integrabel  sind,  von  ihren  In- 
tegralseichen befreit ,  so  mflssen  sich  die  flbrigen  Glieder ,  welche  noch 
unter  diesen  Zeichen  stehen  bleiben,  von  selbst,  ohne  das«  man  erst 
eine  gewisse  Bedingung  zwischen  x,  y,  ix  und  iy  anzunehmen  braucht, 
aufbeben ;  es  sind  demnach  die  vorigen  Gleichungen  (m)  in  der  That  su- 
gleioh  die  Bedingpingsgleichungen  für  die  Integrabilit&t  von  /£7. 

§.  12.  Die  vorigen  Ausdrücke  lassen  sich  noch  weiter 
vereinfachen  y  wenn  sich  die  Function  U  unter  der  Form 
Vdx  darstellen  lässt ^  denn  es  ist  dann: 

i^Vdx  = /(JFdx  =  J(5Fdx  +  Vidx)  =iiVdx+iVdiwy 

oder  wegen  JFdÄa*=FÄ^ — jdVSx  (wenn  man  nämlich 
theilweise  integrirt)  auch 

{b)    SjVdx=VSa-\'j(dxSV—dVSä!). 

Setzt  man  femer  für  d  F  und  S  V  die  in  §.  9  gegebenen 
Ausdrücke  aus  (a)  und  (a),  so  erhält  man 
dxSV—dVSa  =  N{daS}/  —  dj/Sa)  +  P{dxSp  —  dpSa) 

+  QidxSq  —  dqSa!)^.., 
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oder  wegen  dff=pdx  und  [§. 9,  Rdat.  (p)]  Sp  =  ^~^ — - 
wodurch 

daSy  —  dySa  =  dxiy — pdxSx  =  da{Si/  — pS^} 
und  ferner 

dxSp  —  dpSa!=  Sdy  — pSda  —  dpSa^ 

=  dSy  — pdSa  —  dpSa 

(wenn  man  nämlich  die  unmittelbar  vorhergehende  Relation 
berücksichtiget),  dann  (wozu  man  in  dieser  letztern  £elat. 
nur  p  statt  y  und  q  statt  p  setzen  darf) 

U.S.W,  wird,  auch,  wenn  man  noch  Kürze  halber  Sy — pdjt=^v 
setzt,  woraus  weiters 

daSy  —  dyix  =  rda?, 

daSp  —  dpix  =  dr, 

daiq  —  dqSa  =  d.  j- 

u.  8.  w.  folgt,  endlich  nach  gehöriger  Substitution: 

j(dxiV—dVSa)=jNvda  +  JFdv -\- jQd.^^  +  .  •  . 

Die  vorige  Formel  (b)  erhält  daher,  wenn  man  darin  diesen 
letztem  Werth  substituirt,  die  Form: 

SjVdx  =  VSx  +  jNvdx  +  fPdv  +  j Qd .^  -\- . .  . 

Es  ist  aber  femer,  wenn  man  theil weise  integrirt, 
iPdv  =  Pv—SvdP, 

U.     8.     W. , 

daher  auch  endlich: 

(4)    ijVdx  = 

+j{^-  ^  +  TJ'i^---  •)  •"^^■- 

§.  IS.     Berücksichtiget  man  vorläufig  nur  den  mit  dem 
Integralzeichen  behafteten  Theil  dieser  Formel  (4),  und  stellt 


ftr  V  wieder  den  Werth  her,  so  zerfällt  dieser  genannte In- 
tegralausdnick  in  die  beiden  folgenden : 

woraus  sich  jetzt  ganz  einfach  die  Beziehung  ergibt ,  in  wel* 
eher  die  Coefficienten  von  Sy  und  Sx  zu  einander  stehen; 
denn  es  folgt  daraus,  dass  wenn  man  diese  Coefficienten  be- 
ziehungsweise durch  ^  und  9  bezeichnet ,  sofort 

(c)      tf  =  —p^ 

ist  Wird  daher  einer  derselben  Null,  so  verschwindet  auch 
der  andere,  und  es  ist  sofort  der  Ausdruck  Vdx  integra«» 
bei,  wenn  einer  dieser  beiden  Coefficienten  verschwindet, 
d.  h.  wenn  die  Bedingungsgleichung  besteht: 

N  —  -j r  yd  .  -j^  —  .  .  .  =  0.    (n) 

dx     ^    dx         dx  .       ^    ^ 

Grösste  und  kleinste  Werthe  der  unbestimmten 

Integral  forme  In. 

§.  14r.    Integrale  von  der  Form  jVdxy  wobei 

und  y  irgend  eine  Function  von  a  sein  soll,  sind  so  lange 
unbestimmt,  als  diese  letztere  Function,  d.  i.  die  Relation 
zwischen  a  und  y  noch  unbekannt  oder  unbestimmt  ist. 
Soll  ein  solches  Integral  fßr  irgend  eine  erst  aufzufindende 
Belation  von  y  =?y(^)  ein  Maximum  oder  Minimum  werden, 
so  kann  diess,  wie  bereits  bemerkt,  nur  innerhalb  gewisser 
Grenzen  von  x  Statt  finden. 

Die  grössten  und  kleinsten  Werthe  solcher  unbestinun- 
ter  Integrale  zwischen  gegebenen  Grenzen  werden  aber  mit- 
telst der  Variationsrechnung,  und  zwar  nach  dem  in  der 
Differentialrechnung  bewiesenen  analogen  Satze  bestimmt, 
dass  für  ein  Max.  oder  Min.  der  variirenden  Function  u,  so- 
fort die  Variation  Su  gleich  Null  sein  müsse;  weil,  wenn  u 
eine  zunehmende  Grösse  ist  und  variirt,  diese  in  u^Su, 
dagegen ,  wenn  sie  eine  abnehmende  Grösse  ist ,   in  t«  —  Su 

Barg'«  Compendium  d.  htfh.  Math.  39 
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übergeht.  Nimmt  aber  u  zuerst  zu  und  dann  wieder  ab,  «o 
dass  u  an  irgend  einer  Stelle  ein  Maximum  erreicht ;  so  geht 
die  Variation  Su  aus  dem  positiven  in  den  negativen 
Zustand  über  und  dabei  in  der  Regel  durch  Null  (und  nur 
ausnahmsweise  durch  Unendlich).  Das  Umgekehrte  findet 
sofort  für  ein  Minimum  Statt,  wobei  u  zuerst  ab-,  und  dann 
zunimmt  9  also  Su  aus  dem  negativen  in  den  positiven  Zu- 
stand, und  zwar  wieder  durch  Null  geht. 

Da  überhaupt  Alles  das,  was  bei  der  Begründung  des 
Verfahrens  zur  Bestimmung  der  grössten  und  kleinsten  Wer- 
the  der  Functionen  mittelst  der  Differentialrechnung  (§§.  695, 
696)  entwickelt  oder  bemerkt  wurde,  auch  hier  seine  voUe 
Anwendung  findet;  so  mag  nur  noch  bemerkt  werden,  dass 
ausser  der  ersten  Bedingung  von  ^u  =  0,  welche  Statt  fin- 
den muss,  wenn  u  ein  Maximum  oder  Minimum  werden  soll, 
sofort  beziehungsweise  S*u<zO  und  ä^u>0  sein  muss, 
wenn  nicht  etwa  auch  S^u  =  0  wird ,  worauf  man  auf  die 
nächst  höheren  Variationen  überzugehen  hat. 

§.  15.  Ist  nun  u=^Uf  so  ist  Su=jSU,  und  daher 
für  ein  Maximum  oder  Minimum  von  j  U  sofort  JJ£r=0; 
dabei  kommt  jedoch  zu  bemerken ,  dass  in  dieser  letztem 
Bedingungsgleichung  das  Integral  jSU  zwischen  den  näm- 
lichen Grenzen  genommen  werden  muss,  zwischen  welchen 
es  eben  ein  Maximum  oder  Minimum  werden  soll. 

Berücksichtiget  man  aber,  dass  die  Entwicklung  von 
jiU  in  (3),  §.  10  aus  zwei  wesentlich  verschiedenen,  un- 
gleichartigen Theilen  besteht,  wovon  der  eine  vollkommen 
integrirt,  der  andere  aber  mit  dem  Integralzeichen  behaftet 
und  so  lange  nicht  integrabel  ist,  als  Sx  und  Sy  ihre 
gegenseitige  Unabhängigkeit  oder  vielmehr  Unbestimmt- 
heit, was  jedoch  gerade  (§.  1)  für  die  gegenwärtige  Unter- 
suchung die  wesentlichsteBedingung  ausmacht,  bei- 
behalten; es  kann  daher  diese  Entwicklung  nicht  anders 
Null  werden,  als  indem  die  mit  dem  Integralzeichen  behaf- 
teten Theile  fCür  sich  verschwinden.  Bezeichnet  man  näm- 
lich in  diesen  letztem  Theilen  die  Coefficienten  von  Sa  und 
St/  mit  9  und  ^,  so  führt  die  Bedingungsgleichung  Jd{7=0 
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sofort  auf  jene  Jy^a: +/;Jj<Jy  =  0,  und  diese  wieder  auf  die 

beiden  folgenden: 

(a)     y  =  0    und    ^j)  =  0, 
d«  i.  auf 

und    M'—dN'+d^P'—d^Qf+.,.=o]^''^ 

Ad  merk.  Sa  ist  leicht  zu  sehen,  dass  überhaupt  eben  so  viele  solcher 
BedinguDgggleid&nngen  entstehen,  als  in  iU  von  einander  un.ab. 
h  &  n  g  i  g  e  Variatiottan  vorkommen. 

§.  16.  Enthält  D  bloss  die  beiden  Variablen  a  und  y, 
und  lässt  sich  diese  Function  U  dabei  auf  die  Form  Vdx 
bringen,    so  hat  man,    wegen  [§.  13,  (c)]  y  =  — p^,   d.  i. 

9  =  —  j^^   oder   cf  dx  -f-  vjj^y  =  0,   für   9  =  0   sofort  auch 

{p  =  Oy  so ,  dass  die  eine  der  beiden  vorigen  Bedingungs- 
gleichungen («)  nothwendig  auch  die  andere  nach  sich  zieht, 
oder  vielmehr  beide  identisch  sind  und  in  die  eine 

zusammenfallen.  Dasselbe  findet  auch  f&r  den  vorigen  Fall 
von  jSU  Statt,  wenn  a  nicht  variirt  und  also  ia^=0  ist, 
ein  Fall,  welcher  z.  B.  eintritt,  wenn  die  Grenzen  dieses 
Integrals  in  Beziehung  auf  a  vollkommen  festgesetzt, 
also  nicht  variabel  sind. 

Anmerkung.  Diese  unbestimmte  Gleichung  (ß)  bildet  die  Dif- 
ferentialgleichung zwischen  x  und  y ,  sie  gehört  allen  Vuncten  der 
betreffenden  Curve  an,  und  sie  musa  vor  Allem  durch  jene  Relation 
zwischen  x  und  y ,  durch  welche  die  Aufgabe  gelOst  wird,  realisirt, 
d.  h.  es  muss  ihr  dadurch  Genüge  geleistet  werden. 

§.  17.  Diese  Bedingungsgleichungen  (oc)  im  erstem, 
und  jene  (ß)  im  letztem  Falle  sind ,  wie  man  sieht ,  genau 
dieselben,  welche  [§§.  11  und  13,  Relat.  (m)  und  (n)]  die 
Ausdrücke  jU  und  JFo^xintegrabel machen.  Siebestimmen 
zugleich ,  wenn  nicht  U  oder  Vdx  schon  an  und  für  sich 
integrabel  sind,  was  jedoch  bei  den  hieher  gehörigen  Pro- 
blemen nicht  sein  darf  oder  soll,  die  Kelation,  welche  zwi- 
schen X  und  y  Statt  finden  muss,  wenn  das  unbestimmte 
(dann  aber  bestimmte)  Integral  jf/oder  jenes  jVda  inner- 

39* 


012 

,  halb  gegebener  Grenzen  ein  Maximum  oder  Minimum  werden 
soll.  Lagrango  nennt  aus  diesem  Grunde  die  genannten 
Gleichungen  (oc)  und  (p)  die  allgemeinen  Bedin- 
gungsgleichungen des  Maximums  und  Mini- 
mums. 

Was  noch  überdiess  die  Gleichung  (ß)  betrifft,  so  ist 
leicht  zu  sehen,  dass  sie  bis  zur  Ordnung  in  steigen  kann. 

wenn  in  V  noch  der  n**  Differentialquotient ,  d.  i.  ^-J  vor- 
kommt; es  wird  sonach  auch  die  daraus  abgeleitete  Inte- 
gralgleichung, die  sofort  bei  geometrischen  Problemen  die 
Gleichung  der  gesuchten  Curve  selbst  ist,,  im  All- 
gemeinen 2n  willkürliche  Constanten  enthalten. 

§.  18.  Sind  nun  zufolge  der  Bedingungsgleichungea 
(a)  in  §.  15  die  mit  dem  Integralzeichen  behafteten  Glieder 
oder  Theile  in  dem  Ausdrucke  von  SjU  in  §•  10,  Belat. 
(3)  herausgefallen,  so  hat  man  noch,  wenn  man  Kürze 
halber  die  CoefBcienten  von  äx,  dSx...  durch  A,  5,,.., 
00  wie  jene  von  5y,  diy..  durch  A',  B'  u.  s.  w.  be- 
zeichnet, sofort : 

jSU=  ASa!  +  Bdia+Cd^Sw+  .  .. 
-I- A'dy-fB'dÄy-h  C  dMy+ .  . . 

§•  19.  Setzt  man  Kürze  halber  jSU=^u,  so  mussman, 
um  dieses  Integral ,  wie  es  die  Bedingung  für's  Maxinium 
und  Minimum  fordert ,  zwischen  gegebenen  Grenzen  die 
wir  durch  Xq  und  Xva  bezeichnen  wollen,  zu  erhalten,  sofort, 
wenn  u  für  die  untere  Grenze  in  tio  und  fbr  die  obere  in 
tica  übergeht ,  schreiben  (§.  869) 

SU=  Um  —  tlo« 

Man  hat  also  für  das  Maximum  oder  Minimum  des 
bestimmten  Integrales 

U 


j; 


I 


nebst  den  vorigen  Bedingungsgleichungen  (a)  in  §.  15  sofort 
noch  jene,  d.  i.  die  sogenannte  Grenzen-Gleichung: 
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ttü)  —  Wo  =  0  .  .  (y) 
da  aber  diese  Gleichung,  wie  man  sieht^  nur  solche  Grössen 
enthäl^y  welche  sich  auf  die  Grenzen  Xq  und  xta  des  In- 
tegrals jU  beziehen;  so  dienen  die  daraus  hervorgehenden 
Bedingungen  im  Allgemeinen  zur  Bestimmung  der  bei  der 
Integration  der  allgemeinen  Gleichungen  ^=0  und  t}>  =  0 
[§.  15,  ßelat.  («)]  eingeführten  willkürlichen  Constanten.  Es 
kann  übrigens  noch  bemerkt  werden,  dass  in  dieser  letztem 
Bedingungsgleichung  die  Variationen  Sa^  Sy,  dSa  u.  s.  w. 
entweder  Null  oder  durch  anderweitige  Bedingungen  mit 
einander  verbunden  sein  können. 

Soll  X.  B.  unter  allen  durch  zwei  gegebene  Fancte  möglichen  ebenen 
Curven  die  kürzeste  gefanden  werden ,  so  muss ,  wenn  man  die 
Coordinaten  dieser  beiden  festen  Pnncte  durch  x\  y  und  x\  yf'  be- 
seichnet ,  das  Integral  /  ü  zwischen  den  beiden  genannten  Grenzen,  d.  i. 
so  genommen  werden,  dass  es  in  dem  einen  Panct  anfängt  nnd  in  dem 
andern  aufhOrt«  Da  aber  diese  beiden  Puncto  allen  Curven  gemein- 
schaftlich angehören,  die  man  sich  durch  die  stetige  Veränderung,  d.  i. 
dnrch  das  Variiren  dei*  gesuchten  Curve  nur  immer  denken  mng ;  so 
sind  die  Variationen  dieser  beiden  Ghrenzpuncte  offenbar  Null,  d.  i. 
man  hat : 

(jx=-o,  <jy  —  0,  ^*"  =  o,  jy  — 0. 

Es  fallen  daher  in  diesem  Falle  ans  der  genannten  Bedingungsglei- 
chung (7)  alle  Glieder ,  welche  diese  letztem  Grössen  enthalten  von 
selbst  heraus,  und  im  Falle  darin  keine  anderweitigen  Grössen  vorkommen, 
würde  diese  Gleichung,  ohne  irgend  eine  Bedingung  oder  Relation  für 
die  vorhin  erw&hnten  willkürlichen  Constanten  zu  liefern ,  von  selbst, 
d.  i.  identisch  Null.  Die  Curve,  welche  den  Gleichungen  (sc)  in 
§.  15,  9=0,  «p— 0,  oder  wenn  f/^Ftfxist,  jener  (ß)  in  §.  I6 
^  sa  0  entspricht ,  löst'  dann  die  Aufgabe  vollständig  auf ,  wenn  man 
diese  nur  noch  der  Bedingung  unterwii*ft ,  dass  sie  durch  die  beiden 
Puncte  x\  y  und  r",  y"  geht ,  was  sich,  um  hier  nur  von  dem  zweiten 
^alle  (von  U=Vdx^  zu  reden,  im  Allgemeinen  mittelst  der  beiden 
willkürlichen  Constanten  bewerkstelligen  lässt ,  welche  in  der  dieser  Dif- 
ferentialgleichung 9—0  (die  in  diesem  Falle  von  der  zweiten  Ord- 
nung ist,  weil  bei  dieser  Aufgabe   F  nur  den   ersten   Dififerentialquo- 


tienten  -f-  enthält)  entsprechende  Integralgleichung  enthalten  sind. 

Es  können  aber  selbst  noch  die  mit  den  Variationen  Zdx\  idy\ 
Sd.r\  idy"  behafteten  Glieder,  im  Falle  sie  überhaupt  in  der  genannten 
Grenzgleichnng  u^  —  «o  =  0  vorkommen  ,  unter  gewissen  Bedingungen 
Terschwinden.  Es  darf  z.  B.  zu  den  beiden  vorigen  Bedingungen  (dass 
die  gesuchte  Curve  durch  zwei   gegebene    Puncte   x\  y\  x" ,  y"    gehen 
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soll)  nur  noch  jene  hinzukommen,  dass  die  in  den  gegebenen  Endpnncten 
an  die  gesuchte  Curve  gezogenen  Tangenten  eine  gegeben eKei^nng 
gegen  die  Abscissenachse  haben  sollen,  so  werden,  da  dann  Jx',  dy^ 
so  wie  dx\  dy'  bestimmte  Werthe  annehmen ,  also  constant 
werden ,  ihre  Variationen  gleich  Null. 

§.  20.  Bezeichnet  man  in  der  Relation  (4)  des  §.  12 , 
bei  welcher  nämlich  die  Form  von  f7=  Vdx  vorausgesetzt 
ist 9  die  DifFerentialquotienten  P^  Q,  i2  .  .  für  die  beiden 
Grenzen   x^   und   a?^  des   Integrals  jVdx  beziehungsweise 

durch  Po  >  Qo  >  -Ro  •  •  und  P« ,  Q«  f  -^w  •  •  ^^  ^^®  ^^^^  V 
dafür  mit  y^  und  y^ ;  so  erhält  man ,    wenn    zugleich  für  v 

der  Werth  iy — t^^^  hergestellt  wird,  die  Bedingungs- 
gleichung für  das  Maximum  oder  Minimum  in 
der  vollständig  entwickelten  Form: 

dQ^        d^R^  dy^ 

dR  dy         d^ 

+«i- --£+'■)  (^1^-7^  ^"-y + etc. 

-(C2o-^4-..)(34!^-$lW-etc 


dz  '^  ^      dr 

•w,     ,,.        rfP     ,    d^Q        d^R    ,        V   ,^  dy  ^    . 


Der  mit  dem  Integralzeichen  behaftete  Theil  dieser  Be- 
dingungsgleichung liefert  die  bereits  in  §.  16  aufgesteUte 
unbestimmte  Gleichung  (P),  während  der  integrirte 
Theil,  welcher,  Null  gesetzt,  die  sogenannte  bestimmte 
Gleichung  bildet,  selbst  wieder  in  zwei  solche  Gleichun- 
gen zerfällt,  wenn  die  Variationen,  welche  sich  auf  die  un- 
tere Grenze  u^  beziehen,  von  jener,  die  sich  auf  die  obere 
Grenze  u^  beziehen,  unabhängig  sind. 

A  n  m  e  r  k.  EnthMt  die  Function  F,  wie  in  $.  9  (Anmerk.)  bereits  be- 
merkt, die  beiden  von  x  abh&ngigen  Functionen  y  und  s,  so,  dass 
also  fict  iV  der  dort  angefahrte  Ausdruck  (a")  gilt;  so  yerwandelt 
sich  die  rorige  unbestimmte  Gleichung,  wie  leicht  eu  sehen, 
in  die  folgende: 
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oder,   wenn  die  Variationen  ^x,  iy  and  iz   Ton   einander   unab- 
hängig sind ,  in  die  beiden  folgenden : 

--^f-<.?-s+-»i , 

dy         ,     <f*y         „ 
wobei,  wenn  man  der  Kftrze   wegen ,    -j^  =  y ,     ,  ',  =  y    n.  «.  w. 

dx  dl 


d. 


=  z 


d*z 


'Z    etc.  setst,   sofort 

Was  femer,  wenn  die  Variationen  in  Beziehung  auf  die  beiden 
Grenzen  von  einander  unabhängig  sind,  die  den  beiden  Endpuncten 
der  Curve  entsprechenden  bestimmten  Gleichungen  betrifft ,  so 
sind  diese  im  vorliegenden  Falle  sofort,  für  den  ersten  Punct: 


>«-0 


und  filr  den  zweiten  Punct 

dQ^       d*  R. 


dx 
dR 


^ifia     ä^y^ 


,ijy         ddu       d\^         w  dz^         N 


^  =  0 


§.  21.     Bleiben  bei  allen  Veränderungen,   die  man  mit 
der    betreffenden   Curve,    welche   sofort  die  Beziehung  zwi- 
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sehen  x  und  t/  räumlich  darstellt ,  yomehmen  kann ,  die 
Endpuncte  derselben  beständig  auf  den  nämlichen  Ordina- 
len oder  Parallelen  zur  Axe  der  y;    so   sind  in   dem  Inte- 

VdXf  welches  zu  einem  Maximum  oder  Minimum 

werden  soll,  die  beiden  Grenzen  x^  und  a*^  constant,  und 
man  lässt  bei  diesen  Veränderungen  der  Curve  oder  dem 
Uebergange  aus  einer  Lage  in  eine  andere  unendlich  na- 
hen,  die  Variable  a  nicht  variiren,  d.  h.  man  nimmt  dabei 
auy   dass   dx  =  0   sei,   indem  es  in  diesem  Falle  hinreicht, 

in  der  Function  V  nur  den  Grössen  y ,  —-,  -r^ . . .  belie- 
bige^ von  einander  unabhängige  Veränderungen  oder  Varia- 
tionen beizulegen,  welche  eben  durch  d?/,  8-^  u.  s.  w.  aus- 
gedrückt werden.  In  diesem  Falle  reducirt  sich  die  vorige 
Bedingungsgleichung  fQr   das  Maximum  und  Minimum  des 


Integrales  j      Vdx  auf  die  folgende : 


dQ  (iR  ,     dy 

+(K.,.-etc.)J-i^+.. 


+J     '^'(^--dT  +  lp-T^  +  '-^^V- 

Es  fallen  aber  selbst  in  dieser  Gleichung  noch  die  Glie- 
der, welche  die  Factoren  Sy^  und  dyw  enthalten,  heraus, 
wenn  die  Endpuncte  der  Curve  der  Lage  nach  vollkommen 
gegeben,  d.  h.  wenn  die  Werthe  der  Ordinaten  y^,  y«  eben 
sowohl,  wie  jene  der  Abscissen  Xq»  X(a  constant  sind. 

A  n  m  e  r  k.  Die  in  der  Anmerkung  des  vorigen  §.  aufgestellten  be- 
stimmten Gleichnngen ,  welche  sich  auf  den  Fall  besiehen ,  dass  in 
V  die  beiden   von  x  abh&ngigen  Functionen  y   und  t  vorkommen, 
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reduciren   eich    unter   der  saletsst  gemachten  VoraoMetzung  auf  lUe 
folgenden : 


=  0 


ond 


dQ-  äü  dz 


Relative  Maxima  und   Minima* 

§.  22.  Es  wurde  bisher  ausdrücklich  festgesetzt ,  dass 
unter  den  in  der  Function  U  enthaltenen  variabeln  Grössen  . 
keine  Beziehungen  im  Voraus  gegeben  seien«  sondern  diese 
erst  aus  der  Bedingung  des  Maximums  oder  Minimums  ent- 
wickelt oder  gefunden  werden  müssen.  Es  können  jedoch 
Aufgaben  vorkommen,  bei  welchen  gewisse  Bedingungen  in 
der  Art  berücksichtiget  werden  müssen,  dass  die  Wahl  der 
Werthe  der  mit  d  bezeichneten  Variationen  eine  Beschrän- 
kung erleidet. 

Ist  z.  B*  ein  vorliegendes  bestimmtes  Integral  von  der 
Natur  einer  Curve  abhängig,  deren  Endpuncte  in  zwei  ge- 
gebenen Linien  enthalten  sein  sollen ,  deren  Gleichungen 
y=z{f(x)  und  y  =  ;|?(a')  sind;  so  müssen  die  Variationen 
'^o»  ^y«  '^^  d.itö,  dyw  der  Coprdinaten  der  Endpuncte iT^^ 
y^  und  Xiüy  yo)  in  einer  solchen  Beziehung  zu  einander  ste- 
hen, dass  sie  diesen  beiden  Gleichungen  respective  Genüge 
leisten,  so,  dass  die  Gleichungen 

*yo  =-^77^  *^o  «nd  *y«  =  — ^^*Tco 

sofort  gleichzeitig  mit  der  bestimmten  oder  Grenzengleichung 
(y)  in  §.  19  bestehen  müssen.  Eben  so  könnte  auch  ver- 
langt werden,  dass  die  in  den  Endpuncten  der  gesuchten 
Curve  gezogenen  Tangenten,  mit  den  Tangenten  zusammen- 
fallen sollen,  welche  beziehungsweise  an  die  gegebenen  Cur- 
ven  y  =  9  {x)   und  y  =  ^'  (x)  gezogen    werden ;    in    diesem 
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Falle   wären  auch  die   nach  d  genommenen  Differentialvcr- 
hältniese  bedingt,  nämlich 

o  -p-  =  —j-t^8xq,    d—i =  — -r-i dviü   U.   8.   w. 

dx  dx*  "  dx  rfx' 

A  n  m  e  r  k.  Es  können  übrigens  auch  Bedingungsgleichangen  rorhandea 
sein,  welche  für  alle  Werthe  der  Variablen,  die  innerhalb  der  Gren- 
zen des  vorgelegten  bestimmten  Integrales  enthalten  sind ,  gelten 
müssen.  Soll  z.  B.  die  kürzeste  Linie  gefunden  werden,  welche  auf 
einer  gegebenen  Fl&che  zwischen  zwei  in  derselben  liegenden  Pnncte 
gezogen  werden  kann ,  und  ist  F{x^  y,  ar)  s»  o  die  Gleichung  dieMr 
Fl&che;  so  mnas  offenbar  die  Ordinate  der  gesuchten  Gurre  dieser 
Gleichung  immer  Genüge  leisten.  In  diesem  Falle  werden  also  wie- 
der die  Variationen  der  in  U  enthaltenen  Grössen  in  so  weit  be- 
schränkt, als  ihre  Werthe  diese  gegebene  Gleichung  stets  befriedigen 
müssen.  Diese  Gleichung  der  Fl&che  wird  also  offenbar  aach  noch 
bestehen  müssen,  wenn  man  in  ihr,  statt  der  erwähnten  Grössen,  die 
um  ihre  Variationen  yerroehrten  Werthe  dieser  Grössen  eiosetet, 
woraus  also  auch  folgt,  dass  man  die  gegebene  Gleichung  der  Fläche 
in  Beziehung  auf  diese  erwähnten  Grössen  Tariiren,  d.  i.  nach  dem 
Buchstaben  9  differentiiren  kann.  Ist  daher  Z  =  0  eine  solche  Be- 
dingungsgleichung ,  in  welcher  Z  eine  Function  sowohl  der  unab- 
hängig, als  der  abhängig  Variabein  und  ihrer  deririrten  oder  abge- 
leiteten Functionen  bezeichnet ;  so  bildet  man  daraus  die  Gleichung 
dZ  »^0  und  benutzt  dieselbe  zur  EUmination  einer  der  Variationen, 
welche  in  der  unbestimmten  Gleichung  [(^),  §.  16.]  ▼orkommen. 

Eben  so  verfilhrt  man,  wenn  noch  mehrere,  der  Torigen  analogen 
Bedingungsgleichungen  gegeben  sind. 

§.  23.  Es  gibt  ferner  Aufgaben  ,  in  welchen  das  ge- 
suchte Maximum  oder  Minimum  an  die  Bedingung  gebun- 
den wirdy  dass  gleichzeitig  ein  gegebenes  bestimmtes  Integral 
(wie  wir  bereits  in  der  Einleitung  im  §.  1  einen  solchen  FaD 
angeführt  haben)  einen  gegebenen  oder  bestimmten  Werth 
beibehalten  soll ;  und  es  sind  insbesondere  diese  Fälle,  welche 
man  mit  dem  Namen  der  relativen  l^Iaxima  und  Minima  be- 
zeichnet 

So  gehört  z.  B.  die  bereits  erwähnte  Aufgabe  hieher, 
diejenige  Curve  zu  finden,  welche  bei  einem  gegebenen  Um- 
fange die   grösst  oder   kleinst  mögliche  Fläche  einschliesst. 


Vdar  z 


zu  einem 
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Max.  oder  Min.  machen ,   während  gleichzeitig  die  Relation 
bestehen  soll: 


V'dx  =  Conat. , 


wobei  sowohl   V  wie   V  Functionen  von  o?,  y,  ~^,  t4  u.  b. 

w.  sind. 

Die  Bedingungen  der  Aufgabe  liefern  dann  die  beiden 
Gleichungen : 

dp^Frf«  und  *r''"FdÄ  =  0, 

Dieselben  Bedingungen  können  aber  eben  so  gut  da- 
durch ausgedrückt  werden,  dass  man  die  zweite  dieser  Glei- 
chungen mit  einer  willkürlichen  Constanten  a  multiplicirt 
und  dann  zu  der  erstem  addirt ;  man  kann  nämlich  schreiben : 

sC"^  Vdx  +  aö  r """  Vdx  =  0 T)der S f  '"(  F+  a  V) dx=Oy 

und  man  wird  diese  letztere  Gleichung  gerade  so  behandeln, 
als  ob  man  die  Function  |      (V-\-aV')dw   zu  einem   abso- 


luten Maximum  oder  Minimum  machen  wollte ;  indem  jene 
Relation  zwischen  x  und  y,  welche  diese  letztere  Function 
zu   einem  Maximum   oder  Minimum   macht,    offenbar  auch 

Vdx 

Vdx  einen   ge- 

gebenen  Werth  annimmt,  ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 
Was  die  Constante  a  betrifft,    so  ist  sie   so  zu  bestimmen, 

dass  das  Integral  i  Vdx  eben  jenen  gegebenen  oder  be- 
stimmten  Werth  annimmt. 


Beispiele   und    Aufgaben. 

§.  24.  Die  kürzeste  Linie  zu  finden,  welche 
man  zwischen  zwei  gegebenen  Puncten  ziehen 
kann. 

Nimmt  man  der  grösseren  Einfachheit  wegen  an,  das« 
dieser  Forderung  nur  durch  eine  einfach  gekrümmte  Curre 
Genüge  geleistet  werden  kann,   so  kommt  es  darauf  an,  in 

dem  Ausdrucke  jU=j]/da*  -|-  ^y*  («-l^  Länge  einer  ebenen 
Curve,  §.  710)  diejenige  Relation  zwischen  y  und  x  zu  fin- 
den,   wofür   dieses  Integral   innerhalb   bestimmter   Grenzen 
ein  Minimum  wird. 
Es  ist  aber 

^  ^    ^  Vdx^'^'dy*  ds 

(§.  6),  folglich 

oder  wenn  man  theilweise  integrirt: 

oder  endlich 

a.  Um  nun,  wenn  man  die  Coordinaten  der  beiden  ge- 
gebenen  Puncte   durch   a',  y'   und    o.",  y"    bezeichnet ,    die 

Jx  ^x        

di7=j     \/dx^-\-dy^  zu  einem  Minimum  zu 

machen,  hat  man  nach  §.  15  [Relation  (a)]  zunächst  die  bei- 
den unbestimmten  Gleichungen: 

d^=Ound  d^==0 

[d.  i.  y  =  0  und  ?|?  =  0,  welche  sofort  durch  das  Nullsetzen 
des  mit  dem  Integralzeichen  behalteten  Theiles  der  Yorigen 
Gleichung  (m)  entsteht],^  woraus  durch  Integration 

^  =  c  und  -^  =  c',  folglich  auch   ^  =  —  =  C  oder 

dy  =  Cdx^ 
und  durch  abermaliges  Integriren: 
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(a)     y  =  C^+C', 
wobei   C  und  C   die    beiden    willkürlichen    Constanten    der 
Integrationen  bezeichnen,  erhalten  wird. 

6.  Was  nun  die  Bedingungen  betrifft,  welche  sich  auf 
die  Grenzen  des  obigen  Integrals  beziehen ,  so  liefert  die 
bestimmte,  d.  i.  die  Gren  z  engl  eich  ung  (y)  in  §.  19, 
nämlich  w«  —  «^=0,  welche  im  vorliegenden  Falle  (wegen 

übergeht ,  keine  weitere  Relation ,  indem  dieselbe ,  wegen 
da?  =0,  da'  =  0,  *y'=0  und  dy"  =  0  (da  ar,  y\  x\  y' 
constant  sind)  identisch  Null  wird;  es  löst  daher  die  vo- 
rige Gleichung  (a)  die  Aufgabe  vollständig  auf,  wenn  man 
nur  die  darin  vorkommenden  beiden  Constanten  C  und  C 
auf  eine  solche  Weise  bestimmt,  dass  diese  Gerade  (a)  durch 
die  beiden  Puncte  x\  y'  und  x'\  y'  geht.  Dazu  hat  man 
aber  aus  der  Gleichung  (a)  selbst  y"  — y'  =  C(a"  —  a'),  also 

und  femer  wegen  y  —  y'  =  C{x  —  «0>  endlich  für  die 
völlig  bestimmte  Gleichung  der  gesuchten 
Linie: 

y  —  y  =  C^  {iB  —  x')    (Vergl.  §.  394X 

An  merk.  1.    Da   sich,    wegen    Krfar'  +  c/y*    =  dxYl-^p* ,   wobei 

0=  -r^  18t,  die  Function    27  anf  die   Form    Vdx   bringen    Iftsst, 
ax 

wobei    F— Vi  +p'   Ist ;  so  hat  man  auch  da   dV  =  , 

yi  +p* 

also  zufolge  der  Belation  (a)  in  §.9  M  <-  0,  N  —  0 ,  P=     ;    ^         , 

Vl+p* 

Q  ^  R  ^  ,  .  .  =  0  wird ,   ftir    die    Bedingnngsgleichung   {ß)   in 

§.  16   sofort   -r- d, —   "         =0    und   daraus        '  ^^     Const. 

dx      Vi-f.p>  Vl+P* 

so ,    dass   man  hieraus  schliessen  kann ,  daas  p  oder  der  Differen- 
tialquotient -r^  fftr  alle   Functe   der   gesuchten   Linie   constant 
dx 

sein    muss  ^    was   sofort  nur   bei    der    geraden   Linie    der   Fall    ist. 
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S«tzt  man  daher  diesen  Qnotienten  ^  «■  a ,  so   ist    die 

ax 

der  gesuchten  Linie: 

y  =  aT-f  6, 

welche  man  nur  noch  wie  vorhin ,  da  die  Grenzengleichimg 
(«(0  —  u^  =  a  in  §.  19)  identisch  Null  wird  und  keine  weitere 
Relation  liefert ,  der  Bedingung  zu  unterwerfen  hat,  dass  die  Gerade 
durch  die  zwei  gegebenen  Fnncte  / ,  y    und  x" ,  y"  geht 

A  n  m  e  r  k.  2.  Will  man  nicht  von  der  hier  geroachten  VorausaetzuDg 
ausgehen  ,  dass  die  gesuchte  Linie  oder  Curve  eine  ebene  sein 
müsse  ,  so  muss  man  eine  Curve  im  Baume  annahmen,  und  wenn 
man  ihre  Coordinaten  durch  x,  y,  x  bezeichnet ,  sofort  das  In- 
tegrale 

K7775vl?a 


//'  ^'^m^^Y 


zu  einem  Minimum  machen. 


Nun  ist   aber    wegen    F=.  l^  1 -f /-^V -f  |^— V  sofort 


und 


ax      ix        ax      ax 


demnach  zufolge  der  Relation  (O  in  §.  9 : 

V  ax 

V  ax 

Die  beiden    unbestimmten  oder  Bedingungsgieich nngen  (r/)  in  §.  SO 
(Anmerkung)  sind  daher  : 


dx 


(     r-     \ 

(         r.         \ 


und      -^  <f  .  ■  ,  /•  ......        .  ,   .  ,  i  =  0 


+(a"  +  (rO 


woraus  wieder  unmittelbar,    wie   vorhin  geschlossen    werden  kann, 

dy  dz 

dass   die    Dififerentialquotienten  -^  und  —    constmnte    Wertb« 

haben  mtlssen ,  und  daher  die  gesuchte  Linie   keine  andere  als  eine 
gerade  sein  kann. 
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§.  25.  Die  kürzeste  Linie  zu  finden,  welche 
sich  zwischen  zwei  gegebenen  Curven  im 
Räume    ziehen   lässt» 

Da  es  sich  in  diesem  Falle  darum  handelt ,  die  yon  x 
abhängigen   Functionen  y   und  z  dergestalt    zu  bestimmen, 

dass  das  Integrale  s  =  j\^dx^  +  dy^  +  ^^*  innerhalb  ge- 
wisser Grenzen  ein  Minimum  wird;  so  hat  man,  wenn  man 
für  die  erstere  Form  J  U  beibehalten  will ,  wegen 

S  ydx*  +  dy*  +  dz*  =   rfx  irf>  +  d9^d3,  +  d,  idz  ^  ^^^^^ , 

j  6  ydx^  +  djf'  +  dz*  =  J^  ddx  +  J^  ddy  +  J^  ddz 

wenn  man  nämlich  (ohne  von  den  bereits  oben  entwickelten 
Formeln  Notiz  zu  nehmen)  wieder  die  Theilintegrationen 
anwendet. 

a.  Der  summatorische  oder  nicht  integrirte  Theil  liefert 
flkr  das  Minimum  die  Bedingungsgleichung: 

oder  da  die  Variationen    Sxy  it/y  Sz   von   einander   unab- 
hängig sind,    die   drei  folgenden  [die  analogen    mit    (a)  in 
§.   15]  : 

4^=0' 4^=0' 4^=0 

aus  denen  man  durch  Integration  erhält : 

dx  dy  /       dz   ,, 

H  ~  ^'   dT  ~^  '   IT  —^  ' 
so  wie  aus  diesen  drei  Gleichungen : 

dx        c  *  dx        c 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhält  man  endlich 
durch  abermaliges  Integriren: 

y=C'x  +  a    und    z=Cx  +  ß 
welches    sofort   die    Gleichungen    einer  geraden   Linie 
sind. 
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b.  Um  nun  auf  die  Grenzgleichungen  u^  =  0 
und  u^„  =  0  (§.  10)  überzugehen,  so  hat  man  aus  dem  in- 
tegrirten  Theil  der  obigen  Gleichung  (m)  ffer  die  untere 
Grenze     dxSx^  -f-  dy^^  Sy^  +  dz^  $Zq  =  0    oder  auch 

i  +  p^^  +  ^*  ^*  =  0 

'     dx    ax^       '      dx    6x^ 

und  eben  so  für  die  obere  Grenze: 

woraus  sich  (§.  577)  ohne  Mühe  folgern  lässt,  dass  die 
beiden  gegebenen  Cürven  von  der  gesuchten  kürsesten 
Linie  unter  rechten  Winkeln  geschnitten  werden  müssen. 

Anraerk.    I.      Will    man    mit    Berücksichtigung,     dau     sich    hier 
U^Vdx^-^-  dy^-^dz^  auf  die  Form   Vdx   bringen  Ift^st,   wobei 

F—  K   1  +  i^y  -f.  I^y  ist,  die  in  §.  20  Anmerk.  entwickd- 

ten  Fonneln  benützen ;  so  hat  man  zuerst  wieder  dieselben  beiden 
un  bestimmten  Gleichungen  wie  im  vorigen  §.  Anmerk.  S., 
ans  denen  man  schliesst ,  dass  die  gesuchte  Linie  eine  gerade 
sein  muss. 

Was  femer  die  beiden  bestimmten  Gleichungen  betrifft,  welche 
sich  auf  die  Grenzen  des    Integrals    beziehen ;    so  hat    man    wegen 

P=   y.^     und  P*—    -^.^     (w&hrend    Jf— 0,     iV  —  0, 

Q=.Ä=..  =  0,  J/'«0,  iV'  — 0,  Q'  — Ä'  =  ..  =  0  i8t)8afoft 
nach  den  erwähnten  Formeln  des  §.20  für  die  untere  Grenz« 
die  Bedingungsgleichung : 

woraus ,  wenn  man  reducirt 

oder  wieder  die  vorige  Gleichung 

dx     ix^  dx   Ix^ 

folgt  Auf  dieselbe  Weise  erhftlt  man  auch  die  zweite  Gleichnng, 
welche  sich  auf  die  obere  Grenze  des  Integrales  oder  den  andern 
Endpunct  der  gesuchten  Linie  bezieht. 


A  n  m  e  r  k,  9.  Ein  ganz  Ähnliches  Resnltat  erhAlt  man  auch,  wenn  man 
die  kUrseste  Linie  swischen  zwei  gegebenen  krummen 
Flächen  sucht.  In  diesem  Falle  mnss  man  die  Variationen 
dx^j  iy^,  Iz^  der  vorigen  Gleichung  als  die  Frojectionen  irgend 
eines  Currenelementee ,  welches  man  auf  der  krummen  Fl&che  von 
dem  ersten  Fühct  der  gesuchten  Linie  aus  angenommen  hat,  anf 
die  drei  Coordinatenachsen  ansehen«  Diese  so  erhaltene,  der  vorigen 
ganc  identische  Gleichung  drückt  dann  die  Bedingung  ans,  dass  die 
gesuchte  kürzeste  Linie,  welche  wieder  eine  gerade  ist ,  auf  der 
betreffenden  krummen  Fläche  rechtwinkelig  steht  Dasselbe  gilt 
nattkrlich  auch  von  dem  andern  Endpnnct  dieser  Linie  ond  der 
zweiten  Fl&che. 

§.  26.  Es  soll  auf  einer  krummen  Fläche  zwi« 
sehen  zwei  gegebenen  Puncien  die  kürzeste  Linie 
gezogen  werden. 

Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  muss  wie  vorhin  das  In- 
tegral J     dx  1/ 1  +  (j^l  +(5^1     ®"^  Minimum  werden.  ' 
Setzt  man  daher  wieder  die  WurzelgrOsse  ' 

so   erhalt   man   zunächst,  aus  der  Bedingungsgleichung  {9) 
in  §.  20,  Anmerk.,  wegen  (wie  im  vorhergehenden  §.,  Anmerk«) 

die  unbestimmte  Gleichung: 

m 

Ist  nun  z  =/(a:,  y)  die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche, 
80  hat  man-,  da  die  Variationen  Sx,  iy^  iz  dieser  Gleichimg 
Grenflge  leisten  müssen,  für  die  Werthe  dieser  Variationen 
0ofort  die  Bedingungsgleichung: 


wenn  man  nändich  Kürze  halber  f  statt  /{x^  y)  schreibt. 
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Substitttirt  man  diesen  Werth  van  iz  in  der  vorigoi 
Bedingungsgleichnng ,  tuid  setzt  dann  die  Coefficienten  von 
Sy  und  Sx^  welche  noch  unbestimmt  bleiben ,  einzeln  gleich 
Null;  so  erhält  man: 

Da  ferner  die  gesuchte  Linie  auf  der  Fläche  z  ==y(x,  y) 
liegen  soll,  so  müssen  die  Elemente  das 9  dy,  dz  der  Coor- 
dinaten  der  einzelnen  Puncte  dieser  Linie  der  genannten 
Fläche  ebenftills  Genüge  leisten »  so,  dasa  man  hat 

Wird  dieser  Werth  für  j^  in  der  zweiten  der  Torigen 

Bedingungsgleichungen  gesetzt,  so  wird  sie,  wie  e»  sein  soll« 
mit  der  erstem  derselben  identisch. 

Diese  erste  Gleichung  (a)  bestimmt  also  die  Natur  d& 
gesuchten  kürzesten  Linie,  und  zwar  drückt  sie  die  Bedin- 
gung aus,  dass  die  Krümmungsebene  dieser  Linie  oder  Cunre 
bestiukdig  rechtwinkelig  auf  der  gegebenen  knimmeD 
Fläche,  worauf  diese  Linie  gezogen  werden  soU,  stehen  müsse* 

Um  diess  zu  beweisen,  hat  man  nach  §.  764,  Gleich.  (1) 
als  Gleichung  der  Krümmungsebene  der  gesuchten  Linie: 

\dx  rfx«         dx  dx'J  ^  ^  dx^y         dx*  Z  —  yJf 

so  wie  nach  §.  751  als  Gleichung  der  berührenden  Ebene  der 
Fläche  z  =/(«,  jf): 

Nun  ist  abelr  die  Bedingung,  unter  wel<^er  diese  beiden 
Ebenen  auf  einander  rechtwinkelig  stehen,  nach  §•  586: 

(dz  d^y  _  £[y  ^^  /<A  I  ^iiL\  m£1  —  (\ 

\d~x  dp         dx  dr'ß  \dxf  "^  rfr»  \dy)  '^  dx*~^' 

oder  auch,    wenn  nun  für   i^l   den  aus  der  obigen  Glei- 
chung (i)  r^sultirenden  Werth  j^  —  i^  j|  subatituirt : 


Vxc/«*    .drrfx7L(/x         dx\dyf}^  dx*\dyf  "^  dx^~^* 

welche  Gleichung  aber,  wie  man  sogleich  sieht ,  wenn  man 
in  (ft)  die  angezeigten  Differentiationen  ausfuhrt,  mit  der 
obigen  Gleichung  (a)  identisch  ist. 

Was  endlich  die  Bedingungen  betrilR,  welclie  sich  auf 
die  Grenzen  Xq^  yo>  ^  ^nd  ä^,  y^,  z^  beziehen,  so  hat 
man  genau  so ,  wie  im  §.  25 ,  die  beiden  bestimmten  Glei- 
chungen : 

*     dx  dx^    '    dx   dx^ 
^  djf     dar  dz     iz 

CO  CD 

Da  nun  aber,  nach  der  Bedingung  der  Aufgabe,  beide 
Puncte  ihrer  Lage  nach  in  der  krummen  Fläche  gegeben 
sind,  so  geschieht  diesen  beiden  Gleichungen  yon  selbst 
Genüge ,  indem  ixo  =  0,  iyo  =  0,  Szq  =  0,  Sx^^  =  0, 
S]/^^=^0   und   $ZfQ=^0  ist. 

An  merk.  Sollte  die  geanchte  kürzeste  Lanie  von  einer  in  der  Fl&che 
gegebenen  Curve  ausgehen,  so  würden  die  Variationen  e^x^,  ^y^, 
Iz^  die  Projectionen  des  betreffenden  Elementes  dieser  Curve  anf  die 
Axen  der  x,  y^  z  beceicbnen,  und  es  würde  daher  die  erste  der  vo- 
rigen beiden  bestimmten  Gleichungen  aussagen ,  dass  die  gesuchte 
Linie  auf  dem  genannten  Elemente  der  Curre  (von  welchem  nftmlich 
die  gesuchte  Linie  ausgeht)  rechtwinkelig  stehen  muss. 

Ganz  dasselbe  gilt  auch  für  den  zweiten  Endpunct  der  gesuchten 
kürzesten  Linie,  wenn  dieser  ebenfalls  in  einer  zweiten  gegebenen 
CSurve  der  krummen  Flftche  liegen  soll ,  so ,  dass  also  die  kürzeste 
Linie  beide  Curven,  zwischen  denen  sie  auf  der  Flftche  gezogen  wer- 
den soll,  untär  rechten  Winkeln  schneidet 

§.  2T.  Es  soll,  um  auch  von  den  sogenannten  isoperi- 
metrischen Aufgaben  einen,  und  zwar  nur  den  einfachsten 
Fall  zu  behandeln,  die  Gestalt  der  ebenen  Curve  be- 
stimmt werden,  welche  bei  einem,  gegebenen  Um- 
fang die  grösstmOgliche  Fläche  einshliesst. 

Um   diese  Aufgabe   aufzulösen,   muss   also  der  Werth 

ydx  ein   Maximum   werden. 


während  gleichzeitig  das  Integral  j      da  V/i  +  1^1.  ^^ 

sehen  denselben  Grenzen  einen  constanten  Werth  beibehält 
ten  soll. 

Nach  §.  23  wird  aber  dieser  Bedingung  Genüge  gelei- 
stet, indem  man  den  Werth  des  absoluten  Maximums  der 
Function 


f.y'{y^'V^+m\ 


aufsucht,  wobei  a  eine  unbestimmte  Constante  bezeichnet' 
Die  Grenzen  :i'o  ^i^^  ^'»  mögen  dabei  als  verimderUch  aoge» 
nommen  werden« 


Wegen    F=y  +  a|/l  +  (g)',  also 
ist  nach  §.  9  (Bdat.  a)  ; 

Man  erhält  also  zufolge  der  Relation  (ß)  in  §.  16  die  unbe- 
stimmte Gleichung: 


woraus  sofort  nach  einmaliger  Integration 

dx  j  ji  (» —  •)  *'' 

X  —  a ===«    oder    dy  =  zt=      ,        , - 

ent3teht|  und  wobei  oi  eine  willkürliche  Constante  bedeutet 

Integrirt  man  abermals,  so  kommt 

y  =  ^-ya^-{x^  «)»  oder  (.r  -  «)«  +  (y  -  ß)«  =a\ 
wobei  ß  die  zweite  willkürliche  Constante  ist. 
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Da  aber  diese  letztere  Gleichung  dem  Kreie  angehört, 
Bo  löst  der  Kreis  die  gegebene  Aufgabe.  Dabei  können  die 
drei  Constanten  oc,  ß  und  a,  d.  i.  die  Lage  des  Mittelpunc- 
tes  und  der  Halbmesser  des  Kreises  so  bestimmt  werden, 
dass  dessen  Peripherie  durch  zwei  gegebene  Puncte  geht 
und  der  zwischen  diesen  Puncten  liegende  Bogen  eine  be- 
Btinunte  Länge  erhält. 

§.  28,  Um  endlich  noch  den  einfsu^hsten  üfall  des  Pro- 
blems derBrachystochrone,  d.  i«  der  Linie  des  schnell- 
sten Falles,  zu  betrachten,  sei  die  Aufgabe  gegeben« 
Diejenige,  in  einer  verticalen  Ebene  liegende 
Curve  zu  finden,  in  welcher  ein  schwerer  Kör- 
per von  einem  gegebenen  Puncte  derselben  bis 
zu  einem  andern  Punct  dieser  Curve  in  der  mög- 
lich kürzesten  Zeit  herabfällt. 

Nimmt  man  den  erstem  Punct  der  Curve  zum  Ursprung 
der  rechtwinkeligen  Coordinaten  und  die  Abscissenaxe  ver- 
tical  an ,  so  wird  zufolge  eines  bekannten  Satzes  der  hohem 
Mechanik  (Supplem.  Kr.  52)  die  Zeit ,  welche  der  Körper 
braucht,  um  in  irgend  einer  solchen  Curve  von  einem  Puncte, 
dessen- verticale  Abscisse  ^^  ist,  bis  zu  einem  andern  Punct 
derselben  von  der  Abscisse  ^a»  zu  gelangen,  durch  die 
Formel 


_  f  '^    ^*     _  f 


Vr 


igx 


ausgedrückt,  wobei  |)  =  -r^-  ist. 


Da  es  sich  dso  darum  handelt,  jene  Beziehung  zwischen 
y  und  X  aufzusuchen,  wofiir  das  Integrale 

f '*"rdx,  wobei   V=1/J±Z. 

ist ,   innerhalb   dieser  Grrenzen    ein  Minimum  wird ,    so  hat 

man,  wegen  dV=  ^'  ^4^1*  V        '*  ^^®  ^®  Vergleichung 
mit  der  Relation  (a)  in  §.  9  zeigt. 


^=0,  P=^=^^===|==,  Q  =  Ä  =  ..  =  0. 
folglich  [Relation  (ß) in  §.  16]  die  unbestimmte  Gleichung: 

und  daraus  durch  Integration : 

^==4==r=  6  oder  p  ==  ftl/I^Iir 

wobei  &  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet ,    oder  wenn 
man  2b^jf=  --  setzt,  wo  a  eine  andere  Constante  iat,  auch 

xdx 


dy  = 


V*2ax  — 


.s 


Diese  Gleichung  entspricht  aber  (§.  740,  Gleich.  2,  in 
welcher  x  mit  y  zu  verwechseln  ist)  der  Differentialgleichung 
einer  gemeinen  Cyclo i de,  in  welcher  A  in  Fig.  87 
(welche  man  sich  in  umgekehrter  Lage  denken  muss)  der 
höchste  Punct  (wofür  Ä?  =  a?^  =  0),  AH  vertical,  und  für 
irgend  einen  andern  Punct  Jlf  der  Curve,  AP=x  und 
PM=y  ist 

Die  Cycloide,-  welche  desshalb  auch  die  Brachy- 
Btochrone  heisst,  löst  also  die  vorliegende  Aufgabe  auf. 

Da  flir  4?  =  0  aus  der  vorigen  Gleichug  ^  =0  wird,  so 

folgt,  dass  das  Element  der  Curve  dabei  vertical  ist; 
aus  der  Figur  selbst  folgt  femer.  dass  die  Basis  der  Cy- 
cloide  eine  horizontale  Lage  hat. 

Was  schlüsslich  die  in  der  gefundenen  Differentialglei- 
chung enthaltene  C]k)nstante  a  (der  Halbmesser  des  Erzeu- 
gungskreises) betrifft,  so  wird  diese,  wenn  xn^  ym  die  Coor- 
dinaten  des  zweiten  gegebenen  (tiefer  liegenden)  Punctes  der 
gesuchten  Curve  oder  der  Cycloide  sind ,  aus  der  Bedingnng 
bestimmt,  dass  für  x=^am,  sofort  auch  y=^ym   sein  muss. 


An  merk.  Wir  haben  hier  in  diesem  einfachen  Falle,  in  welchem  die 
Endpuncte  der  Cnrve  gegeben  waren  ,  die  sogenannt^  bestimmte 
(d.  1.  die  Orenzen-)  Gleichung  Uf^  — '  ti«  =  0  unberflcksiehtiget  ge- 
lassen ,  weil  bei  den  constanten  Grenflen  diese  Gleichung  iden- 
tisch Null  wird  und  zu  keiner  weitem  Bedingung  Anlass  gibt 

(Weitere  Aufgaben  und  Bemerkungen    findet   man   im    grösseren 
Lehrbuche,  im  Anhange  des  III.  Bandes.) 


Berichtigungen. 
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unten  sind  swei  Zeichen  —  nicht  tichtbar. 

„    Ues  K*r  statt  JTr. 
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